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1 Priklad (.(,)) . ¢.) . ()
Prevedenie z pointfree do pointwise tvaru vyrazu (. (,)) . (.) . ().

¢GM GG

Teraz je funkcia v tvare £ . g . h,kdef = (.(,)), g = (.), h = (,).
Pouzijeme definiciu skladania funkcie (f . g . h) x = £ (g (h x)), takze
budeme musiet pridat na pravi stranu x (a takisto aj do zoznamu parametrov)
a celi funkciu dat do zdtvoriek (bez zdtvoriek by mal prefix prednost pred
infixom a £ . g . h x by malo implicitné zétvorky £ . (g . (h x)), ¢o ma
ale iny vyznam). Dostaneme teda

\x > ( Gy G)) x
\x -> .Y () x))

Teraz mame ako prva funkciu pravi operatorovu sekciu operatora (.), t.j.
(.(,)). Plati (.(,)) a=a . (,), pricom v tomto pripade a = ((.) ((,)
%)), preto dostavame

\x => ((.) () =) . ()

Zase sme sa dostali do tvaru £ . g, kde £ = ((.) ((,) %)), g = (,),
a preto pouzijeme (f . g) x = f (g x) a postupujeme podobne ako pred
chvilou——cely vyraz uzatvorkujeme, priddme novy parameter y a prepiSeme
podla toho vzfahu pre skladanie dvoch funkcii:

\x y > ( .Gy
\x y > G,y

Teraz mame vlavo ((.) ((,) x)), ¢o je ¢iastoénd aplikdcia funkcie (.) na
((,) x). T4 vsak teraz uz nie je potrebnd a dokonca je aj menej vyhodna, preto
ju odstranime:

\x y > (.) ((,) 2 ((,) ¥

V tejto Gasti by sme uz mohli prepisat zapisy tvaru ((,) a) na (a,). Ci to spravime teraz
alebo neskér, vysledok nezmenf, hoci niektora moznost moze sprehladnit d'alsie vyrazy—podla
toho, komu ¢o viac vyhovuje.

V tomto vyraze mdme zase vlavo prefixovy zdpis skladania funckie. Ten
prevedieme do infixu:



\x y > ((,) x) . ((,) y)
Zas vyuzijeme (f . g) x =f (g x)a veci s tym spojené:
\x y z > ( . (GY) W) oz
\x y z > «,) v 2)

Teraz sme uz s upravou vyrazu v podstate hotovi a budd nasledovat len
mensie prepisovania, konkrétne odstanovania zbytocnych ¢iastoénych aplikacii
a upravy podla (,) a b = (a, b):

\xyz->0)x ((,)y2)
\xyz—> () x ((y, z2))
\xyz->()x (y, 2
\x y z > (x, (y, 2z))

A to je konecény (pointwise) tvar povodného vyrazu, ktorého kazda pouzitd
funkcia uz nevyzaduje ziadne d'alSie parametre.

2 Priklad ((,).) . ()

Prevedenie z pointfree do pointwise tvaru vyrazu ((,).) . (,).
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Funkciu méme v tvare £ . g. Obalime ju zdtvorkami a priddme parameter
x, aby sme mohli pouzit prevod podla (f . g) x =f (g x):

\x -> ( (D) x
\x -> ;) x

Teraz méme v Tavej funkcii ((,).) operdtorovi sekciu, ktord rozpiSeme a
dostaneme

\x => () . ((,) %)
Zas mame funkciu v tvare, f . g a pouzijeme znamu tUpravu:
\x y => ( (G )y
\x y -> (G =y

Dostali sme funkciu (,), ktorej ddvame prvy parameter (((,) x) y). V
nom mame nadbytocné zatvorky, ktoré odstranime, pricom dostaneme ((,) x
y) a nasledne ((x, y)) = (x, y), teda mdme

\x y > () (%, y)

Funkcia (,) vyzaduje eSte jeden parameter, preto jej ho doddame a pouzitim
(,) a b = (a, b) dostaneme koneény tvar:

\xyz->() (x, 9z
\x y z > ((x, y), 2)



3 Priklad dist (curry id) id

Prevedenie z pointfree do pointwise tvaru, kde dist £ g x = £ x (g x).
dist (curry id) id
Ked sa pozrieme na typ funkcie dist, vidime, Ze vyzaduje tri parametre
(jej typ by bol (a => b => ¢) -> (a => b) -> a -> c) a m4 zatial len dva,
preto dodame jeden:
\x -> dist (curry id) id x
Dalej pouzijeme definiciu funkcie dist a dostdvame
\x -> (curry id) x (id x)
Tam mozeme hned zjednodusit id x na x:
\x -> (curry id) x x

Teraz musime zistit, ¢o rob{ funkcia curry id. Typ curry je ((a, b) ->

c) > a ->b -> c. Kedze id :: d -> d je ako prvy parameter curry, mus{
platit (a, ) -> ¢ = d -> d, odkial hned vyplyva (a, b) = c, preto curry
id :: a -> b -> (a, b).Teda v tomto konkrétnom priklade ma funkcia vsetky

parametre (dvakrat x). Vzhladom na to, Ze curry podla definicie len meni pa-
rameter typu (a, b) na dva parametre a, b vidiet, Zze (curry id) m n = (m,
n) = (,) m n. (Mimochodom presne tato funkcia sa preberala aj na cviceni.)
Zostava ndm uZ len nahradit tiito funkciu a dostaneme vysledny pointwise tvar:

\x > (x, %)

4 Priklad uncurry (dist . ((.) (curry id)))

Previest z pointfree do pointwise tvaru, kde dist je ako v predchidzajicom.
Funkcia uncurry :: (a => b -> ¢) -> (a, b) -> c md dva parametre, za-
tialéo v nasom vyraze m4 zatial len jeden, preto jej priddme aj parameter typu
(a, b):

\(x, y) -> uncurry (dist . ((.) (curry id))) (x, y)
Podla definicie uncurry f (x, y) = £ x y dostaneme

\(x, y) —> (dist . ((.) (curry id))) x y

V tomto pripade mdme nieco podobné ako (f . g) x = f (g x), takze to vyzerd, ze
by mohlo platit (f . g) x y =f (g x y). LenZe to nie je vo vSeobecnosti pravda. Totiz ak
napriklad £ = (2%), g = (1+) :: Num a => a -> a, v pravej strane to zjavne nebude sediet,
ked'Ze g nemdze brat dva parametre. A zirovei to moze dopadnit aj nasledovne: 3£, g: (f
. g8 xy =£f (g x) y. Priklady:

((1+) . mod) 4 3 = (1+) (mod 4 3)

(mod . (1+)) 4 3 =mod ((1+) 4) 3

Pouzijeme ¢iastoénu aplikaciu funkcie, t.j. priddme zatvorky:



\(x, y) -> ((dist . ((.) (curry id))) x) y
Vnitri nich uz mozeme pouzit (f . g) x =f (g x):

\(x, y) -> ((dist . ((.) (curry id))) x) y

\(x, y) -> (dist (((.) (curry id)) x)) y

Vo vyraze ((.) (curry id)) moézeme v danom kontexte vonkajsie zatvorky
odstranit, teda dostaneme

\(x, y) -> (dist ((.) (curry id) x)) y

Teraz sa zameriame na ¢ierne zatvorky, t.j. na vyraz (.) (curry id) x. Tu
sa ukazuje, ze x je druhy parameter operatora (.), a teda je to v skuto¢nosti
funkcia. (Co je vsak v Haskelli stdle vyraz rovnocenny napr. s ¢islom.) Vyraz
moZzeme prepisal do infixu podla bodky: curry id . x (Nutnost zdtvoriek
okolo curry id odpadé, pretoZe teraz je bodka infixova a prefix m4 prednost
pred infixom.) Zaroven z predchddzajiceho prikladu vieme, ze curry id = (,),
t.j. (.) (curry id) x = (,) . x. Teda dostdvame

\(x, y) -> (dist ((,) . %)) ¥y

V tomto momente moézeme poévodne pridané zelené zatvorky odstranit a
pisat

\(X, Y) -> dist ((’) . X) y

Vieme, ze funkcia dist berie tri parametre, preto pridame z a rozpiSeme ju
podla definicie:

\(x, y) z -> dist ((,) . x) y z
\(x, y)z->(,) . x)z (y=2

Pouzijeme podobny pristup ako predtym, t.j. vytvorime ¢iasto¢nu aplikédciu
funkcie (,) . x a pouzijeme (f . g) x =£f (g x):

\(x, y) z > (( . x) z) (y 2)
\(x, y) z > ( (x 2)) (y 2)

Tu moZeme posledne pridané zatvorky Giastocnej aplikdcie odstranit a po
jednoduchej uprave dostavame konecny vysledok:

\x, y) z > () (x2) (y 2
\(x, y) z > ((x2), (y2))
\(x, y) z > (xz, y2)

Vidime, ze y je takisto funkcia. Typ vyrazu je (a -> b, a => ¢) -> a —>
(b, c).



5 Niekolko poznamok

Celkovo je dolezité davat si dobry pozor na spravne prepisovanie vyrazov, ¢ize
neprihodit /nevyhodif nejaki zatvorku bodku alebo ¢okolvek. Jedna z moZnosti
kontroly je dat si po jednotlivych tpravach otypovat novoodvodeny vyraz alebo
doii dosadit nejaké hodnoty (ak uz vieme typ). Ak sa vysledok/typ nelisi od
predchadzajucich, je dobra Sanca, ze krok bol spravne vykonany a je ekviva-
lentny (ale nemusi to tak byt!). Takisto vysledok daného vyrazu moze napovedat
o tom, ¢o ta funckia robi. Konkrétne u tychto prikladov, hlavne 1-3, to dobre
vidiet, kedze okrem parametrov ma vysledok pridané len ddtové konstruktory.
V pripade operatorov, ktoré st komutativne, nie je spravne vyrabat Iubovolni
sekciu, napr. \x => x + 3 ~ \x -> 3 + x ~* (3+).

Prevod medzi jednotlivymi tvarmi nie je jednoznaény, teda moze sa velmi
lahko stat, Ze pri dvoch prevodoch vyjdd dva rézne tvary vyrazu, avsak oba
budd spravne. Napriklad \x => x = \x -> id x = id = id . id = flip
const 3 = .... Samozrejme nie je nutné pouzivat formdlne parametre x, y,
.. .; je to len konvencia a moézu sa pouzit aj iné (napriklad v priklade 4 by bolo
vhodnejsie pouzit \(f, g) x —> (f x, g x)).

5.1 Pointfree na pointwise

Pri poéitani takychto prikladov sa treba drzat niekolkych zisad. Napriklad
Casto sa dd vyuzit (f . g) x =f (g x), pripadne obdobny vztah pre viacero
funkcii, ¢im sa zbavime operécie skladania funkcii. Dalej v pripade, Ze nalavo
méme priamo funkciu, tak sa ju snazime prepisat pomocou parametrov, ktoré
za fiou nasleduji, podla jej definicie. Do kazdej funkcie musime zadat tolko
parametrov, kolko vyZzaduje.

5.2 Pointwise na pointfree

Pri takychto prevodoch véésinou plati jedna hlavné zasada, ktorej podriad ujeme
pouzivané kroky. TotiZ snaZime sa postupne prestivat parametre tiplne doprava
tak, aby za nimi nebolo ni¢ (operator, iny parameter, zdtvorky, ... ), a to robime
pre kazdy jeden v opa¢nom poradi, ako si uvedené v zozname parametrov,
napriklad vo vyraze \x y z -> x - z * (2 / y) sa snazime dostat napravo
najprv z, a ked tam bude, tak ho mézeme ”zmazat” zo zoznamu i z vyrazu.
V pripade, ze premennd méame ako prvy parameter funkcie alebo operétora,
vyhodne sa d4 pouzif pravd operatorové sekcia alebo funkcia flip: \x -> (f
Xx . g2 ~ (. (g2)) (f x),c\x ->div x 2 ~* flip div 2.



