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1 Zadania prikladov

1. Prevedte \x y -> f y x na pointfree tvar.
RieSenie:
\x y > fyx
\x y -> flip f x y
\x -> flip f x
flip £

2. Prevedte \x y -> f x (g y) na pointfree tvar.
RieSenie:
\xy > fx (gy)
\x vy > (£ x) (g y)
\xy > (fx) .8y
\x > (f x) . g
\x > (.g) (f x)
\x > ((.g) . £f) x

(.g) . £
3. Preved'te (.) . (.) na pointwise tvar, uréte typy pouzitych parametrov
a vhodne ich preznacte (funkcie na £, g, ...).
RieSenie:
) . )

\x > ((.) . () x

\x > () (() x

\xy > () ((.) )y
\x y > ((.) x) .y

\x yz->((((.)x) .y)z
\x yz > ((.) xh (y 2)
\xyz->()x (y 2



\xyz->x. (y 2
\xyzq->(&x. (y2)q
\xyzq->x ((y 2

\xyzq->x (yzq
\Mfgxy—>1f (gxy)

Typy parametrov, ktoré mozeme na zdklade tohto zépisu urcit, si £

a->b,g::c->d->e, x::c,y::d

. Dokazte, ze (.) . (.) . ... . (.), kde (.) sa vyskytuje n-krat (n >
1), ma typ

(b->¢c) ->(al ->a2 -> ... -=>an ->b) ->al -> a2 -> ... >
an -> c.

Definujte funkciu dots n, ktord bude vracaf takito funkciu pre kazdé
n > 1. Ak to nie je mozné, dokazte to.

Riesenie: Tvrdenie budeme dokazovat pomocou matematickej indukcie
podla n. Pre n = 1 je dotsl = (.) ajej typ je (a => b) -> (c -> a)
-> ¢ -> b. Po premenovani{ typovych premennych (a, b, ¢ na b, c,

al) dostdvame (b -> ¢) -> (al -> b) -> al -> c. Teda pre n = 1
tvrdenie plati. Teraz predpokladajme, ze tvrdenie plati pre n > 1, t.j. £ =
¢.) . () . ... . (Dsn () matyp

(b ->c)->(al ->a2->... ->an ->b) ->al -> a2 -> ... >
an -> c.

Potom chceme dokézat, Ze typ vyrazu obsahujiceho o jednu (.) viac je

(b ->c) > (al -=> a2 > ... -> a(n+l) ->b) > al -> a2 —> ...
-> a(n+l) -> c.

Funkcia, ktorej typ hladdme, je vlastne (.) . f. Z infixovo zapisaného
operatora skladania vieme, ze typ tohto vyrazu je k -> m, pricom typ
prvého argumentu je (.) :: 1 => m a druhého je £ :: k -> 1. Vieme,
ze (.) :: (@’ ->b’) => (¢’ -> a’) -> ¢’ -> b’. Po porovnani s 1
-> m dostavame

1=1(’->Db’)a

m= (c’ ->a) ->c> ->Db.

Podobne porovnanim k -> 1 s typom f dostdvame

k= (b ->c)a

1=(1->a2->... >an->b) >al ->a2 -> ... ->an ->c

Porovnanim rovnosti pre 1 dostdavame

a’ >b’>=1(al ->a2->... >an ->b) ->al -> a2 > ... >
an -> c.

Odtial

a’ =al >a2-> ... >an ->ba

b’ =al -> a2 -> ... -> an -> c.

Zistené rovnosti moézeme teraz vyuzit uréeni hladaného typu:



k->m= (b ->c) > (¢c’> > a’) ->c’> >b’ =

=( ->c) > (’”->al ->a2-> ... ->an ->b) ->c’ -> al >
a2 -> ... -> an -> c.
Po premenovani typovych premennych (c’, al, ... , an na al, a2,
, an) dostdvame
(b ->c) > (al => a2 > ... -> a(n+1l) -> b) -> al -> a2 > ...

-> a(n+l) -> c.
A to je to, ¢o sme chceli dokdzat.

Definovat funkciu dots nie je mozné z nasledovného doévodu. Jej typ, ako
typ kazdéo vyrazu, musi byt jednoznaéne uréeny. Pozrime sa vSak, ako by
vyzeralo dots 1 a dots 2:

dots 1 :: (b ->¢c) > (al > b) -> al > ¢

dots 2 :: (b’ -> ¢’) -> (al’ -> a2’ -> b’) -> al’ -> a2’ -> ¢’
Musi platif rovnost zodpovedajicich typov. Avsak médme b -> ¢ = b’

-> ¢?, &Ze b = b’, ale zdrovei al -> b = al’ -> a2’ -> b’, odkial

b = a2’ -> b’. Teda m4 platit b’ = a2’ -> b’, ¢o je nezmysel, pretoze

podla toho by bolob? = a2’ -> a2’ -> ... -> a2’ -> b’ slubovolnym
pocCtom a2’.

. Dokézte alebo vyvrafte nasledujiice: f (g x y) = (f . g) x y.

Riesenie: Toto tvrdenie vyzera byt analégiou k \x -> f (g x) = £
g. Jeho spravnost podporuje napriklad aj sprdvne vyhodnotenie vyrazu
(id . div) 2 4 interpretom. AvSak podobne by sme mohli daf aj (div

id) 2 4 a tu uZ zjavne div (id 2 4) neddva zmysel. Ako by vsak
vyzeralo spravne odvodené f (g x y) v poinfree tvare? Nech f, g su
pevne dané. Potom moézeme volit len x, y:

\x y >1f (g xy)
\xy > 1 ((gx)y)

\x > f . (g x)

\x > (£f.) (g %)

\x > ((f.) . g) x

(f.) . g

Teda spravny tvar je (£.) . g.

. Urcte ¢o najpresnejsi typ £ vo vyraze (£.) . (.g).

Riesenie: St dve moznosti, ako uréime typ vyrazu. Mézeme ho upravit na
pointwise tvar, kde bude uréenie uz jednoduché alebo mozeme porovnavat
typy jednotlivych funkcii. Ak by sme §li cestou upravovania, tak by to
vyzeralo nasledovne:

) . (.

\x > (£.) ((.g) %)
\x => (f.) (x . g)
\x >f . x.g



\x y > £ (x (g y)).

Parametru y mozeme daf typ a. Odtial méme g :: a -=> b, x :: b —>
c a koneéne £ :: ¢ -> d. Teda po premenovani mame £ :: a -> b.
Otypovavanie by vyzeralo nasledovne:

(.)1 :: (a1l => b1) > (c1 -> al) > c1 -> b1

()9 :: (a2 -> b2) > (c2 -> a2) —> c2 -> b2

(D3 :: (@3 => b3) -> (c3 -> a3) -> c3 -> b3

To by boli jednotlivé (.) zlava. Dostali by sme a2 -> b2 = ... . TODO
. Preved’te na pointwise tvar vyraz f1ip . map.

Riesenie:

flip . map

\f -> flip (map f)

\f x y -> flip (map £) x y

\f x y->map f y x

Tento vyraz je sice syntakticky korektny, ale nastava tu typovy problém.
V tom vyraze su implicitné zatvorky ¢iastoc¢nej aplikacie nasledovne:

\f x y -> ((map £f) y) x.

To v podstate znamend, ze funkcia, v tomto pripade map, si zoberie kolko
parametrov potrebuje, ¢ize dva parametre—funkciu £ :: a -> b a zoz-
nam [a]. Jej vysledkom bude zoznam typu [b], ¢ize dostaneme

\f x y -> ((map £ y)::[b]) x.

Teraz viak mé dojst k aplikovaniu funkcie typu [b] na nejaky vyraz. To
samozrejme nie je mozné, pretoze vyraz, ktory je zoznam, nemoze byt
funkcia. A kedZe je vyraz x dodany, ale neméze byt pouZity, nastane
chyba typovej kontroly.

Tento priklad ukazuje, ze nie kazdy vyraz je korektne utvoreny. Ttto jeho
vlastnost zistime tak, Ze sa pokusime ur¢it jeho typ. Ak narazime na
problém, znamen3 to, ze korektny nie je.

. Uréte, aké parametre musi mat funkcia dist, aby bol vysledny vyraz
ekvivalentny s vyrazom h (f x) (g x), kde £, g, h, x sd parametre.
Riesenie: Mierne upravime definiciu dist:

\f gx > 1 x (gx)

\Mfgx—>(Ex. g x

Podobne upravime cielovii funkciu:

\f ghx ->h (f x) (g x)
\f ghzx > (b (f ©) (g x)
\Mfghx > (x).gx

\Mfghx-—> (. £f)x.gx

Po tychto (ekvivalentnych) tpravdch vidime, Ze vieme zapisaf hladany
vyraz pomocou dist nasledovne:

\f ghx->dist (b . £f) g x



