
Kanonický tvar konečných automat̊u
Motivace

M1 a c b

I IV III I

→ II V III III

← III II I I

← IV V I II

V II V V

M2 a b c

→ I III V V

II IV II V

III I III III

← IV III I II

← V I II II
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Kanonický tvar konečných automat̊u

a c b

I IV III I

→ II V III III

← III II I I

← IV V I II

V II V V

a b c

→ A

B

C

D

E
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Rozš́ı̌reńı konečných automat̊u - II
Automaty s εεε-kroky
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Definice 2.46. Nedeterministický FA s ε-kroky je

M = (Q,Σ, δ, q0, F ), kde význam všech složek je stejný jako

v definici NFA s výjimkou p̌rechodové funkce δ. Ta je definována

jako totálńı zobrazeńı δ : Q× (Σ ∪ {ε})→ 2Q.

Rozš́ı̌rená p̌rechodová funkce
Definujeme funkci Dε : Q→ 2Q následuj́ıćım p̌redpisem.

Dε(p) je nejmenš́ı množina X ⊆ Q taková, že plat́ı:

• p ∈ X,

• pokud q ∈ X a r ∈ δ(q, ε), pak také r ∈ X.

Rozš́ı̌reńı funkce Dε na množiny stav̊u: pro Y ⊆ Q polož́ıme

Dε(Y ) =
⋃

q∈Y
Dε(q).
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Definice rozš́ı̌rené p̌rechodové funkce δ̂ : Q× Σ∗→ 2Q

• δ̂(q, ε) = Dε(q),

• δ̂(q, wa) =
⋃
p∈δ̂(q,w)Dε(δ(p, a)).

Lemma 2.47. V p̌rechodovém grafu automatu M existuje

cesta p1
ε→ . . .

ε→ pm
a→ q1

ε→ . . .
ε→ qn, kde m,n ≥ 1, a ∈ Σ,

právě když qn ∈ δ̂(p1, a).

Jazyk p̌rij́ımaný automatem M s ε-kroky je

L(M) = {w ∈ Σ∗ | δ̂(q0, w) ∩ F 6= ∅}.
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Př́ıklad - výpočet rožŕı̌sěrené p̌rechodové funkce
pro automat s εεε-kroky
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Ekvivalence automat̊u s εεε-kroky a NFA

Věta 2.48. Ke každému NFA M = (Q,Σ, δ, q0, F ) s ε-kroky

existuje ekvivalentńı NFA (bez ε-krok̊u).

Důkaz. Konstrukce M = (Q,Σ, γ, q0, G) bez ε-krok̊u:

γ(q, a) = δ̂(q, a) pro každé q ∈ Q, a ∈ Σ

G =

{
F pokud Dε(q0) ∩ F = ∅,
F ∪ {q0} jinak.

Korektnost: Dokážeme, že pro libovolné p ∈ Q, w ∈ Σ+ plat́ı

δ̂(p, w) = γ̂(p, w) (indukćı vzhledem k délce slova w).

Algoritmus 2
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Uzávěrové vlastnosti regulárńıch jazyk̊u

Věta 2.49. Tř́ıda regulárńıch jazyk̊u je uzav̌rená na sjednoceńı,
pr̊unik a rozd́ıl.

Důkaz. synchronńı paralelńı kompozice automat̊u + komplement. 2

Př́ıklad

L1 = {aibicj | 2i ≥ j ≥ 0}
L2 = {a}∗{b}∗
L3 = {anbn | n ≥ 0}

L1 ∩ L2 = L3

Jazyk L2 je regulárńı, L3 neńı regulárńı =⇒ L1 neńı regulárńı.
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Věta 2.52. Tř́ıda regulárńıch jazyk̊u je uzav̌rená na žretězeńı.
Důkaz.

Nechť L1 a L2 jsou regulárńı jazyky, rozpoznávané NFA M1 =
(Q1,Σ1, δ1, q1, F1) a M2 = (Q2,Σ2, δ2, q2, F2), kde Q1 ∩Q2 = ∅.

M1 �M2 = (Q1 ∪Q2,Σ1 ∪ Σ2, δ, q1, F2) s ε-kroky, kde

δ = δ1 ∪ δ2 ∪ {((p, ε), {q2}) | p ∈ F1} 2
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Věta 2.53. Tř́ıda regulárńıch jazyk̊u je uzav̌rená na iteraci.
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Důkaz. Nechť L je regulárńı jazyk rozpoznávaný NFA

M = (Q,Σ, δ, q0, F ).

M∗ = (Q ∪ {p},Σ, δ′, p, {p}) s ε-kroky, kde p 6∈ Q a

δ′ = δ ∪ {((p, ε), {q0}} ∪ {((q, ε), {p}) | q ∈ F}. 2
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Regulárńı výrazy

Definice 2.58. Množina regulárńıch výraz̊u nad abecedou Σ,

označovaná RE(Σ), je definována induktivně takto:

1. εεε, ∅∅∅ a aaa pro každé a ∈ Σ jsou regulárńı výrazy nad Σ
(tzv. základńı regulárńı výrazy).

2. Jsou-li E,F regulárńı výrazy nad Σ, jsou také (E.F ), (E + F )
a (E)∗ regulárńı výrazy nad Σ.

3. Každý regulárńı výraz vznikne po konečném počtu aplikaćı krok̊u

1–2.
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Každý regulárńı výraz E nad abecedou Σ popisuje (jednoznačně

určuje) jazyk L(E) nad abecedou Σ podle těchto pravidel:

L(εεε) def= {ε}
L(∅∅∅) def= ∅
L(aaa) def= {a} pro každé a ∈ Σ

L(E.F ) def= L(E).L(F )

L(E + F ) def= L(E) ∪ L(F )

L(E∗) def= L(E)∗
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Př́ıklady
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Ekvivalence kon. automat̊u a reg. výraz̊u

76 54

01 23RE
76 54

01 23
DFA

76 54

01 23
NFA

Věta 2.43
oo

76 54

01 23
NFA s ε kroky

Věta 2.48
oo

Věta 2.60. Nechť E je regulárńı výraz. Pak existuje konečný

automat rozpoznávaj́ıćı L(E).

Důkaz. Pro libovolnou abecedu Σ lze zkonstruovat konečné

automaty, které rozpoznávaj́ı elementárńı jazyky, tj. ∅, {ε} a {a}
pro každé a ∈ Σ. Tvrzeńı věty pak plyne z uzav̌renosti jazyk̊u

rozpoznatelných konečnými automaty v̊uči operaćım sjednoceńı,

žretězeńı a iteraci. 2
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76 54

01 23RE
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DFA
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Věta 2.43
oo

76 54
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Věta 2.48
oo

Věta 2.62. Nechť L je akceptovaný nějakým DFA, pak L je

popsatelný nějakým regulárńım výrazem.

Důkaz bude podán později prosťrednictv́ım regulárńıch

p̌rechodových graf̊u.

Kleeneho věta 2.63. Libovolný jazyk je popsatelný regulárńım

výrazem právě když je rozpoznatelný konečným automatem.

Ekvivalentńı formulace: Tř́ıda jazyk̊u rozpoznatelných

konečnými automaty je nejmenš́ı ťŕıda, která obsahuje všechny

konečné množiny a je uzav̌rena na sjednoceńı, žretězeńı a iteraci.
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