
Vlastnosti bezkontextov�y
h jazyk�u

V�eta 3.58. (a 3.61.) T�r��da bezkontextov�y
h jazyk�u (L2) jeuzav�rena vzhledem k opera
��m1. sjedno
en��2. z�ret�ezen��3. itera
e4. pozitivn�� itera
e5. pr�unik s regul�arn��m jazykemV�eta 3.60. T�r��da bezkontextov�y
h jazyk�u (L2) nen�� uzav�renavzhledem k opera
i1. pr�unik2. dopln�ekAutomaty a gramatiky, 18.12.2006 1



Sjedno
en��L1 je generov�an CFG G1 = (N1;�1; P1; S1) aL2 je generov�an CFG G2 = (N2;�2; P2; S2)Bez �ujmy na obe
nosti m�u�zeme p�redpokl�adat N1 \N2 = ;.De�nujeme G = (N1 [N2 [ fSg;�1 [ �2; P; S),kde S je je nov�y symbol aP = P1 [ P2 [ fS ! S1; S ! S2g

Ka�zd�a deriva
e v G za�
ne pou�zit��m bu�d S ! S1 nebo S ! S2.Podm��nka N1 \N2 = ; zaru�
��, �ze p�ri pou�zit�� S ! S1 (resp. S !S2) lze v dal�s��m derivov�an�� pou�z��vat jen pravidla z P1 (resp. P2).Jazyk L = L1 [ L2 je generov�an gramatikou G.Automaty a gramatiky, 18.12.2006 2



Z�ret�ezen��

L1 je generov�an CFG G1 = (N1;�1; P1; S1) aL2 je generov�an CFG G2 = (N2;�2; P2; S2)Bez �ujmy na obe
nosti m�u�zeme p�redpokl�adat N1 \N2 = ;.De�nujeme G = (N1 [N2 [ fSg;�1 [ �2; P; S),kde S je je nov�y symbol a
P = P1 [ P2 [ fS ! S1S2g

Jazyk L = L1:L2 je generov�an gramatikou G.
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Itera
e a pozitivn�� itera
eL1 je generov�an CFG G1 = (N1;�1; P1; S1)De�nujeme G = (N1 [ fSg;�1; P; S), kde S je je nov�y symbol aP = P1 [ fS ! SS1j"g

Jazyk L = L�1 je generov�an gramatikou G.

De�nujeme G = (N1 [ fSg;�1; P; S), kde S je je nov�y symbol aP = P1 [ fS ! SS1jS1g

Jazyk L = L+1 je generov�an gramatikou G.Automaty a gramatiky, 18.12.2006 4



Pr�unik a dopln�ekL1 = fanbn
m j m;n � 1g L2 = fambn
m j m;n � 1gOba tyto jazyky jsou CFL.Kbyby L2 byla uzav�rena vzhledem k opera
i pr�uniku, pak i L1 \L2 = fanbn
n j n � 1g musel b�yt bezkontextov�y, 
o�z v�sak nen��.

Neuzav�renost L2 v�u�
i dopl�nku plyne z jej�� uzav�renosti nasjedno
en��, neuzav�renosti na pr�unik a z DeMorganov�y
h pravidel:L1 \ L2 = :(:L1 [ :L2);tj., kdyby L2 byla uzav�rena na dopln�ek, musela by b�yt uzav�rena ina pr�unik, 
o�z v�sak nen��.Automaty a gramatiky, 18.12.2006 5



Pr�unik s regul�arn��m jazykemL = L(P) kde P je PDA P = (Q1;�;�; Æ1; q10; Z0; F1)R = L(A) ,kde A je deterministi
k�y FA A = (Q2;�; Æ2; q20; F2)Sestroj��me PDA P 0 takov�y, �ze L(P 0)=L \R.P 0 = (Q0;�;�; Æ0; q00; Z0; F 0), kde� Q0 = Q1 �Q2,� q00 = hq10; q20i� F 0 = F1 � F2� Æ0 : pro ka�zd�e p; p0 2 Q1, q; q0 2 Q2, a 2 � [ f"g, Z 2 � plat��:Æ0(hp; qi; a; Z) obsahuje (hp0; q0i; 
) def()Æ1(p; a; Z) obsahuje (p0; 
) a Æ2(q; a) = q0Z�rejm�e plat�� w 2 L(P 0) () w 2 L(P) \ L(R).Automaty a gramatiky, 18.12.2006 6



Rozhodnuteln�e vlastnosti

Probl�em p�r��slu�snostiExistuje algoritmus, kter�y pro libovolnou danou CFG G a slovo wrozhoduje, zda w 2 L(G) �
i nikoliv.

Probl�em pr�azdnostiExistuje algoritmus, kter�y pro libovolnou danou CFG G rozhoduje,zda L(G) = ; �
i nikoliv.

Probl�em kone�
nostiExistuje algoritmus, kter�y pro libovolnou danou CFG G rozhoduje,zda L(G) je kone�
n�y �
i nikoliv.Automaty a gramatiky, 18.12.2006 7



Kone�
nost

V�eta 3.68. Ke ka�zd�e CFG G lze sestrojit �
��sla m;n takov�a, �zeL(G) je nekone�
n�y pr�av�e kdy�z existuje slovo z 2 L(G) takov�e, �zem < jzj � n.D�ukaz. P�redpokl�adejme, �ze G je v CNF.Ne
h�t p; q jsou �
��sla s vlastnostmi popsan�ymi v Lemmatuo vkl�ad�an��. Polo�zme m = p a n = p+ q.

((=) Jestli�ze z 2 L(G) je takov�e slovo, �ze p < jzj, pak lze ps�atz = uvwxy (vx 6= ") a uviwxiy 2 L(G) pro v�se
hna i � 0.Tedy L(G) obsahuje nekone�
n�e mnoho slov tvaru uviwxiy, jetedy nekone�
n�y.Automaty a gramatiky, 18.12.2006 8



(=)) Ne
h�t L(G) je nekone�
n�y. Pak obsahuje i nekone�
n�e mnohoslov d�elky v�et�s�� ne�z p { tuto mno�zinu slov ozna�
me M . Zvolmez M libovoln�e takov�e slovo z, kter�e m�a minim�aln�� d�elku auka�zme, �ze mus�� platit p < jzj � p+ q.Kdyby jzj > p + q, pak (op�et dle Pumping lemmatu pro CFL)lze z ps�at ve tvaru z = uvwxy, kde vx 6= "; jvwxj � q auviwxiy 2 L(G) pro v�se
hna i � 0.Tedy spe
ieln�e pro i = 0 m�ame, �ze uwy 2 L(G) a sou�
asn�ejuwyj < juvwxyj.P�ritom v�sak (d��ky juvwxyj > p + q a jvwxj � q) plat��, �zejuwyj > (p+ q) � q = p; tedy uwy 2 M , 
o�z je spor s volbouz jako slova z M s minim�aln�� d�elkou. Celkem tedy mus�� b�ytjzj � p+ q. 2
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Vlastnost sebevlo�zen��

De�ni
e 3.70. Ne
h�t G = (N;�; P; S) je CFG. �Rekneme, �zeG m�a vlastnost sebevlo�zen��, jestli�ze existuj�� A 2 N a u; v 2 �+takov�a, �ze A)+ uAv.CFL L m�a vlastnost sebevlo�zen��, jestli�ze ka�zd�a gramatika, kter�ajej generuje, m�a vlastnost sebevlo�zen��.V�eta 3.71. CFL L m�a vlastnost sebevlo�zen��, pr�av�e kdy�z L nen��regul�arn��.D�ukaz ve skripte
h obsahuje 
hybu. Kdo mi jako prvn�� po�sle mails popisem 
hyby, z��sk�a 5 bod�u do hodno
en�� p�redm�etu. Kdo jakoprvn�� po�sle mail s opravou 
hyby, z��sk�a a�z 15 bod�u (dle �urovn�eargumenta
e) do hodno
en�� p�redm�etu. Deadline: 31. 12. 2006
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Turing�uv stroj { syntaxeDe�ni
e. Turing�uv stroj (TM) jeM = (Q;�;�;�;t; Æ; q0; qa

; qrej),kde� Q je kone�
n�a mno�zina, jej���z prvky naz�yv�ame stavy,� � je kone�
n�a mno�zina, tzv. vstupn�� abe
eda,� � je kone�
n�a mno�zina, tzv. pra
ovn�� abe
eda, � � �,� � 2 �r � je lev�a kon
ov�a zna�
ka,� t 2 �r � je symbol ozna�
uj��
�� pr�azdn�e pol���
ko,� Æ : (Qr fqa

; qrejg)� � ! Q� �� fL;Rgje tot�aln�� p�re
hodov�a funk
e,� q0 2 Q je po�
�ate�
n�� stav,� qa

 2 Q je ak
eptuj��
�� stav,� qrej 2 Q je zam��taj��
�� stav.
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D�ale po�zadujeme, aby pro ka�zd�e q 2 Q existoval p 2 Q takov�y,�ze Æ(q;�) = (p;�; R) (tj. � nelze p�repsat ani posunout hlavu zaokraj p�asky).Ozna�
en��. t! = t t t t t t : : :De�ni
e. Kon�gura
e TM je troji
e (q; z; n) 2 Q� fyt! j y 2��g � N 0, kde� q je stav,� yt! je obsah p�asky,� n zna�
�� pozi
i hlavy na p�as
e.Po�
�ate�
n�� kon�gura
e pro vstup w 2 �� je troji
e (q0;�wt!; 0).Ak
eptuj��
�� kon�gura
e je ka�zd�a troji
e tvaru (qa

; z; n).Zam��taj��
�� kon�gura
e je ka�zd�a troji
e tvaru (qrej; z; n).
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V�ypo�
et Turingova stroje

Ozna�
en��. Pro libovoln�y nekone�
n�y �ret�ez z nad �, zn ozna�
ujen-t�y symbol �ret�ezu z (z0 je nejlev�ej�s�� symbol �ret�ezu z). D�ale snb (z)ozna�
uje �ret�ez vznikl�y ze z nahrazen��m zn symbolem b.

De�ni
e. Na mno�zin�e v�se
h kon�gura
�� stroje M de�nujemebin�arn�� rela
i j M (krok v�ypo�
tu) takto:

(p; z; n) j M
8><>:(q; s

nb (z); n+ 1) pro Æ(p; z; n) = (q; b; R)

(q; snb (z); n� 1) pro Æ(p; z; n) = (q; b; L)
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V�ypo�
et TM M na vstupu w je (kone�
n�a nebo nekone�
n�a)posloupnost kon�gura
�� K0;K1;K2; : : :, kde K0 je po�
�ate�
n��kon�gura
e pro w a Ki j M Ki+i pro v�se
hna i � 0.Stroj M ak
eptuje slovo w pr�av�e kdy�z v�ypo�
et M na w jekone�
n�y a jeho posledn�� kon�gura
e je ak
eptuj��
��.Stroj M zam��t�a slovo w pr�av�e kdy�z v�ypo�
et M na w je kone�
n�ya jeho posledn�� kon�gura
e je zam��taj��
��.Jazyk ak
eptovan�y TM M de�nujeme jako

L(M) = fw 2 �� j M ak
eptje wg:

V�eta. Jazyk L je rekursivn�e spo�
etn�y (tj. generovan�y gramatikoutypu 0) () L je ak
eptovan�y n�ejak�ym Turingov�ym strojem.Automaty a gramatiky, 18.12.2006 14



De�ni
e. Turing�uv stroj se vstupn�� abe
edou � se naz�yv�a �upln�y,pokud ka�zd�e w 2 �� bu�d ak
eptuje nebo zam��t�a.Jazyk se naz�yv�a rekursivn��, pokud je ak
eptovan�y n�ejak�ym �upln�ymTuringov�ym strojem.
Jazyky Gramatiky (typ) Automatyrekursivn�e spo�
etn�e fr�azov�e (0) Turingovy strojerekursivn�� - �upln�e Turingovy strojekontextov�e kontextov�e (1) line�arn�e ohrani�
en�e TMbezkontextov�e bezkontextov�e (2) nedeterministi
k�e PDAdeterministi
k�e CFL - determinist
k�e PDAregul�arn�� regul�arn�� (3) kone�
n�e automaty
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