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1 Prevody do normalnich forem

Priklad 1.1: Vyjadiete néasledujici formule v DNF pomoci pravdivostni tab-
ulky a pomoci prevodu logickych spojek.

a) (A= B)=C

b) (A< B)v-C

¢c) (A& B)= (CVD)
Formule je v disjunktioni normdind formé (DNF), pokud md tvar ay V...V ay,
kde a; = Asi N ... N Ayj, a kaZdé Ay je vyrokovd proménnd nebo jeji negace.
Priklad 1.2: Vyjadfete nasledujici formule v CNF, a to pomoci pravdivostni
tabulky a pomoci pfevodu logickych spojek.

a) (A& B)= (RANC)

b) (A= B) < (A= C)
Formule je v konjunktivnd normdlnt formé (CNF), pokud md tvar aq A ... Ay,

kde a; = A1 V...V Ajj, a Aij je vyrokovd proménnd nebo jeji negace.

Priklad 1.3: Vime, Zze muzeme provadét nasledujici chemické reakce:

MgO +Hy — Mg+ HyO
C + 02 — C02
COy +H,O — HyCOs3

K dispozici mame déle slouceniny C, Hy, O a MgO. Rezoluci dokazte, ze H,COj3
logicky vyplyva ze zadanych reakci.

Piiklad 1.4: Pievedte na prenexovou normalni formu formule:

a) Yy(EaeP(z,y) = Qy, 2)) A Jy(VeR(z,y) vV Q(z,y))
b) JzR(z,y) & VyP(z,y)

¢) (V23yQ(z,y) vV IaVyP(z,y)) A —=3aTyP(z,y)

d) ~(Va3yP(z,y) = eIy R(z, y)) A Ve (=3yQ(z, y))

Formule je v prenexové normdni formé (PNF), pokud jsou vsechny kvatifikdtory
na zacdtku formule, tj. formule md tvar Qrx1Q2xs ... QnTryp, kde Q1,...,Q, €
{V, 3} a ¢ je formule bez kvantifikdtori (tzv. oteviend formule).

2 Skolemizace a unifikace

Zacéneme piipomenutim nasledujicich definic.

e Formle bez volnych proménnych se nazyva sentence.
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e Necht p(z1,...,2,) je formule s volnymi proménnymi z1, ..., z,, kde n >
0. Jejim univerzalnim uzdvérem rozumime formuli Vq ... Vo, p(z1, ..., x,).

e Formule ¢(z1,...,x,) je pravdivd v interpretaci I pravé tehdy, kdyz je v
této interpretaci pravdivy jeji univerzalni uzaver, tj. pokud ¢(z1,...,x,)
je pravdiva v interpretaci I pro vSechny valuace.

e Podobng, formule p(z1, ..., x,) je splnitelnd, je-li splnitelny jeji univerzaln{
uzaveér, tj. pokud existuje interpretace I takovd, ze p(x1,...,T,) je prav-
diva pro v8echny valuace.

e Formule @, 1) jsou equisatisfiable (ekvivalentni vzhledem ke splnitelnosti),
pokud jsou obé splnitelné nebo obé nesplnitelné.

e Necht 7' je mnozina formuli. Formule ¢ je logickym disledkem T (nebo
¢ logicky vyplyvd z T, piseme T = ¢, ), pokud je ¢ pravdivd v kazdé
interpretaci I, ve které jsou pravdivé vsechny formule z T'.

Nyni si ukdzeme, jak lze pievést tlohu Dokazte, Ze ¢ je logickym dusledkem T do
klauzuldrni formy (tj. konjunktivni normalni formy), kde jiz muze byt dofesena
rezoluéni metodou.

a) Nejprve nahradime vSechny formule s volnymi proménnymi v T jejich uni-
verzdlnimi uzdvéry. Vzniklou mnozinu sentenci oznac¢ime 7”. M4-1i formule
© volné proménné zi,...,x,, nahradime ji jejim univerzalnim uzavérem
V... Vepe(x, ..., 2n). Z vyse uvedenych definic plyne, ze T = ¢ prave
tehdy, kdyz T' =V, ... Ve,o(z1, ..., 20).

b) TV Va1 ... Veue(z, ..., x,) pravé tehdy, kdyz je mnozina sentenci 77 U
{=Vx1.. . Ve,o(z,. .., 2,)} = T'U{3z1 ... Iz, (21, . . ., ) } nesplnitelnd.

¢) Vsechny formule z mnoziny T"U{3z; ... 3z, —p(z1,. .., 2,)} pievedeme do
prenexniho norméln{ formy (PNF) a skolemizujeme (skolemizace vytvoii
formuli, kterd je equisatisfiable ptuvodni formuli). Ziskanou mnozinu sen-
tenci v PNF a bez existenc¢nich kvantifikdtoru oznacime T”.

d) Nynf z kazdé formule z T” odstranime ¢ést s kvantifikdtory (korektnost
tohoto kroku opét vyplyva z vyse uvedenych definic) a zbylou ¢dst for-
mule prevedeme do konjunktivni normélni formy. Konjunkci v8ech takto
ziskanych formuli nazveme ¢. Plat{ T = ¢ pravé tehdy, kdyz ¢ je ne-
splnitelnd. Formuli ¢ pfepiSeme na mnozinu klauzuli a kazdou klauzuli
nahradime mnozinou jejich literalu. K diukazu nesplnitelnosti takto vytvorené
mnoziny klauzuli muzeme pouzit rezoluéni metodu.

Poradi nékterych ¢ésti vyse uvedeného postupu lze zaménit, napt. prevod do
konjunktivni normalni formy lze provést zaréz s prevodem do PNF.

Piiklad 2.1: Provedte skolemizaci nésledujicich formuli v PNF:
a) Vy1Va13yeVas[(=P(z1,y1) V Qy1, @) A (R(x2,92) V Q(71,y2))]
b) Va1Vyi Iy Iz [(—R(z1,y2) V P(b,y1)) A (=P(x1,y2) V R(x2,b))]
¢) 3z1Vy13z2(S(y1) V R(z1, x2))
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Piiklad 2.2: Najdéte nejobecnéjs{ unifikdtory (angl. most general unifiers,
mgu) nasledujicich mnozin literalu:

a) §={P(z, f(y),2). P(g(a), f(w),u), P(v, f(b),c)}
b) T ={Q(h(z,y), w),Q(h(g(v),a), f(v)),Q(h(g(v),a), f(b))}
Piiklad 2.3: Najdéte viechny rezolventy nasledujicich dvojic klauzulf:
a) C1 ={P(2,y), P(y,2)},Co = {=P(u, f(u))}
b) C1={P(z,z),~R(z, f(2))},C2 = {R(z,y),Q(y, 2)}
c) C1={P(z,y),~P(z,2),Q(z, f(2),2)},C2 = {-Q(f(2),2,2), P(x,2)}

3 Rezoluce
Priklad 3.1: Dokazte, ze plati nasledujici vyplyvani:

a) {VaP(z,z),VaVyVz((P(z,y) N P(y,z)) = P(z,2))} E VaVy(P(z,y) =
P(y,z))

b) {Vavy¥((P(z,y) A P(y,2) = P(a,2),Yavy(P(a,y) = P(y,2))} =
VavyVz((P(z,y) A P(2,y)) = P(z,2))
Pi#iklad 3.2: Pfevedte nasledujici tvrzeni v piirozeném jazyce na formule
predikatové logiky a dokazte jejich platnost.
a) Predpoklddejte, ze plati ndsledujici tii tvrzeni:

e Existuje drak (ozna¢me D/1).
e Draci spi (S/1) nebo lovi (L/1).
e Kdyz jsou draci hladovi (H/1), tak nespi.

Dusledek: Kdyz jsou draci hladovi, tak lovi.
b) Predpokladejte, ze plati nésledujici dvé tvrzeni:

e Vsichni holi¢i (B/1) holi (5/2) kazdého, kdo se neholi sdm.

e Zadny holi¢ neholi nekoho, kdo se holi sam.

Dusledek: Holici neexistugi.

Piiklad 3.3: Vyvrafte nasledujici mnoZinu klauzuli

S = {{P(x),—\Q(x,f(y)),—\R(a)},{R(a:),—\Q(x,y)},{ﬂP(x),—\Q(y,z)},
{P(x), ~R(x)}, {R(f(0)},{Q(z,y), ~P(y)}}

pomoci obecné rezoluce, linedarni rezoluce, LI rezoluce, LD rezoluce a SLD re-
zoluce!.

1Viz materidly k pfedmétu IB101 Uvod do logiky a logického programovdni (sedmd
pfednéska).
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4 SLD-stromy a rezoluce v Prologu

Piiklad 4.1: Naleznéte rezoluéni vyvraceni mnoziny klauzuli zadanych jako
program a dotaz v Prologu.

1. r :-p, q. 5. t.
2. s :-p, q. 6. q.
3. v :-t, u. 7. u.
4. w :- v, s. 8. p.
- w.

Piiklad 4.2: Vytvoite SLD-strom pro ndsledujici program (Program 1.) a
dotaz v Prologu a zjistéte, jak se projevi zména porad{ klauzul{ (Program 2.)
v definici programu na vysledné podobé SLD-stromu.

Program 1: Program 2:

1. p :- q,r. 4. r :- q. 1. p:-r. 4. r.

2. p:-r. 5. r 2. p :-q,r. 5. r :- q.
3. q :-p. 3. q :-p.

?- p,q.

Priklad 4.3: Sestrojte SLD-stromy pro nasledujici programy a dotazy v jazyce
Prolog:

Program 1: Program 2:

1. p:-a,r. 5. 1 :- t,a. 1. p:-s,t. 5. r :- w.
2. a :- b. 6. r :- s. 2. p:-q. 6. r.

3. a. 7. s 3. q. 7. s.

4. b :- a. 4. q :-r. 8. t - w.
- p. ?- p.

Piiklad 4.4: Napiste SLD-strom pro nasledujici program a dotaz.

1. p(f,g). 3. p(2,X) :- p&X,V), p(Y,2).
2. p(X,X).
7- p(Y,).

Priklad 4.5: Vytvoirte SLD-strom vS8ech moznych Feseni k nasledujicimu pro-
gramu a dotazu:

1. pX,Y) :- q(X,2), r(Z,Y). 7. s(X) - t(X,a).
2. pX,X) - s(X). 8. s(X) :- t(X,b).
3. q(X,b). 9. s(X) :- t(X,X).
4. q(b,a). 10. t(a,b).

5. q(X,a) :- r(a,X). 11. t(b,a).

6. r(b,a).

7- p(X,X).
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Piiklad 4.6: Zkonstruujte SLD vyvréaceni cile 7- reverse([a,b,c],X). za
predpokladu, ze mame nadefinovan predikat reverse/2 nésledovné:

reverse(L1,L2) :- rev(L1,[],L2).
rev([HIT],A,L) :- rev(T,[H|A],L).
rev([],L,L).
5 Tabla ve vyrokové logice
Priklad 5.1: Sestrojte ukoncéené tablo s korenem
F(((Cvd)AN(DV~—d) < (CV D)),
kde C, D, d jsou vyrokové symboly.
Piiklad 5.2: Pomoci tabel dokazte, ze néasledujici formule jsou tautologické:
a) ~(p=q) = (¢=p)
b) (pva)=(pVvr) = (pVig=r))
Piiklad 5.3: Dokazte, ze plati nasledujici logické vyplyvéni:

{g=rr=0A0,p=@Vr)}EP®Peq.

6 Tabla v predikatové logice

Piiklad 6.1: Pomoci tabel dokazte, Ze nasledujici formule jsou tautologie.

a) @1 = Vop(z) = Jzp(z)

b) @2 =V (P(z) = Q(z)) = (VeP(z) = VoQ(z))

c) @3 =Va(p(x) A(x)) & (Yop(e) AVay(z))

d) &4 =3y (P(z,y) & P(z,2)) = ~VaIyvz(P(z,y) & ~P(z,z))

Piiklad 6.2: Dokazte, ze formule Yz P(x) logicky vyplyvé z predpokladi:

Vz((Q(z) V R(z)) = —5(x))
Vr((R(z) = ~P(z)) = (Q(x) A S(x)))
Priklad 6.3: Pomoci tabel dokazte platnost nésledujicich tvrzeni.
a) Predpoklddejte, ze plat{ ndsledujic{ t¥i tvrzeni:

¢ Existuje drak (ozna¢me D/1).
e Draci spi (S/1) nebo lovi (L/1).
e Kdyz jsou draci hladovi (H/1), tak nespi.

Dusledek: Kdyz jsou draci hladovi, tak lovi.
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b) Predpoklddejte, ze plati ndsledujici dvé tvrzeni:

e Vsichni holiéi (B/1) holi (S/2) kazdého, kdo se neholi sdm.

e Zadny holi¢ neholi nékoho, kdo se holi sam.

Dusledek: Holici neexistugi.

7 Tabla v modalni logice

Pti konstrukci ukonéeného kontradiktorického tabla v modalni logice postupu-
jeme podobné jako v pfipadé logiky prvniho fadu. Mame-li dokazat, ze formule
© je tautologii (tj. plati ve vSech svétech vech Kripkeho rdmct nad pouzitym
jazykem moddln{ logiky), staci zkonstruovat kontradiktorické tablo s korenem
Fw Ik ¢. Kazdy uzel vytvareného binarniho stromu pak obsahuje vyraz Fv IF ¢
nebo Tw IF ¢. Narozdil od logiky prvniho fadu je tedy nutné brat v ivahu také
svét, ve kterém danou polozku redukujeme.

Cesta v tablu je spornd (kontradiktorickd), pokud se na ni vyskytuje polozka
Tv I ¢ a zaroven Fv I ¢ pro néjaky svét v a formuli ¢.

Kvli technickému zjednoduseni pfijimame konvenci, ze jazyk modéln{ logiky
neobsahuje funkéni symboly. Pfi expanzi polozek Tv I+ (Vz)p(z) a Fo I (3z)p(z)
proto misto ground termu pouzivame pouze konstanty. Musime vsak volit takové
konstanty, o kterych vime, Ze se vyskytuji ve svété v. Takova konstanta je bud
soucasti jazyka modalni logiky, nebo se na expandované cesté jiz vyskytuje v
néjaké polozce tykajici se svéta v nebo néjakého jeho predchudee (tj. svéta w,
pro ktery se na cesté vyskytuje wSv). Dals{ moznost{ je naopak volit konstantu,
ktera se nevyskytuje nikde v celém tablu. Pi expanzi polozek T IF (3z)p(x)
a Fv IF (Vz)p(z) dosadime namisto x libovolnou konstantu, kterd se dosud
nevyskytuje v zadné polozce tabla.

Polozky s operatory O a < redukujeme nasledovné. Pti redukci polozky
Tv IF $p nebo Fu I Op na cestu nejdiive priddme vyraz vSw, kde w je néjaky
novy svét, ktery jesté v tablu nebyl pouzit. Poté pfiddme novy uzel Tw I- ¢
resp. Fw IF . Polozky typu Tw IF Op a Fv IF Op expandujeme na Tw IF ¢ a
Fw IF ¢, kde w je libovolny svét, pro ktery je na expandované cesté polozka vSw.
Pokud zadny takovy svét neexistuje, muzeme polozky povazovat za redukované.

Kofeny atomickych tabel pro polozky Tw IF (Vz)p(z), Fu Ik (3z)e(x), Tv I+
Op a Fv lF Op bychom neméli pii redukei vynechévat.

Priiklad 7.1: Pomoci tabel dokazte, Ze nasledujici formule jsou tautologie.
8) @1 = (DVap(@)) = (Yo0p())
= (Bl =19)) = (B = OY))

b) @,
O3 = -O(—(p A Jzp(x)) AJz(e Ap(x))), x neni volné ve formuli
Dy

C

)
)
)
d)

= Odz(p(z) = Oy) = O(Vae(x) = O), z neni volné ve formuli ¢

Piiklad 7.2: Méjme modalni tablo s kofenem Fw IF VeOp(xz) = OVre(z)
definované v obrazku 1. Rozhodnéte o korektnosti uvedeného dukazu a své
tvrzen{ zduvodnéte.
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Fw IF VzOo(x) = OVrp(x)

Tw Ik VzOp(zx)

Fw IF OVzp(x)

wSv

Fv - Yap(x)

FulF p(c)

Tw Ik VzOp(z)*

Tw I Op(c)

Tw I Oy(c)

Tv Ik ()

®
Obréazek 1:

Piiklad 7.3: Dokazte platnost tsudkit:
a) {p} £ Op
b) {Vap(a)} F OVap()
¢) {Vep(@)} E VoOe(a)
)

d) {¢ = Dp} E Dp = 00p

8 Induktivni logické programovani

Piiklad 8.1: Jsou dény vyrokové symboly a, b, c,d, e a tabulka

a b ¢ d e ‘ trida
1 11 0 1 +
1 1 0 1 1 +
1 1.0 10 —

+ = pozitivni piiklady
— = negativni priklad
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Najdéte vsechny specializace vyrokové formule b. Vyznacte, které z nich pokryvaji
negativni ptiklad.

Priklad 8.2: Napiste ¢ast specializa¢niho grafu s kofenem nete¥ (X,Y), kterd
bude obsahovat klauzuli:

netef(X,Y) :- Zena(X), sourozenec(Y,Z), rodi&(Z,X).



