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Prevody do normalnich forem

Priklad 1.1: Vyjadfete nasledujici formule v DNF pomoci pravdivostni tab-
ulky a pomoci ptfevodu logickych spojek.

a) (A= B)=C
b) (A& B)V-C
¢) (A& B)= (CV D)

Formule je v disjunktivni normding formé (DNF), pokud md tvar aqy V ...V an,
kde a; = Ajt A ... N Ay, a kaZdé A;j je virokovd proménnd nebo jeji negace.

Reseni 1.1:

a) Pro formuli (A = B) = C vytvofime pravdivostni tabulku.

A B C|A=B|(A=B)=C
0 0 O 1 0
0 0 1 1 1
0o 1 0 1 0
0o 1 1 1 1
1 0 O 0 1
1 0 1 0 1
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1

Pro kazdou interpretaci, ve které je formule pravdiva, pridame do vytvoiené
formule novou formuli, ktera bude obsahovat konjunkci vsech vyrokovych
symbolu z puvodni formule, ndsledovné: Pokud je vyrokovému symbolu v
déné interpretaci prifazena pravdivostni hodnota 0, pfiddme do formule
negaci tohoto symbolu. V opa¢ném ptipadé do formule pfiddme symbol
samotny.

Vysledkem je pak formule v tzv. uplné disjunktivni normdlni formé:
(mAA=BAC)V(=AANBAC)V(AAN=-BA-C)V(AA-BAC)V(AABAC)

Pii pfimem pievodu postupujeme ndsledovné: Ekvivalence a implikace
nahrazujeme disjunkcemi, konjunkcemi a negacemi, pak uplatnime de Morganova
pravidla a associativitu a distributivitu.

(A=B)=C & (RAVB)=>C¢&

& —(-mAVB)VC &
< (AA-B)VC

Formuli (A & B) V =C pievedeme do DNF nésledovné:

(AeB)V-C &
&
&
&

(A= B)A(B=A)V-Ce&

(mFAVB)A(-BV A))V-C &
“AAN-B)V(mANA)V (BA-B)V (BAA)V-C
“AAN-B)V (BANA)V-C

—~ ~ ~
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¢) Piimym pouzitim pfevodnich vztahi dostaneme:
(A= B)A(B=A)=>(CVD) &
-(A=> B)A(B=A)V(CVD)&
-((mrAVB)A(-BV A)V(CVD)<&
(AN-B)V(BA-A)VCVD

(AeB)=(CVvD) &
&
&
&

O

Priklad 1.2: Vyjadiete nasledujici formule v CNF, a to pomoci pravdivostni
tabulky a pomoci pievodu logickych spojek.

a) (A& B)= (mAAC)
b) (A= B)& (A= C)

Formule je v konjunktivni normdlni formé (CNF), pokud md tvar aq A ... A oy,
kde a; = A;1 V...V Ayj; a Ajj je vyrokovd proménnd nebo jeji negace.

Reseni 1.2:

a) Z pravdivostni tabulky pro formuli (A < B) = (-A A C) vytvofime
ekvivalentn{ formuli v CNF takto:

A B C|AeB|-ANC | (A& B)=(mANC)
0 0 O 1 0 0
0 0 1 1 1 1
0 1 0 0 0 1
0 1 1 0 1 1
1 0 O 0 0 1
1 0 1 0 0 1
1 1 0 1 0 0
1 1 1 1 0 0

Pro kazdou interpretaci, ve které je formule nepravdiva, priddme do vytvairené

formule novou formuli, kterd bude obsahovat disjunkci v§ech vyrokovych
symbolu z puvodni formule, ndsledovné: Pokud je vyrokovému symbolu v
déné interpretaci prifazena pravdivostni hodnota 1, ptiddme do formule
negaci tohoto symbolu. V opa¢ném ptipadé do formule pfiddme symbol

samotny.

Vysledkem je tentokrat formule v tzv. uplné konjunktivni normdlni formé:

(AVBVCO)AN(mAV-BVC)A(mAV =BV -=(C)

P#{mym uzitim ptrevodnich vztaht pak dostaneme:

(A& B)= (mAAC)

S R

(=(=AV B)V

(A= B)A(B=> A)=> (RANC) &
(mFAVB)A(=BV A)) = (mANC) &
=((FAVB)A(=BVA)V (—ANC) &
—(=BVA)V((-AANC) &
((AA=-B)V(BA-A)V(mANC) &
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Uplatnénim distributivnich zdkonu dostaneme pozadovany tvar.

b) Pifmym pievodem dostaneme:

(A=B)e(A=0)&
(A=>B)=A=>0)AN(A=C)=(A=B)) &
“(A=>B)V(A=>O)A(-(A=>C)V(A=DB) &
(AAN-B)V(mAVC)A(AAN-C)V (-AV B)) &
((AV=A)A (=BV-A4)VC)A

A((AV =A) A (=CV =A4))VB) &
& (WBV-AVC)A(=-CV-AV B)

A
A

t o

Poznamka: Nékteré formule jsou zdroven v disjunktivni i konjunktivni normdlni
formé, napriklad AV BV —C nebo -A A B nebo treba —C'.

Poznamka: KazZdd formule md néjakou odpovidajici DNF o CNF, tyto normdlni
formy vsak nejsou uréeny jednoznaéné. Napriklad CNF formule (P = Q)A(Q =
R) A (R = P) muze byt (-PV Q) A (-Q V R) A (-R V P), ale stejné tak i
(=PVR)A(-RVQ)A(—QV P). |

Priklad 1.3: Vime, ze muzeme provadét nasledujici chemické reakce:
MgO+H, — Mg+ H,O0
C+0, — COy
CO; +H,O — H,yCO;

K dispozici mdme déle slouceniny C, Hy, O2 a MgO. Rezoluci dokazte, ze HoCO3
logicky vyplyva ze zadanych reakci.

Reseni 1.3: Reakcim odpovidaji nasledujici formule!:
(MgOAH;) = (MgAH0)
(CAO2) = CO.
(CO2 AH20) = H-,CO;
Pievodem formuli do CNF obdrzime mnozinu klauzuli:

S :{ {_'Mgo,_‘HQ,Mg},{_'Mgo,_‘HQ,HQO},{_|C,_|02,COQ},
{=C02,-H>0,H,CO3}, {C}, {H2}, {02}, {MgO}}

Z mnoziny klauzuli S se mizeme pokusit pifimo odvodit rezolventu HyCOg3:

{=C, =02, CO2} {C}

N s
{02} {—IOQ,COQ} {MgO} {—IMgO,—!HQ,HQO}
N s/ AN 7
{CO-} {=CO0,,-H,0,H,CO3} {-H,,H,0} {H2}
~ 7 AN 7/
{-H,0,H,CO03} {H-0}
—~—
{H,COs3}

IPfedpokldddme, Ze symbol 4+ m4 v rovnicich vyssi prioritu nez —.
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Dalsi moznost{ je pokusit se nalézt rezoluéni vyvraceni mnoziny SU{-HyCO3}.
Protoze mnozina S obsahuje pouze Hornovy klauzule, mizeme pouzit SLD re-
zoluce. Nejdiive pievedeme klauzule na uspofddané klauzule (definite clauses).
Obdrzime tak nésledujici mnozinu klauzuli:

S = { [Mg7 _'Mgoa _'H2]7 [H207 _'Mgoa _'H2]7 [0027 _'Ca _'02]7
[H>CO3,~CO2, ~H>0], [C], [Ho], [O2], [MgO]}

Rezoluéni pravidlo upravime tak, ze rezolventou klauzuli

G = [_'pla_'p27"'a_'pn] a
H = [Q7_'q17_'q27"'7_'qm]7

kde p; = —¢q, bude uspotradand klauzule

[_'qla_'qQa sy W Gm, P2, - - '7_'p'n]'

Dukaz SLD-rezoluénim vyvracenim zatneme dotazem [-HyCOj]. Literdl, po-
dle kterého budeme déle rezolvovat vybereme dle tzv. selekéniho (vybérového)
pravidlaZ. Selekénf pravidlo je tedy definovéno tak, 7e vybird nejlevéjsi literdl.
[-H2CO3) [H2CO3,=CO2, —-H2 0]
\ /
[-CO4, =H20] [CO2,=C,—0,]
\ /
[~C, =02, -H50] [C]
N/
[02,-H,0]  [O2]
N/
[_|H2 O] [H2 O, ﬁMgO, _|H2]
NS
[=MgO,—-Hs]  [MgO]
N/
[-Hp]  [H]

N/

Z mnoziny S a negace zavéru (dotazu nebo téz cile =H>CO3) se ndm podarilo
odvodit prazdnou klauzuli O. Tim jsme dokdzali platnost S = HyCOs.
O

Piiklad 1.4: Pievedte na prenexovou normalni formu formule:

a) Yy(FrP(z,y) = Qy,2)) A Jy(VzR(z,y) V Q(z,y))
b) 3zR(z,y) & YyP(z,y)

20dtud pochézi nizev metody — SLD, jednd se o linedrni rezoluci se selekénim pravidlem.
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¢) (VzIyQ(x,y) Vv IaVyP(z,y)) A ~FxIyP(z,y)
d) ~(VzIyP(z,y) = JxFyR(z,y)) AVa(-FyQ(z,y))

Formule je v prenexové normdni formé (PNF), pokud jsou vSechny kvatifikdtory
na zacdtku formule, tj. formule md tvar Q1x1Q2x2 - .. Qnrnp, kde Q1,...,Qp €
{V, 3} a ¢ je formule bez kvantifikditori (tzv. otevirend formule).

Reseni 1.4: Pro prevod do prenexové formy pouzivame tato pravidla:

@2 “Vyp & @2 Fy—ep (1)
675 ~Jyp & 6713 Yy-p (2)
Qz (Vyp@v) & QuVlp(y/z) o) 3)
Qz Gypev) & QuIxlp(y/z) o) (4)

Symbol @ oznacuje vektor kvantifikatoru, které jiz spliuji pozadavky na PNF.
Symbol & v rovnicich (3) a (4) zastupuje logickou spojku A nebo V. Vyrazem
(y/z) rozumime substituci proménné y za proménnou z (proménnd y je ve for-
muli ¢ nahrazena proménnou z), kterd se nevyskytuje nikde ve formuli.

a) uzitim uvedenych pravidel dostaneme z

Vy(FzP(z,y) = Q(y,2)) A Jy(VeR(z,y) V Q(z,y))

formuli v PNF takto?:

Vy(3zP(z,y) = Q(y,2)) A y(VeR(z,y) V Q(z,y)) <
Vy(=(FzP(z,y)) V Qy,2)) A Jy(VaR(z,y) V Q(z,y)) &
Vy(Va=P(z,y) V Q(y,2)) A Jy(Vz(R(z,y) V Q(z,y)) &
Vyi[(Vo=P(z,y1) V Q(y1,2)) A Jy(VeR(z,y) Vv Q(z,y))] &
VyiVar [(=P(z1,51) V Qy1,2)) A Jy(VaR(z,y) V Q(z,y))] &

Yy Vo1 Jyo[(—P(z1,y1) V Q(y1,2)) A (VaR(z,y2) V Q(z,y2))] &
Yy Vo1 Jyo[(=P(z1,y1) V Q(y1,2)) AVT2(R(22,92) V Q(2,92))] &
Vy1 Vo1 Jyo Vo [(=P(z1,41) V Qy1, 2)) A (R(w2,y2) V Q(z,y2))]

I

b) formuli 3zR(z,y) < VyP(z,y) prevedeme nésledovné:

AzR(x,y) © VyP(z,y) &

(FzR(z,y) = YyP(z,y)) A (VyP(z,y) = JzR(z,y)) &
(=3zR(z,y) VVyP(z,y)) A (~VyP(z,y) V IzR(z,y))
(Vz=R(z,y) VVyP(z,y)) A (Jy—P(z,y) V IzR(z,y))
Va1 [(=R(z1,y) VVyP(z,y)) A (By-P(z,y) V IzR(z,y))] &

Vo Yy [(~R(z1,y) V Pz, y1)) A By=P(z,y) V IzR(z,y))] &
Ve Yy [(-R(z1,y) V P(z,y1)) A Jy2(—P(z,y2) V IzR(z,y))] &

=
=

S R R O

3P#i prevodu pro zjednoduseni vynéchdme krok, ktery vysune kvantifikdtory v levé casti
formule mezi vnéjsi (znacime symbolem “[”) a vnitini zdvorku.
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& Vo Vy 3y [(-R(z1,y) V P(z,y1)) A (-P(z,y2) V IzR(z,y))] &
& Vo VY 3ye[(—R(z1,y) V P(z,y1)) A Jz2 (=P (2,y2) V R(22,9))] &
& Vo Vyi 3y 3 [(~R(21,y) V P(x,91)) A (=P (2,y2) V R(z2,y))]

O
2 Skolemizace a unifikace
Zacneme piipomenutim nésledujicich definic.
e Formle bez volnych proménnych se nazyva sentence.
e Necht ¢(z1,...,2,) je formule s volnymi proménnymi z1, ..., z,, kde n >
0. Jejim univerzdlnim uzdvérem rozumime formuli Vz; ... Ve,o(z1, ..., 25).
e Formule ¢(z1,...,2,) je pravdivd v interpretaci I pravé tehdy, kdyz je v
této interpretaci pravdivy jeji univerzalni uzaveér, tj. pokud ¢(zy,...,x,)
je pravdiva v interpretaci I pro vSechny valuace.
e Podobng, formule p(z1, .. .,z,) je splnitelnd, je-li splnitelny jeji univerzaln{
uziver, tj. pokud existuje interpretace I takova, ze p(z1,...,T,) je prav-

divd pro vSechny valuace.

e Formule @, 1) jsou equisatisfiable (ekvivalentn{ vzhledem ke splnitelnosti),
pokud jsou obé splnitelné nebo obé nesplnitelné.

e Nechf T je mnozina formuli. Formule ¢ je logickym diisledkem T (nebo
¢ logicky vyplyvd 7 T, piseme T |= ¢, ), pokud je ¢ pravdivd v kazdé
interpretaci I, ve které jsou pravdivé vSechny formule z T'.

Nyni si ukdzeme, jak lze prevést ilohu DokaZte, Ze ¢ je logickijm disledkem T do
klauzuldrni formy (tj. konjunktivni norméaln{ formy), kde jiz muze byt doresena
rezoluéni metodou.

a) Nejprve nahradime vsechny formule s volnymi proménnymi v 7' jejich uni-
verzalnimi uzavéry. Vzniklou mnozinu sentenci oznac¢ime T'. M4-li formule
¢ volné proménné zi,...,z,, nahradime ji jejim univerzdlnim uzavérem
Vo ... Vepe(xe, ..., 2y). Z vyse uvedenych definic plyne, 7e T = ¢ prave
tehdy, kdyz T' |= Va1 ... Yepp(zr,. .., 2,).

b) T' EVzy ... Vae,p(21,...,2,) prave tehdy, kdyz je mnozina sentenci T' U
{=Vazy .. . Vepo(z,. .. 20)} = T'U{3zy ... Jx, (21, . . ., 2pn) } nesplnitelnd.

c¢) Vsechny formule z mnoziny T'U{3z; ... 3z,—p(21,. .., 2,)} pievedeme do
prenexniho normalni formy (PNF) a skolemizujeme (skolemizace vytvoii
formuli, kterd je equisatisfiable puvodni formuli). Ziskanou mnozinu sen-
tenci v PNF a bez existencénich kvantifikdtort oznaéime T".

d) Nyni z kazdé formule z T" odstranime ¢ést s kvantifikdtory (korektnost
tohoto kroku opét vyplyvéd z vyse uvedenych definic) a zbylou ¢ast for-
mule prevedeme do konjunktivni normélni formy. Konjunkci vech takto
ziskanych formuli nazveme . Plati T = ¢ pravé tehdy, kdyz ¢ je ne-
splnitelnd. Formuli v pfepiSeme na mnozinu klauzuli a kazdou klauzuli
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nahradime mnozinou jejich literdlu. K dukazu nesplnitelnosti takto vytvorené
mnoziny klauzuli miuzeme pouzit rezoluéni metodu.

Poradi nékterych ¢dsti vyse uvedeného postupu lze zaménit, napi. prevod do
konjunktivni normdlni formy lze provést zardz s prevodem do PNF.

Piiklad 2.1: Proved'te skolemizaci nasledujicich formuli v PNF:
a) Vy1Vo, Iy Vao[(~P (1, y1) V Q(y1, ) A (R(z2,y2) V Q(21,y2))]
b) Va1 Vy1Jya3z2[(R(z1,y2) V P(b,y1)) A (P(21,92) V R(22,D))]
¢) Jx1Vy13w2(S(y1) V R(z1, 72))

Reseni 2.1: Kazdy vyskyt proménné z, kterd je ve formuli kvantifikovana
existenéné, nahradime termem f(y1,...,yn), kde f je novy funkéni symbol a
Y1,-..,Yn jsou véechny univerzalné kvantifikované promeénné, které se vyskytuji
v sekvenci kvantifikdtoru pfed proménnou z. Pokud se pied z zadné takové
proménné nevyskytuji, nahradime z nuldrnim funkénim symbolem, tj. konstan-
tou.

Skolemizace se aplikuje na formule bez volnych proménnych. Formuli s volnymi
proménnymi je tedy tieba pred skolemizaci nahradit jejim univerzalnim uzavérem
(univerzalni uzavér i skolemizace zachovavaji splnitelnost formule).

a) Prvnf formuli upravime nasledovné:

Vyi Vo JyaVas  [(mP(x1,y1) V Qy1,a))A
ANR(z2,y2) V Q(x1,y2))] -
- ViVa Ve [(=P(21,91) V Qy1,a))A
/\(R($2, f(ylaxl)) \ Q(‘rla f(ylaxl)))]

b) Stejnym zpusobem upravime formuli:

V$1Vy13y25|$2 [("R($1 5 y2) V P(b, Y1
/\(—|P(:c1,y2) \ R($2

— ‘v’mNylEI:ng [(—|R(:U1,f(:n1,y1)) \/P(b,yl))/\
A(=P(z1, f(z1,91)) V R(22,b))] -
— Vo Vyr  [(=R(z1, f(z1,91)) V P(b,y1))A
/\(_'P(xlaf(xlayl)) \ R( (‘rlayl)a b))]

c¢) Skolemizace tiet{ formule ukazuje ndhradu proménné novou konstantou:

z Vydze (S(y1) V R(21,72)) =
Vyi 3z (S(y1) V R(a,x2)) —

%
- Yyr  (S(y1) V R(a, f(y1)))

O

Piiklad 2.2: Najdéte nejobecnéjsi unifikdtory (angl. most general unifiers,
mgu) nasledujicich mnozin literdlu:

a) S ={P(z, f(y),2), P(g(a), f(w),u), P(v, f(b),c)}

b) T ={Q(h(z,y),w),Q(h(g(v),a), f(v)), Q(h(g(v),a), f(b))}
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Reseni 2.2: Pii hleddni mgu hleddme rozdily mezi vyrazy a substituujeme
volné proménné tak dlouho, dokud vstupni mnozina neobsahuje pravé jeden
vyraz.*

Rozdil D(S) mezi vyrazy z mnoziny S definujeme jako mnozinu podvyrazu
viech E € S zatinajicich na prvni (nejlevejsi) pozici, na které maji vyrazy E
riznou hodnotu.

a) Nejobecngjsi unifikdtor pro mnozinu
S ={P(z, f(y),2), P(g(a), f(w),u), P(v, f(b),c)}

zkonstruujeme nasledovné.

1. So = S, S| # 1 a je tedy co unifikovat. D(S) = {z, g(a),v}. Méme
ctyfi moznosti jak substituovat ([z/g(a)], [z/v], [v/g(a)] a [v/z]).
Zvolime prvni moznost, tedy ¢, = [2/g(a)] a aplikujeme ¢; na S,
¢imz obdrzime mnozinu S :

S1 = Sopr = {P(g(a), f(y),2), P(g(a), f(w),u), P(v, f(b),c)}

2. D(S1) = {g(a),v}, ¢z = [v/g(a)].

S2 = Si¢2 = {P(g(a), f(y),2), P(g(a), f(w),u), P(g(a), f(b),c)}

3. D(S2) = {y,w,b}, ¢3 = [y/w].

Sz = Sa¢ = {P(g(a), f(w),2), P(g(a), f(w),u), P(g(a), f(b),c)}

4. D(S3) = {w, b}, ¢3 = [w/b].

Sy = Sz = {P(g(a), f(b), 2), P(g(a), f(b),u), P(g(a), f(b),c)}

5. D(S1) = {z,u,c}, b3 = [2/u].

S5 = Sada = {P(g(a), f(b),u), P(g(a), f(b),u), P(g(a), f(b), )}

6. D(Ss) = {u,c}, ¢3 = [u/c].

Se = S35 = {P(g(a), f(b),0)}

7. |Se| = 1, takze algoritmus pro nalezeni unifikdtoru ukonéi vypocet.
Nejobecnéjsim unifikdtorem je posloupnost substituci:

mgu(S) = ¢1pa030at5 =
[z/g(a)][v/g(a)][y/w][w/b][z/u][u/c]

b) Aplikaci popsaného postupu dostaneme pro mnozinu 7' tento nejobecné&jsi

unifikator:
mgu(T) = [z/g(v)]ly/al[w/ f(v)][v/b]

a

4Viz materidly k predmétu IB101 Uvod do logiky o logického programovdni (Sestd
piednégka).



TA008 Computational logic Version: 2. cervna 2009

Piiklad 2.3: Najdéte viechny rezolventy nasledujicich dvojic klauzuli:
a) C1 = {P(2,y),P(y,2)},Co = {=P(u, f(u))}
b) C1 = {P(z,z),~R(x, f(z))},C> = {R(z,y),Q(y, 2)}
c) C1 ={P(z,y),~P(z,2),Q(z, f(2),2)},C2 = {-Q(f(2),2,2), P(z,2)}

Reseni 2.3: Pied rezoluci je tfeba prejmenovat proménné v klauzulich tak,
aby obé klauzule pouzivaly rizné proménné. Rezoluce v predikdtové logice
probihd obdobné jako v logice propozi¢ni. Rezoluéni pravidlo je definovano
nésledovné:® Méjme klauzule C; a Cs bez spoleénych proménnych ve tvaru:
Ci = ClU{P(z1),...,P(z,)}
Cy = CyU{=P®i),....,~Pym)}.

Je-li substituce ¢ nejobecnéjsim unifikdtorem mnoziny

{P(@1),..., P(z%), P(%1),-- -, P(ym)},
pak rezolventou Cy a Cy je C¢ U Cio.
Pozndmka:

e Prejmenovdni proménngch je nutné: {{P(z)},{~P(f(z))}} je nesplnitelnd
mnozina klauzuli, ovsem literdly P(z) a P(f(z)) nejsou unifikovatelné.

e Rezolvovdini na vice literdlech je nutné: {{-P(z),~P(y)},{P(z), P(y)}}
je nesplnitelnd mnozina klauzuli, ovsem rezolvovanim na jednom literdlu
bychom se nikdy nedostali k prdzdné klauzuli.

Na zadané klauzule aplikujeme rezolucni pravidlo a pokusime se ndlézt vSechny
rezolventy, které 1ze odvodit.

a) Piejmenovan{ proménnych neni v tomto pripadé nutné, protoze klauzule
neobsahuji spole¢né promeénné.

1. nejdiive zkusime odvodit prazdnou klauzuli O. Protoze vSak nelze
unifikovat mnozinu {P(z,y), P(y, 2), P(u, f(u))}, neni O rezolventou
01 a 02.

2. zkusime tedy unifikovat mnozinu {P(z,y), P(u, f(u))}. Zjistime, ze
mgu této mnoziny je posloupnost substituci ¢ = [z/u]y/f(u)] a
muzeme tedy odvodit rezolventu

CrouCy =
= (CL\{P(z,9)})o U (Co \ {~P(u, f(u))})¢ =
= {P(y,2)}oUd =
= {P(f(w),2)}

3. nakonec muzeme unifikovat mnozinu {P(y, z), P(u, f(u))} pomoci
mgu ¢ = [y/u][z/f(u)]. Rezolventou je poté klauzule {P(z,u)}.

O

5Viz materidly k predmétu IB101 Uvod do logiky a logického programovdni (sedmd
prednégka).
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3 Rezoluce
Priklad 3.1: Dokazte, ze plati nasledujici vyplyvani:

a) {VeP(z,z),VaVyVz((P(z,y) A P(y,2)) = P(z,2))} & VaVy(P(z,y) =
P(y,z))

b) {VaVyVz((P(z,y) A P(y,2)) = P(x

z,2)),YaVy(P(z,y) = P(y,z))} F
VaVyVz((P(z,y) A P(z,y)) = P(z,2))

ResSeni 3.1: Stejné jako ve vyrokové logice provedeme ditkaz sporem po-
moci rezoluéni metody. Protoze jsou viechny formule v zaddni tohoto ptikladu
uzaviené, staci nalézt vyvraceni mnoziny S U {-p}, kde S je mnozina formuli
z predpokladi a ¢ je formule ze zavéru logického vyplyvani.

Mnozinu formuli S U {=p} tedy pfevedeme na mnozinu klauzuli® a pomoci
rezoluéniho pravidla pro predikdtovou logiku se pokusime odvodit prazdnou
klauzuli.

a) Znegovanim zavéru ziskame formuli —¢ = JzIy—(P(z,y) = P(y,x)).

Ptrevodem této formule a mnoziny piedpokladu do PNF, odstranénim
kvantifikaci a prevodem do CNF obdrzime mnozinu klauzuli

{{P(x,x)},{—-P(x,y),ﬂP(y,z),P(z,x)},{P(a,b)},{—-P(b, a)}}

Z ni muzeme vytvofit napf. tento strom rezolu¢niho vyvraceni:

{ﬂP(x,y),—-P(y,z),P(z,x {P )}

o = [z/ally/b] /

{=P(b,z),P(z,a)} {=P(b,a)}

RN

{=P(b,b)} {P(z,z)}

N/

b) Obdobné jako v pfedchozim piipadé vyvratime mnozinu klauzuli:

{{ﬂP(w,y),—lP(y,z),P(:U,z)},{—lp(:n,y),P(y,az)},
{P(avb }’{P(ca b)},{ﬁP(a,c)}}.

6Podrobny obecny postup transformace zad4ani na mnozinu klauzulf je popsan v materidlech
ke druhému cviceni.
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{ﬂP(x,y),—-P(y,z),P(x,z {P )}

o = [z/a]ly/b] /

{=P(b,z),P(a,z)} {=P(a,c)}

o= [z/c]\\ /

{=P(b,0c) {=P(z,y), P(y, =)}
\ / = [z/c]ly/b]
{=P(c,b)} {P(c,b)}

\/

V obou piipadech se ndm podafilo odvodit z mnoziny S U {—¢} prazdnou
klauzuli a tim jsme dokdzali platnost logického vyplyvéni S = ¢. |

Piiklad 3.2: Pievedte nésledujici tvrzeni v pfirozeném jazyce na formule
predikéatové logiky a dokazte jejich platnost.
a) Predpokladejte, ze plati nadsledujici t¥i tvrzeni:
e Existuje drak (ozna¢me D/1).
e Draci spi (S/1) nebo lovi (L/1).
e Kdyz jsou draci hladovi (H/1), tak nespi.
Dusledek: Kdyz jsou draci hladovi, tak lovr.
b) Piedpoklddejte, ze plati ndsledujici dvé tvrzent:
e Vsichni holic¢i (B/1) holi (S/2) kazdého, kdo se neholi sdm.
e Z4dny holi¢ neholi nékoho, kdo se holi sdm.
Dusledek: Holi¢i neexistugi.
Reseni 3.2: Pievedeme véty prirozeného jazyka na formule predikétové logiky
a rezoluénim principem dokdzeme platnost tvrzeni.

a) Piepisem obdrzime nésledujici mnozinu formuli:

S = {3zD(=),
Vaz(D(z) = (S(z) V L(x))),
Va((D(z) A H(z)) = —S(z))}
¢ = Va((D(z) AH(z)) = L(z))

Vgechny predpoklady z S a negaci zdvéru ¢ prevedeme na klauzularni tvar
a dokazujeme nesplnitelnost, takto vzniklé mnoziny klauzuli:

§" = {{D(a)},{=D(x),S(z), L(x)},{-D(x), ~H(z), =S ()},
{D®)},{H(D)}, {~L(b)}}

11
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V dalsim textu budeme pfii zapisu rezoluce obvykle pouzivat p pro oznaceni
pfejmenovani proménnych v klauzulich a ¢ pro oznaceni mgu substituce.

{=D(),5 (z), =5 (x)}

L(z) {-D(z
p=lz/y]
\ / o= [y/z]

{=D(z), L(x)

N

HE)}  {=L0)}

\/

(~H (b) H(b)}

\/

b) Piepisem obdrzime:

S = {Vavy((B(x) A=S(y,y)) = S(=,y)),
Vy(S(y,y) = —3(B(z) A S(z,9)))}
¢ = -dzB(x)

Mnozinu formuli S U {-¢} pievedeme na mnozinu klauzuli S’, ke které
pak zkonstruujeme rezolu¢ni vyvraceni.

S"={{-B(),S(y,y), S(z,9)},{=S(y,y), ~B(x),=S(x,y)},{B(a) } }

{=B(x),S(y, {=5(y,y), ~B(x), ~S(z,y)}

[z/v][y/w]
[z/yl[w/y][v/y]

{-B(y

SN a

Piiklad 3.3: Vyvrafte nasledujici mnozinu klauzuli
S = {{P(I)a _'Q(xa f(y))7 _'R(a)}a {R(I)a _'Q(xa y)}7 {“P(l‘), _'Q(ya Z)}a
{P(x),~R(z)},{R(f(0))},{Q(z,y), ~P(y) }}

pomoci obecné rezoluce, linedrni rezoluce, LI rezoluce, LD rezoluce a SLD re-
zoluce” .

"Viz materisly k predmétu IB101 Uvod do logiky a logického programovdni (sedmd
prednégka).
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Reseni 3.3:

a) Obecnd rezoluce

{R(2),~Q(z,y)}  {P(x),~Q(z, f(y)),~R(a)} {Q(=, x), ~R(z)}

Y)
p=[z/v]ly/w] p=[z/ul
o = [v/a] o =[u/y]

[P@),~Q(, f1), ~Qa,w)}  {~P@),~Qw, 2}  {Q(r,y),~R(y O
\ / P =te/slury cr—[y/f(b)]\ /
(y))a_'Q a,w),—Q(v,z {Q T f

[ / ]
[z/a][v/a][u/a]
[w/F()]lz/f(y)]ly/b]

b) Lineérni rezoluce — rezolvujeme vzdy piedchozi rezolventu s klauzuli z vyvra-
cené mnoziny nebo diive odvozenou rezolventou. Diitkaz ma linearni struk-
turu. Linedrni rezoluce je tiplna.

{P(f0)}  {~P(2),=Q(y,2)}
o = [o/f®)]
{Q(z,y),~P(y)}

p=ly/y]
o = [z/y][u/?]

c) LI rezoluce (linedrni vstupni rezoluce) — linedrni vstupni rezoluce zacina
cilovou klauzuli (klauzuli, kterd neobsahuje zadny pozitivni literdl) a re-
zolvuje vzdy piedchozi rezolventou s klauzuli z vyvracené mnoziny. Jednd
se o zjemnéni linedrni rezoluce, které nenf obecné tiplné. Aplikaci na mnozinu
Hornovych klauzuli dostaneme 1iplnou metodu.

13
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{=P(z),-Q(y, 2 {Q(z,y),~P(y)}
\ / o= [e/0]ly/w]
o = [v/y][w/7]
{=P(z z),~R(z)}
\ / p = l2/0]
o = [v/z][z/x]
{~R(z

N

d) LD rezoluce — zjemnéni LI rezoluce, které pracuje vyhradné s mnozinou
Hornovych klauzuli. Klauzule jsou nahrazeny usporddanymi seznamy stejné
jako ve vyrokové logice. Z puvodni mnoziny S obdrzime mnozinu

S = A[P@),~Q(z, f(y)),~R(a)], [R(x), ~Q(z,y)], [=P(z), ~Q(y, 2)],
[P(x), ~R(2)], [R(f (D)), [Q(z,y), ~P(y)]}

Rezoluéni pravidlo je pak definovano nédsledovné: Méjme uspoiadané klauzule

G = [_'Ala_'A2a"'7_'An] a
H = [By,~Bi,—Bs,...,mBy].

Rezolventou G a H pro ¢ = mgu(By, A;) bude usporadand klauzule

[_'Al(ba _'A2¢v ceey _'Ai—1¢a _'Bl¢a _'BQ¢5 ceey “Bm¢5, _'Ai-i-l ¢a B _'An(ﬁ]

o =1[=/£(b)] \ /

(=P (2 x), ~R(z)]

p=[2/y]
\ / o = [y/x]
o = [z/f(b)] \ /

e) SLD rezoluce (LD rezoluce se selekénim pravidlem) — jednd se o specidlni
ptipad LD rezoluce. K vybéru literdlu z predchozi rezolventy, podle kterého

14
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se bude rezolvovat déle, slouzi tzv. vybérové pravidlo. Toto pravidlo je
definovano tak, ze voli vzdy prvni literal z predchozi rezolventy.

4 SLD-stromy a rezoluce v Prologu

Priklad 4.1: Naleznéte rezolucéni vyvraceni mnoziny klauzuli zadanych jako
program a dotaz v Prologu.

1. r :-p, q. 5. t.
2. s :-p, q. 6. q.
3. v :—-t, u. 7. u.
4. w :- v, s. 8. p.
?- w.

Reseni 4.1: Program v jazyce Prolog nejprve pievedeme na formuli vyrokové
logiky v konjunktivni normélni formé. Pfitom postupujeme tak, ze kazdou pro-

gramovou klauzuli tvarup :- qi,...,qn. prevedeme na uspoirddanou klauzuli
tvaru [p, —q1, . . ., 7¢y], fakt 9. na klauzuli [¢] a dotaz ?- p1,...,pn. na cilovou
klauzuli [-p1,. .., —py]. Ziskame tak formuli (resp. mnozinu klauzuli) v konjunk-

tivni normélni formeé, ktera obsahuje pouze Hornovy klauzule. K vyvraceni této
mnoziny pouzijeme SLD-rezoluci.

S = A{[r,~p,~dql,[s,~p,~ql, [v, ~t, ],
[w7 -, _'S]v [t]a [Q]v [u]7 [p]v [_'w]}

Aplikaci popsaného postupu na program ze zadani obdrzime mnozinu klauzuli
S a nésledujici strom rezolué¢niho vyvraceni.

15
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[Fw] [w, v, -]
N/
[v, -] [v, ~t, "]
N/
[—t, —u, 78] [t]
N/
[Fu,=s] [u]
\
[=s] s, 70, q]
N/
[-p,—q]  [p]
\
[-ql  [d]

O
O
Priklad 4.2: Vytvoite SLD-strom pro ndsledujici program (Program 1.)

a
dotaz v Prologu a zjistéte, jak se projevi zména pofadi klauzuli (Program 2.)
v definici programu na vysledné podobé SLD-stromu.

Program 1: Program 2:

1. p - q,r. 4. r :- q. 1. p :-r. 4. r.

2. p:-r. 5. r. 2. p :- q,r. 5. r :-q
3. q :-p. 3. q :-p.

7- p,q.

Reseni 4.2: SLD-strom konstruujeme tak, 7e do kofene dosadime dotaz Q a
pro kazdou moznou klauzuli C' ze vstupni mnoziny, kterou lze pouzit k rezoluci,
pfiddme podstrom, ktery mé v kofeni rezolventu @ a C' (hranu vedouci z @ k
tomuto podstromu oznac¢ime ¢islem programové klauzule C).

Protoze pracujeme s mnozinou Hornovych klauzuli, obsahuje kazdy uzel
stromu cilovou klauzuli (tj. klauzuli obsahujici pouze negativn{ literdly).

16
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[, ]
[—q, =7, =q] [-r, =]
5 / \

[=p, =7, =] [~¢,~q]  [—q]

/ ;. |5
[~q,—r,—r,—q] [=p, =]

: /

[=p, =7, =7, —q] [=q, =7, —q] [, —q]

1. / \ 2. 3.
[=p, =7, ]

1./\2

N\

[_'Q7 _|T‘

A

[—q]

3.

/p]\

[=p, =]

YAV

[-r, —q]
/N

3.

VAN

[=r] [=g, -]
. / \ s :
O [p, 7]

v/ \
]

/\
/\5

O

Priklad 4.3: Sestrojte SLD-stromy pro nasledujici programy a dotazy v jazyce

Prolog:

Program 1:
1. p:-a,r. 5. r :- t,a. 1.
2. a :—- b. 6. r :—- s. 2.
3. a. 7. s 3.
4. b :- a. 4
- p. -

Reseni 4.3:

P

Q Qg

p-

Program 2:
- s,t.
- q.

0 N o ;

Muzeme postupovat stejné jako pii feSeni predchoziho piikladu.

Programy prevedeme na uspotrddané klauzule, ze kterych poté konstruujeme
samotny strom. Tento postup jsme pouzili pro Program 1.

Druhou moznosti je pouzit pfi konstrukci SLD-stromu notaci jazyka Pro-
log. Misto uspofddanych klauzuli tak budeme do jednotlivych uzli zapisovat

17
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prologovské dotazy vzniklé aplikaci rezoluéniho pravidla. Usetiime si tak praci
s prepisem pravidel na formule v CNF. Strom pak mutzeme konstruovat velmi
jednoduse tak, ze prvni literdl dotazu nahradime pravou stranu programového
pravidla, které pouzivame k rezoluci. Tuto metodu jsme pouzili pro konstrukci
SLD-stromu pro Program 2.

Program 1: Program 2:
(=]
L | / \
[—a, —r 7- s,t.
/N 7- / \
[=b, —r] [-r] 7- .
NN
[~a,-r]  [~t,ma]  [-s] - w.
o\ s .
fail O fail fail

Priiklad 4.4: NapiSte SLD-strom pro nasledujici program a dotaz.

1. p(f,g). 3. p(Z,X) :- p(X,Y), p(Y,Z).
2. p(X,X).
7- p(Y,f).

Reseni 4.4: Pro feseni vyuzijeme druhy zptsob zapisu. Program vyuziva
predikdtovou logiku, musime proto pouzit rezolucéni pravidlo pro tuto logiku.
Budeme tedy opét prejmenovéavat proménné (substituce p - aplikuje se na pro-
gramovou klauzuli, ale stejné tak bychom mohli pfejmenovavat i proménné
v cilové klauzuli) v ptipade, ze se vyskytnou v obou klauzulich, a hledat ne-
jobecnéjsi unifikator literalu (substituce o), na kterych budeme rezoluci provadét.
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?7- p(Y,f).
B 2. p =[Y/W]
o =[Y/X]1[X/f] o =[Y/Z]1 [X/f]
O ?- p(f, w),p(w z).
1. 3.
o =[W/gl - —[X/f] [W/£1
7- p(g.2). ?- p(f z).
1.
o =[X/gl [Z/g] gJ o =[x ,f] [2/£1
D

O

Priiklad 4.5: Vytvoite SLD-strom v8ech moznych feseni k nésledujicimu pro-
gramu a dotazu:

1. p(X,Y) :- q(X,2), r(zZ,Y). 7. s(X) :- t(X,a).
2. p(X,X) :- s(X). 8. s(X) :- t(X,b).
3. q(X,b). 9. s(X) :- t(X,X).
4. q(b,a). 10. t(a,b).

5. q(X,a) :- r(a,X). 11. t(b,a).

6. r(b,a).

7- p(X,X).

Reseni 4.5:  Sestrojime nasledujici SLD-strom v notaci jazyka Prolog.

7-p(X,X).
[ T~
?7-q(X,2),r(Z,X). ?7-s(X).
o~ .
7-r(b,X). 4. 7-t(X,a). 8.
6. | 5. 11. |
O[x =a] ?-r(a,b). Oix =] 7-t(X,b).
10.
fail ?-r(a,X),r(a,X). O[x=a) 7-t(X,X).
fail fail

Ve stromu jsme pro piehlednost uvedli pouze ¢isla klauzuli z programu, které jsme
pouzily pfi SLD-rezoluénim vyvraceni. Vynechali jsme tedy jak substituce pouzité pro
prejmenovani proménnych, tak nejobecnéjsi unifikdtory.

m|
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Priklad 4.6: Zkonstruujte SLD vyvréaceni cile ?- reverse([a,b,c],X). za
predpokladu, ze mame nadefinovan predikit reverse/2 nasledovné:

reverse(L1,L2) :- rev(L1,[]1,L2).
rev([HI|T],A,L) :- rev(T,[HIA],L).
rev([],L,L).

Reseni 4.6: Strom rezoluéniho vyvraceni dotazu 7- reverse([a,b,c],X).
vypadé nésledovné.

?- reverse([a,b,c],X). reverse(L1,L2) :- rev(L1,[]1,L2).

o =[L1/[a,b,c]]1[L2/X]

\

?- rev([a,b,c],[],X). rev([HIT],A,L) :- rev(T,[H|A],L).

o = [H/al[T/[b,c]11[A/[11[L/X]

\

?7- rev([b,c],[a],X). rev([HIT],A,L) :- rev(T,[HI|A],L).

o = [H/b]1[T/[c11[A/[a]l][L/X]

\

?7- rev([c],[b,a]l,X). rev([HIT],A,L) :- rev(T,[HI|A],L).

o = [H/c][T/[11[A/[b,al][L/X]

\

?- rev([], [c,b,al,X). rev([],L,L).

o = [L/[c,b,alllX/[c,b,all

DX:[c,b,a]

Zajimavé na tomto piikladu je zejména to, ze jsme definovali program, ktery netesi
pouze rozhodovaci problém (zda dotaz z programu vyplyva ¢i nikoli), ale po¢itd novou
hodnotu ze zadanych argumenti. Jednd se o program pro pfevriceni seznamu zadaného
jako prvni argument.

Pokud na proménnou X postupné aplikujeme vSechny substituce v pofadi shora
doli (v tomto piipadé tedy pouze posledni substituci o), ziskdvdme substituci X =
[c,b,a] uvedenou u prazdné klauzule. Tuto substituci ndm Prolog také ptfedlozi jako
odpovéd na dotaz ?- reverse([a,b,c],X)., tedy na dotaz, zda z uvedeného pro-
gramu vyplyva formule 3X reverse([a,b,c],X). a

5 Tabla ve vyrokové logice
Priklad 5.1: Sestrojte ukondéené tablo s kofenem
F(((CVvd)AN(DV-d) < (CV D)),

kde C, D, d jsou vyrokové symboly.
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Reseni 5.1: Ukoncené tablo je strom, ve kterém je kazda cesta ukoncend.
Cesta je ukoncend, pokud je spornd (kontradiktorickd) nebo je kazdy uzel lezici
na této cesté redukovany. Pfitom cesta je spornd (zna¢ime ®) prave tehdy, kdyz
se na ni vyskytuji uzly T a F¢ pro néjakou formuli ¢. Uzel E na cesté P je
redukovany, pokud v atomickém tablu s kofenem FE existuje cesta, jejiz vSechny
uzly se vyskytuji i na cesté P. Obsahuje-li tablo neredukovany uzel E lezici na
cesté P, kterd nenf spornd, priddme atomické tablo s kofenem E na konec cesty
P.® Timto postupem se ¢asem dopracujeme k ukonéenému tablu.

Kdybychom méli vybudovat uplné systematické tablo, tak je tfeba vzdy
najit uzel E, ktery nen{ na néjaké cesté redukovany a je nejbliz korenu (pokud
je takovych vice, vybereme ten nejlevéjsi). Atomické tablo s kofenem E pak
pfiddme na konec kazdé nesporné cesty prochazejici pies E, na které neni E
redukovany.

F((CVd) A (DV~d) & (CVD))

PN

T((Cvd)A(DV—d)) F((Cvd)A(DV~—d))

F(C'Vv D) T(Cv D)
| VRN
T(CV d) F(C Vd) F(D V ~d)
T(D |v —d) F|C’ F|D
F|C F|d F|—.d
| / \ / \
FD TC TD TC TD
/N |
TC Td ® ®

Uvedené tablo neni systematické, protoze v jeho pravé Césti jsme redukovali
uzly F(C V d) a F(D V —d) diive nez vyse uvedeny uzel T'(C V D).

Tablo obsahuje i cesty, které nejsou sporné. Lze z nich proto tedy vycist
interpretaci spliujici kofen tabla. Napfiklad nejlevéjsi nesporné cesta v tablu
obsahuje uzly T D, Fd, FC'. Ptifadime-li tedy symbolu D hodnotu 1 a symbolum

8Konvence: kofen E pfiddvaného atomického tabla se vypousti - v budovaném tablu se na
cesté P jiz vyskytuje.
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d a C hodnotu 0, ziskdvame valuaci, které nespliuje formuli ((C' V d) A (D V
—-d)) & (CVD), takze vlastné spliiuje pfedpoklad v kofeni tabla, ze tato formule
neplati.

Vsimnéte si, ze v levé ¢asti tabla jsou vSechny cesty sporné. Tablo by obsa-
hovalo pouze tuto levou ¢éast, pokud bychom v kofenu pouzili misto ekvivalence
implikaci =. Tablo by pak bylo dikazem zminéné implikace, kterd popisuje
rezolucéni pravidlo. O

Priklad 5.2: Pomoci tabel dokazte, ze nasledujici formule jsou tautologické:
a) 2(p=4q) = (¢=p)

b) (pveg = (pVr) = (pVig=r))

Reseni 5.2: Pro formule vytvoiime ukonéend kontradiktoricka tabla nasledujicim
zpusobem:

F(=(p=q) = (¢=p) F((pvg = (pVvr)=@Vig=r)))
| |
T(=(p=q) T((pvg) = (pVvr))
| |
F(q=p) F(pV(g=r))
| |
F(p=q) F|p
|
T|q F(g=r)
|
Fp Tq
| |
Tp Fr
| /
Fq F(pVaq) T(pVr)
| | /
® Fp Tp T|r
|
Fq (§|§ &
é D

Priklad 5.3: Dokazte, ze plati ndsledujici logické vyplyvani:

{fa=rr=>0mAg,p=>(@Vr)EPS.
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Reseni 5.3: Postupujeme stejné jako pii feseni predchoziho piikladu. Jedind
zména je, ze kdykoliv muzeme zvolit néktery z predpokladi « a piidat T« na
konec kazdé nesporné cesty, kterd T« zatim neobsahuje. Opét obdrzime uzaviené
kontradiktorické tablo, ¢imz jsme dokézali, ze formule p < ¢ logicky vyplyva z
mnoziny predpoklada.

F(p < q)

T(qg=r)

T(r=(pAq)

Tp=(qVr))

Tp/ \Fp
| |
N /N

Fp T(qVr) Fq Tr

Iq/\l/\

® T Tr ® Fr  T(pAq)
<z|<> Fr/ T(pAq) QL T|p
I !
: é
é

6 Tabla v predikatové logice

Priklad 6.1: Pomoci tabel dokazte, ze nasledujici formule jsou tautologie.

a) & = Vrp(z) = Jop(@)
b) &y =Vz(P(z) = Q(z)) = (VzP(z) = V2Q())

c) 3 =Vz(p(z) Ap(z)) & (Yop(z) AVzy(z))

d) &, = WVz(P(z,y) & P(z,1)) = ~VaIyVz(P(z,y) & ~P(z,1))
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Reseni 6.1: Pii konstrukei ukonéeného tabla v predikdtové logice postupu-
jeme podobné jako v piipadé logiky vyrokové. Redukci polozky T'(3z)p(zx)
(resp. F(Vz)p(x)) provedeme tak, ze na konec cesty pridame polozku T'¢(c)
(resp. F(c)), kde ¢ je nova konstanta, kterd se nevyskytuje v zddném uzlu
expandované cesty. Polozku T'(Vx)p(x) (resp. F'(3z)p(x)) redukujeme na T'o(t)
(resp. Fp(t)), kde t je libovolny ground term (tj. term bez proménnych). Pozor,
pii redukci polozek T'(Vx)p(z) a F(3z)p(z) nelze z priddvaného atomického
tabla vynechat jeho kofen - je tedy nutné vzdy zopakovat redukovanou polozku.

Ukoncend tabla pro formule ®; (vlevo) a ®, (vpravo):

F(Vzp(z) = Jre(z)) FVz(P(z) = Q(z)) = (VzP(z) = VzQ(z))
TvxL(x) Tvx(P(x)| = Q(z))
FEIx[p(x) F(VaP(z) L VeQ())
TVmL(x) TVa:|P(a:)

T¢|(c) va|Q(a:)
FEIa:|cp(a:) FQ|(c) new ¢
FJ(C) TVa:|P(a:)
t}|§ TP|(c)
TVm(P(m)| = Q(z))
T(P(c) |=> Q(0))
FP({ TQ(c)
Lo

Tablo je ukonéené, pokud je kazdé cesta v tablu ukoncend. Cesta je ukoncend,
pokud je sporna nebo je kazdy uzel lezici na této cesté redukovany. Cesta je
spornd, pokud se na ni vyskutuje T'a a Fa pro néjakou uzavienou formuli a.
Uzel odpovidajici i-tému vyskytu polozky T'(Vz)p(z) na cesté P je reduko-
vany, pokud se na cesté vyskytuje polozka T(t;) a (i + 1)-ni vyskyt polozky
T(Vz)p(x), kde t1,ta,...,ty, ... jsou véechny ground termy. Analogicky je defi-
novand redukovanost polozek F'(3z)p(z). Polozka jiného typu je na cesté P re-
dukovand, pokud bylo pii tvorbé tabla ptidano atomické tablo pro tuto polozku
k prefixu cesty P.

Ukoncené tablo pro formuli ®3:
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F(Vz(p(x) Aip(x)) & (Yoo(z) AVay(x)))

™~

T(Vz(p(x) AY(x))) F(Vz(p(x) Atp(z)))
F(Vw(w)|/\ Vaip(z)) T(Vw(w)|/\ Vaip(z))
F(Vz)p(r) F(Vz)y(z) F(v(e)|/\ P(e)) new e
FJ(C) new ¢ F1j;|(d) new d T(Vm|)np(m)
T(Vm(so(aJ) AY(x))) T(Vm(tp(m|) A (x))) T(Vm|)¢(m)
T(p(c) |/\ ¥(0) T(p(d) |/\ ¥(d)) Fo(e) \F¢(6)
T<p|(6) T<p|(d) T(Vm|)30(93) T(Vm|)¢(m)
T¢|(C) T¢|(d) T<P|(€) T¢|(6)
L Lol
Reseni posledniho piikladu ponechévdme na. étenafi. o

Priklad 6.2: Dokazte, ze formule VzP(z) logicky vyplyva z pfedpokladu:

Vz((Q(z) V B(x)) = ~5(z))
Vr((R(r) = ~P(z)) = (Q(x) A S(x)))

Reseni 6.2: Dokazovéni platnosti logickych dsudki (formule zavéru ¢ logicky
vyplyva z predpokladu ¥) provadime stejné jako v pfipadé logiky vyrokové.
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F(Q(c) V R(c)) T(=5(c))
FQ|(c) Fs|(c)
Fll(C) F(R(c) = —P(c))  T(Q(c) A S(c))
F(R(c) = =P(c))  T(Q(c) AS(c)) TR|(C) TQ|(C)
TRI(C) TQ|(c) F(—-1|3(c)) Ts|(c)
F(ﬁ1|3(c)) TS|(c) TP|(c) t§|§
é b

Priklad 6.3: Pomoci tabel dokazte platnost nasledujicich tvrzeni.
a) Predpokladejte, ze plati ndsledujici t¥i tvrzeni:

e Existuje drak (ozna¢me D/1).
e Draci spi (S/1) nebo lovi (L/1).
e Kdy7 jsou draci hladovi (H/1), tak nespi.

Dusledek: Kdyz jsou draci hladovi, tak lovi.

b) Piedpoklddejte, ze plati ndsledujici dvé tvrzent:
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e Vsichni holi¢i (B/1) holi (S/2) kazdého, kdo se neholi sdm.
e Z4dny holi¢ neholi nékoho, kdo se holi sam.
Dusledek: Holi¢i neexistuyi.
Reseni 6.3: Ijsudky nejprve pirevedeme z vét prirozeného jazyka na formule
predikatové logiky prvniho fadu. Tablovy dikaz poté konstruujeme nad ziskanymi

formulemi stejné jako v pfedchozim piikladé (v tablech jiz nezna¢ime nové kon-
stanty).

a) prevodem tsudku o spicich dracich obdrzime formule:

Pfedpoklady: JzD(z)

= (S(x) v L(2))),
Vz((D(z) A H(z)) = -5(x)),
Zaver: Va((D(xz) A H(z)) = L(x)).

Tablovy dukaz tsudku je uveden na obrdzku 1.

b) Formule ziskané pfevodem na formule predikitové logiky prvniho fadu
jsou:

Piedpoklady: VaVy((B(z) A =S(y,y)) = S(z,y)),
Vy(S(y,y) = ~3e(B(x) NS (2,9))),
Zaver: —JdzB(x).

Tablo dokazujici platnost iisudku je uvedena na obrazku 2. Pfitom ukoncené
kontradiktorické tablo ziskdme nahrazenim uzlu * podstromem uzlu 7'S(e, c)*.

a

7 Tabla v modalni logice

Pii konstrukei ukonéeného kontradiktorického tabla v modélni logice postupu-
jeme podobné jako v piipadé logiky prvniho fadu. Mame-li dokazat, ze formule
© je tautologif (tj. plati ve vSech svétech viech Kripkeho rdmcu nad pouzitym
jazykem moddln{ logiky), sta¢i zkonstruovat kontradiktorické tablo s kofenem
Fuw Ik . Kazdy uzel vytvareného binarniho stromu pak obsahuje vyraz Fv IF ¢
nebo T'v Il ¢. Narozdil od logiky prvniho fadu je tedy nutné brat v ivahu také
svét, ve kterém danou polozku redukujeme.

Cesta v tablu je spornd (kontradiktorickd), pokud se na ni vyskytuje polozka
Tv Ik ¢ a zaroven Fv Ik ¢ pro néjaky svét v a formuli ¢.

Kvdli technickému zjednoduseni pfijimdme konvenci, ze jazyk modélni logiky
neobsahuje funkéni symboly. Pii expanzi polozek Tw IF (Va)p(z) a Fu I (3z)p(x)
proto misto ground termi pouzivame pouze konstanty. Musime v8ak volit takové
konstanty, o kterych vime, Ze se vyskytuji ve svété v. Takova konstanta je bud
soucdsti jazyka modalni logiky, nebo se na expandované cesté jiz vyskytuje v
né&jaké polozce tykajici se svéta v nebo néjakého jeho predchudce (tj. svéta w,
pro ktery se na cesté vyskytuje wSv). Dalsi moznosti je naopak volit konstantu,
ktera se nevyskytuje nikde v celém tablu. Pii expanzi polozek Tw I+ (3z)p(x)
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Obrézek 1: Tablovy dikaz tisudku o spicich dracich.
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F(-32B(z))

T(VzVy((B(z) A =S5(y,y)) = S(z,9)))

T(Vy(S(y,y) = —Fz(B(z) A S(2,9))))

T(3z)B(z)

TB(c)

FB(c)  F(=5(c,0))  T(Vy(S(y,y) = ~32(B(z) A S(z,y))))

® TS(e,c) T(S(c,c ;393 (B(x) A S(z,c)))
* S(e,c) (—=3z(B(z) A S(z,c)))
® F(3z(B(z) A S(z,c)))

Obrézek 2: Tablovy dukaz tsudku o holi¢ich.

a Fu IF (Vz)p(x) dosadime namisto 2 libovolnou konstantu, kterd se dosud
nevyskytuje v zddné polozce tabla.
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Polozky s operatory O a < redukujeme ndsledovné. Pii redukci polozky
Tv IF G nebo Fu IF Op na cestu nejdiive ptiddme vyraz vSw, kde w je néjaky
novy svét, ktery jesté v tablu nebyl pouzit. Poté pfiddme novy uzel Tw IF ¢
resp. Fw Ik . Polozky typu Twv IF Oy a Fv IF Op expandujeme na Tw I+ ¢ a
Fuw IF ¢, kde w je libovolny svét, pro ktery je na expandované cesté polozka vSw.
Pokud zddny takovy svét neexistuje, muzeme polozky povazovat za redukované.

Kofeny atomickych tabel pro polozky Tw I (V)p(z), Fo Ik (3x)e(z), Tv IF
Oy a Fv IF &p bychom neméli pii redukcei vynechévat.

Priklad 7.1: Pomoci tabel dokazte, ze nasledujici formule jsou tautologie.
a) &) = (OVzp(z)) = (VaOp(z))
b) O = 9)) = (Bp = Oy))

c) = O (=(p A Jxp(x)) A Jz(p Ap(z))),  neni volné ve formuli ¢

d) &4 =C3z(p(z) = OY) = O(Vep(r) = O), « neni volné ve formuli ¢

®,
®3

Reseni 7.1:  Viz obrazky 3 a 4.
O

Piiklad 7.2: Mgme modélni tablo s kofenem Fw IF VzOp(z) = OVzp(z)
definované v obrazku 5. Rozhodnéte o korektnosti uvedeného dukazu a své
tvrzeni zduvodnéte.

Reseni 7.2: Zadané tablo neni (v nasi sémantice modalni logiky) korektné
utvofené a nedokazuje tak pravdivost formule.

Chyba spociva ve §patném pouziti atomického tabla pro operator V, ve
kterém jsme substituovali proménnou z nevhodnou konstantou c¢. Pti expanzi
polozky oznacené symbolem “*” nemuzeme nahradit proménnou = konstantou
c. Konstantu ¢ jsme do tabla zavedli v kontextu mozného svéta v, zatimco pfi
expanzi polozky * se pohybujeme ve svété w. Expanze by byla spravnd, pokud
by byl svét w naslednikem svéta v a nikoliv jeho pfedchudcem.

Priklad korektniho ukonéeného tabla s danym kofenem je na obrdzku 6.
V modalni logice vzdy predpokldddme, ze jazyk logiky obsahuje alespon jednu
konstantu (nechf se jmenuje c;). Tato konstanta pak musi byt ve vsech svétech
a proto ji muzeme pouzit v atomickém tablu pro Tw I+ VzOp(z). Tablo na
obrazku 6 je nekonecné (aby byla polozka Tw I+ VxOp(x) redukovand, musi se
nekonecné-krat opakovat). Protoze tablo obsahuje cestu, kterd nenf sporné, 1ze z
néj vycist Kripkeho strukturu se svétem w, v némz formule v kofeni neplati. Tato
struktura obsahuje svét w s jednim nédslednikem v. Ve svété w plati VaOp(z),
ale ve svété v je konstanta c takova, ze p(c) ve v neplati. Tudiz ve svéte w
neplati formule v kofeni tabla. O

Piiklad 7.3: Dokazte platnost dsudkii:
a) {¢} = Oy
b) {Vzp(r)} | OVop(2)
c) {Vzp(2)} | ValOp(z)
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Fuw Ik (QVzp(z)) = (YzOp(z))

Tw I+ OVazp(z)

Fw IF VzOp(x)

Fw I+ Op(c)

wSv

Fv Ik p(c)

Tw Ik OVzp(x)

Tv Ik Vep(z)

Tv Ik Vep(z)

Tv Ik ¢(c)

®

FwlF (O(p = ¢)) = ((Op = Oy))

Tw Ik O(p = )

Fu IF (Op = Oy)

Tw Ik Op

Fw IF O

wSv

Fol-

Tw - Op

Tvlk e

Tw Ik O(p = )

Tvlkp =
Folk o Tv k9
& &

Obrazek 3: Ukoncend kontradiktoricka tabla pro ®; (vlevo) a ®» (vpravo).
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Fuw Ik =0(=(p A3z () A Jz(e A ()

Tw Ik O(=(p A Jzp(x)) A Jz(p A (x)))

wSv

Tv Ik =(p AJzp(z)) AJz(e A P(x))

Tv Ik =(p A Jzp(z))

Tv Ik Jx(p A (x))

Tv Ik o AY(c)

Tvlk ¢

Tv Ik ¥(c)

Fulk ¢ A Jzip(z)

/N

Foulk g Fo Ik Jzy(x)

® Fo Ik Jzy(x)

Fu Ik 9¥(c)

&

Fw IF O3z(p(z) = O9) = O(Vae(z) = Oy)

Tw Ik &3z (p(x) = OY)

Fw IF O(Vzp(x) = Ov)

wSv

T Ik Jz(p(z) = OY)

Tv Ik o(c) = Oy

Fw Ik O(Vzp(z) = OY)

Fulk (Vzp(z) = Ov)

Tv Ik V()

Fo - Oy

Tv Ik Vap(z)

Tv Ik ¢(c)
/

Fu Ik ¢(c) Tv I Oy

® ®

Obrézek 4: Ukoncend kontradiktorickd tabla pro @3 (vlevo) a ®4 (vpravo).
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Fw Ik VzOp(z) = OVze(z)

Tw Ik VzOp(z)

Fuw IF OVxp(x)

wSv

Fu Ik Vzp(x)

Fv Ik p(c)

Tw Ik VzOp(z)*

Tw IF Op(c)

Tw IF Op(c)

Tv Ik p(c)

&
Obrézek 5:

d) {¢ = O} = Op = O0p

Reseni 7.3: Tablo pro logicky tsudek S = ¢ konstruujeme stejné jako tablo
pro ¢, ale navic mizeme kdykoliv na konec néjaké cesty P piidat polozku tvaru
Tv Ik a, kde v je néjaky svét vyskytujici se na cesté P a o € S.

Ukonéend kontradiktoricka tabla pro dsudky (a), (b) a (c) jsou uvedena na
obrazku 7. Tablo pro tsudek (d) ponechdvame jako cviceni. m|

8 Induktivni logické programovani

Piiklad 8.1: Jsou dany vyrokové symboly a, b, c,d, e a tabulka

a b ¢ d e | tiida
1 1 1 0 1 +
1 1 0 11 +
1 101 0| —

+ = pozitivni ptiklady
— = negativni piiklad
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Fw Ik VzOp(z) = OVze(z)

Tw Ik VzOp(z)

Fuw IF OVxp(x)

wSv

Fu Ik Vzp(x)

Fv Ik p(c)

Tw Ik VzOp(z)

Tw - D(p(cl)

Tw I+ D(p(cl)

Tv Ik (c1)

Tw Ik VzOp(z)

Tw Ik Op(cy)

Tw Ik Op(cy)

Tv Ik (1)

Tw Ik VzOop(x)
I

Obrézek 6:

Najdéte vSechny specializace vyrokové formule b. Vyznacte, které z nich pokryvaji
negativni ptiklad.

Reseni 8.1: Ve vyrokovém poétu pouzivame pouze jeden specializacni operator
a tim je pfidanf pozitivniho literdlu pomoci konjunkce.® Miizeme tak nyni defi-

9Lze zavést i dalii specializaéni operatory, napi. pfiddni negativniho literdlu pomoci kon-
junkce. Nase omezeni na jeden zminény specializac¢ni operdtor ma za nasledek, ze neni obecné
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Fuw IF Op Fw IF OVzp() Fuw IF VoOp(z)
va va FwIJD¢@)
Ewl+¢ Fw|+lx¢@o wLU
Tv ||+ ©* Fu |J o(c) Fu |J o(c)
é Iw|+Jx¢@o* Iw|+Jx¢@»*
Iw|+lx¢@g lekixwhﬁ
TvHwa) TUHJ¢@)
! !

Obrazek 7: Ukoncend kontradiktorickd tabla pro dsudky (a),(b) a (c). Polozky
odpovidajici aplikaci predpokladi jsou oznaceny hvézdickou.

novat specializa¢ni operator p pro jazyk L tak, ze
plp) ={(eAl) |l €L al se nevyskytuje ve p}

Jinymi slovy, specializace formule ¢ (v nasem piipadé ¢ = b) jsou vechny
formule, které vzniknou pfiddnim nékterych prvku jazyka £ k formuli ¢ (ze
zadani je £ = {a,b,c,d,e}). Dile budeme vyrazem p’(p) oznacovat mnozinu
specializaci ziskanych z ¢ po ¢ aplikacich operdtoru p.

Aplikaci operéatoru p na formuli b tak obdrzime naslédujici specializace (pfi
zépisu vynechdavame spojky A a abstrahujeme od potadi literdlu v konjunkci):

p’(b) = {b}

p'(b) = {ab,bc,bd,be}
p*(b) = {abc,abd,abe,bed, bee, bde}
p*(b) = {abcd,abee, abde, bede}

p*(b) = {abcde}

Vsechny specializace formule b (znacime p* (b)) pak obdrzime jako sjednoceni
p*(b) U p?(b) U p° (b) U p*(b).

Nyni mtzeme urcit, které specializace pokryvaji negativni ptiklad nasledovné.
Definici kazdého piikladu z tabulky ze zadani muzeme chépat jako definici inter-
pretace I. Ovéreni, zda dand formule ¢ pokryva ptiklad e pak spociva v ovéreni,
zda interpretace dan e spliiuje p (muzeme zapsat jako I.(p) = 1). Je zfejmé, 7e
pro interpretaci danou definici negativniho piikladu mohou byt pravdivé pouze
podformule formule a A b A d. Zajimaji nas pak jen ty z p*(b), tedy ab, bd, abd.
O

zaruceno nalezeni formule pokryvajici v§echny pozitivni a zddny negativni ptiklad.
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Priklad 8.2: Napiste ¢dst specializacniho grafu s kofenem nete¥ (X,Y), kterd
bude obsahovat klauzuli:

neter(X,Y) :- Zena(X), sourozenec(Y,Z), rodi&(Z,X).

Reseni 8.2: Specializacni graf vznika z daného kofene tak, ze kofen propojime
hranou s kazdou klauzuli, kterd vznikla z kofene aplikaci specializa¢niho operatoru.
Postup pak opakujeme pro takto vzniklé klauzule.

Celkem pouzivame ¢tyii zdkladni specializaéni operatory:

ztotoznéni proménnych - napf. specializaci p(X,Y) . dostdvame p(X,X) .

pridani literalu do téla klauzule - priddvanym literdlem je predikat z doménové
znalosti. Pfiddvany literal obsahuje cerstvé proménné. Napi. specializaci
pX,Y). ziskdvame p(X,Y) : —q(U,V,W) .

dosazeni konstanty za proménnou - dozasujeme konstanty (nuldrni funkéni
symboly) z doménové znalosti. Napt. specializaci p(X,Y) . dostdvame p([],X) .

dosazenim nejobecnéjsiho termu za proménnou - nejobecnéjsim termem
se rozumi funkéni symbol (z doménové znalosti) aplikovany na Gerstvé
proménné. Napft. specializaci p(X,Y) . ziskdvame p([U|V],Y).

Predpokldddme, ze doménova znalost v nasem piikladu obsahuje predikaty
netef? (X,Y),rodic(X,Y), sourozenec(X,Y) a Zena (X). Pro jejich zdpis budeme
déle pouzivat pouze prvni pismena.

Resenim nageho piikladu je graf uvedeny na obrazku 8 (hrany odpovidajici
priddn{ literdlu jsou oznacené pismeny “pl”). Jelikoz nase doménova znalost
neobsahuje zadny funkéni symbol, uvedeny graf obsahuje specializace vzniklé
bud ptidanim literdlu nebo ztotoznénim proménnych. Do Fegeni jsme navic
nezahrnuli specializace vytvofené piidanim literdlu nete# (X,Y), protoze tyto
specializace nevedly ke klauzuli ze zadani. Pokud bychom vsak chtéli vytvofit
uplny specializacéni graf, museli bychom tyto specializace také uvadeét.

Vsimnéte si, ze klauzule ze zadéni se v feseni vyskytuje v mirné pozménéné
podobé: misto proménné Z je pouzita proménnd W. Tento rozdil neni na zavadu,
nebot pojmenovéni proménnych nemd vliv na vyznam uvedené programové
klauzule. a
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p

n(X,Y):-z(U), ...

/

pl

n(X,Y):-z(U),s(V,W),r(Z,T)

\ T

[u/x1

n(X,¥):-z(X),s(V,W),r(Z,T)

[v/Yl

n(X,Y):-z(X),s(Y,W),r(Z,T)

[z/w]

n(X,¥):-z(X),s(Y,W),xr(W,T)

[T/X]

n(X,Y):-z(X),s(Y,W),r(W,X)

pl

n(X,Y):-z(U)

bl pl / [‘N [o/v1

n(X,Y) :-z(U),s(V,W) n(X,¥):-z(U),r(V,W) n(X,X):-z(U)
[Y/x1 [w/Y]
n(X,X):-z(0),s(V,W) S n(X,Y):-z(U),s(V,Y)

Obrazek 8: Specializa¢ni graf pro predikat netef (X,Y).

n(X,Y)

n(X,Y):-s(U,V)

n(X,Y):=-z(Y)

n(X,X)
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