Modularni systém dalSiho vzdélavani pedagogickych pracovnikd JmK
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Tabulkovy kalkulator piedstavuje prekvapivé silny nastroj pro reseni riznorodych problémd.
Tato cvic¢ebnice nékolik vybranych aplikaci z oblati matematiky, Sifrovani ale i bézného zivota.

1. CISELNE RADY
Zadani: Odhalte princip nasledujicich posloupnosti a vytvoite pravidlo funkce v Excelu. Vypiste
prvnich 20 ¢isel zadanych posloupnosti.

Jednoduché rady
1. 1,2,3,4,5,6, ...
2. 1,3,57,911, ..
3. 1,5,9,13,17,21, 25, 29, ...
4. 1,2,4,7,11, 16, ...

Polynomialni rady

1. Kvadraticky: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196, 225, ...
2. Kvadraticky dva: 2, 8, 18, 32, 50, 72,98, 128, 162, 200, 242, 288, 338, ...
3. Kubicky: 1, 8,27, 64,125, 216, 343,512, 729,1000, 1331, 1728, 2197, ...

Obtiznéjsi rady
1. Fibonacihorada: 1,1, 2,3,5,8,13, 21, 34,55, 89, 144, ...
2. Mocniny dvojky: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, ...
3. Mocniny trojky: 3,9, 27, 81, 243,729, 2187, 6561, 19683, ...
4. Faktorial: 1, 2, 6, 24,120, 720, 5040, 40320, 362880, 3628800, ...

Komentar: vétsSinu ad je mozZné spocitat ze znalosti piedchazejiciho ¢lend. Vzorec pro dalsi ¢len
zapiSeme do vstupni fadky a buniku roztdhneme. Prakticka ukazka konstrukce jednoduché rady
je na obrazku.
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2. COLATZUV PROBLEM

Specialni Fadou je tzv. Colatziv problém, ktery trapi matematiky jizZ 80 let. Jeho radu ziskame
aplikaci nasledujiciho postupu:

1. vezmi prirozené Cislo, pokud je sudé, vydél jej dvéma, pokud je liché, vynasob ho tiemi a
pricti jednicku,
2. tento postup opakuj, dokud se nedostanes na ¢islo 1.



Zadani: pro mala ¢isla postup rychle skonci zpét u jednicky. VypiSte posloupnost pro tato
startovni ¢isla:

1. 1,4,2,1,4,2,1,4,2,1
2. 7,22,11,34,17,52, 26, 13, 40, 20, 10, 5,16, 8,4, 2, 1
3. 27,82,41,124,62,31,94,47,142,71, 214,107, 322,161, 484, 242,121, ...

Mezi dalsi ukoly miize patrit:

e VypiSte prvnich 100 ¢isel Colatzovy posloupnosti pro vybrané ¢islo.
e Zakreslete je do grafu (viz obrazek).

Komentar: prestoZe postup pro vypocet jednotlivych ¢lend této rady je velice jednoduchy,
dostavame riizné velké posloupnosti pro riznd inicialni ¢isla. Pro test sudosti pouZzijeme funkci
IF a matematickou funkci MOD, ktera testuje zbytek po déleni libovolnym c¢islem.

o IF(podminka; prikaz1; prikaz2): je-li splnéna podminka, vykona ptikaz1, jinak prikaz2
e MOD (¢islo; délitel): vraci zbytek po déleni Cisla délitelem

Problém je zajimavy mimo jiné i proto, Ze matematici dodnes nevédi, zda se Colatzova
posloupnost vraci do jednic¢ky pro vSechna myslitelna piirozena ¢isla. Problém byl formulovan
vroce 1937 a pro doposud testovana ¢isla hypotéza plati, neni vsak jasné, zda podminka bude
platit pro vSechna cisla.
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3. PASCALUV TROJUHELNIK
Pascaltiv trojuihelnik je zajimavy matematicky objekt, ktery v sobé skryva radu zajimavych
vlastnosti. Napriklad:

e VSechna kombina¢ni ¢isla pro ¢islo n (kde n je fadek Pascalova trojihelniku)

o Koeficienty pro umocnéni dvojclenu (a+b)» (kde n urcuje radek Pascalova trojihelniku)
e Gaussovu krivku (viz nize)

e Sierpienského fraktal (viz dalsi kapitola)



Na jeho konstrukci ndm navic vystaci drzet se pouze jednoduchého pravidla secteni nejblizsich

dvou bunék piedchoziho radku.
Zadani:
e Vypiste prvnich 20 radkl Pascalova trojuhelniku.

Ke vSem radkim Pascalova trojuhelniku doplnte jejich soucet (mocniny cisla 2).

[ )
Vykreslete graf dvacatého radku Pascalova trojuhelniku (Gaussova ktivka).

Komentar: pro vypsani Pascalova trojihelniku jednoduse se¢teme policko nad butikou a
policko vlevo nad bunikou. Tento vzorec po fadcich aplikujeme do trojuhelnikového utvaru. Pro
soucet jednotlivych radki pouZzijeme funkci SUM, jejiz parametry jsou koncové buiiky, mezi

kterymi Cisla s¢itame.

SUM(Buiikal:Bunka2): secte vSechny buiiky mezi Burikal a Buiika2

Na Pascaltiv trojuhelnik se da také divat také o¢ima statistiky. Pfedstavme si trojihelnik jako
mechanismus, do kterého sypeme kulicky. Kazdé policko predstavuje jednu vyhybku, na které se

kulicka s pravdépodobnosti 50:50 vyda nalevo, ¢i napravo.

Cisla v trojuhelniku pak urc¢uji pocet cest, které na poli¢ko vedou z jeho vrcholu - odrazi tedy
pravdépodobnost, Ze kuli¢ka skonéi pravé na tomto poli¢ku. Cim hloubéji se v Pascalové
trojuhelniku zanotujeme, tim bliZe se rozlozeni cest do policek radku blizi normalnimu rozloZeni

(znamé téz jako Gaussovo).

c20 - b \ =B19+C19
A B c D E F G H 1 J K L M N o P a R s
1 Pascaliv trojihelnik
2 sum {h 30000
2 1 1 25000
4 2 1 1 /_\
5 1 1 2 1 20000 / \
6 8 1 3 3 1 15000
7 16 1 4 6 4 1 / \
8 32 1 5 10 10 H 1 10000 / \
9 64 1 6 15 20 15 6 1 5000
10 128 1 7 bil 35 35 21 7 1 / \
1 256 1 8 28 56 70 56 28 8 1 °
12 512 1 g 36 84 126 126 84 36 g 1 123456 78 95101112131415161718
13 1024 1 10 a5 120 210 252 210 120 a5 10 1
14 2048 1 1 ES 165 330 52 462 330 165 55 1 1
15 4096 1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1
16 8192 1 13 72 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1
17 16384 1 14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001 364 91 14 1
18 32768 1 15 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003 1365 455 105 15 1
19 65536 1 16 120 560 1820 4368 8008 11440 12870 11440 8008 4368 1820, 560 120 16 1
20 131072 | 1 17 136 580 2380 6183 12376 19448 24310 24310 19448 12376 5188 2380 580 136 17




4. SIERPIENSKEHO FRAKTAL

Pascaltv trojuihelnik v sobé ukryva také Sierpienského fraktal. Co to znamena? Fraktal je sobé
podobny utvar, tedy dtvar, ktery se saim v sobé dale opakuje (aZ do nekonecna). Fraktaly jsou
navic zpravidla velice jednoduse popsatelné. Ten Sierpienského je popsan takto:

Vezmi plny rovnoramenny trojuhelnik

Rozdél trojuhelnik na 4 mensi rovnoramenné trojuhelniky
Prostiredni z nich vyrizni

Na zbylé tti aplikuj znovu uvedenou proceduru

W=

My si ukdzeme 2 mozné metody jak fraktal vykreslit -pomoci Pascalova trojihelniku a pomoci
tzv. bunécného automatu.

Zadani:

o Vykreslete Sierpienského fraktdl pomoci vypsani lichych ¢isel Pascalova trojuihelniku.
o Vykreslete Sierpienského fraktal pomoci buné¢ného automatu splitujiciho grafické
podminky zakreslené na obrazku.

] [] I []

Komentar: U prvniho prikladu staci testovat, zda je dané cislo Pascalova trojuhelniku liché.
PakliZe je, vypiSeme symbol 1, v opacném pripadé vypiSeme prazdny retézec. Ke zjisténi lichosti
vyuZijeme funkci MOD, k sepsani podminky pak zavolame piikaz IF. Zobrazeny fraktal v§ak neni
ptilis podrobny (obsahuje malo poli¢ek). Proto vyzkouSime druhy, bunécny pristup.

Bunécny automat popisuje pravidla pro chovani jednotlivych bunék systému. V naSem pripadé
se budou buriky jednotlivych radki divat na tfi sousedy v predchazejicim radku. Podle jejich
obarveni (po¢tu symbolt 1) se rozhodnou, zda svou hodnotu zméni na 1, anebo prazdny retézec.
Pravidla pro vykresleni naleznete na obrazku.

K sestrojeni funkce postacuje secist tri predchozi policka a podle vysledku doplnit do bunky 1
nebo prazdny retézec. K tomu vyuzijeme funkce SUM a prikaz IF. Pti aplikaci automatu na
miizku 100x100 dostaneme vysek hledaného fraktalu.



5. SUBSTITUCNI SIFRA

Na svété existuje cela fada metod, jak zaSifrovat néjaky text. My si ukaZeme nékolik
nejzakladnéjsich zplisobi vyuzivajicich posunt pismen v abecedé. Prvni Sifru, kterou si
predstavime je tzv. Caesarova Sifra. Jeji princip spociva v posunu vSech pismen o 3 znaky ve
sméru abecedy (text ,ahoj“ se tedy zaSifruje jako ,,dkrm*).

Zprava A HOJ J] A K SEMAS J] ASEMAMDOZBTR RE
Cagesar D KR MMD NWHPDV MDY HP DPGREUH

Zadani:

e Pomoci Caesarovy Sifry zasifrujte zadany text zpravy: DNESJEHEZKYDEN
e Pomoci Caesarovy Sifry dekddujte zpravu:
SRNODGMHXNUBWYHVNROQLMLGHOQH

Komentar: Caesarova Sifra vyuziva posunu o 3 znaky. MlzZeme si vSak piredstavit, Ze zpravu
posuneme o libovolny pocet znakd. Pfi Sifrovani se tradi¢né pouziva abecedy o 26 znacich. Proto
miiZeme znaky posunout o 1-25 riiznych pozic. K posunuti znaka vyuzijeme jednoduchy vzorec.

e C=A+Bmod26

Kde A reprezentuje pismeno zpravy a B reprezentuje Ciselny posun a urcuje zbytek po déleni 26
-tedy zaSifrované pismeno.

K aplikaci vzorce potrebujeme prevést jednotliva pismena na ¢isla. K tomu slouZi funkce CODE,
ktera vrati ke kazdému znaku jeho Ciselnou podobu. Opacnou funkci je funkce CHAR, ktera vraci
k danému c¢islu odpovidajici znak. Pro zjisténi zbytku po déleni vyuzijeme funkce MOD.

e CHAR(cislo): vraci znak se zadanym Cislem
e CODE(znak): vraci ¢iselny kdd zadaného znaku



e MOD(A,B): vraci zbytek po délenti ¢isla A ¢islem B

PoznamkKa: Znaky v abecedé v pocitaci zpravidla nejsou zarovnany k nule. Proto je tfeba
nejprve od Sifrovaného znaku odecist CODE(,A“) nasledné jej zaSifrovat (posunout) a opét
pricist CODE(,A“).

Zadani 2:

e Pomoci posunu pismen zasSifrujte zpravu s posunem o 5 znaki
HADEJTECOJSEMMELDNESKOBEDU

o Dekédujte zpravu s posunem o 10 znaki:
FOVUKMOBXKUYMUKCVKZBOCMOCDE

e Dekédujte zpravu s nezndmym posunem:
EVAMPJJZYFIRAVJEVQBR

e

Komentar 2: jedna se o aplikaci stale stejného algoritmu. Jedina zajimavost prichazi
v poslednim dkoluy, kdy je mozné vyuzit roztaZeni k zobrazeni v§ech 26 kombinaci a vizualné pak

vz

Clovék snadno nalezne odpovidajici radek, ktery dava smysl.

13 Tajaplna zprava

14 N EJ VYS S| 0 ] ES NE Z KA
15 EVAMPIIJ ZY FI RAVIJ EVWVQBR
16 posun

17 -1 DUZLOI 1T ¥YXEHOQZUI DUPAQ
18 -2 CTYKNHHXWDGPY THCTOZFP
19 -3 B S XJ] MGGWVCFOXS5 GBS NYO
20 -4 ARWI LFFVUBEMNWRTFARMXNM
21 -3 Z OVHKEEUTADMY QE Z QL WM
22 -6 ¥ PUG) DDT S ZCLUPDYPEKWVL
23 -7 X OTFI CCSRYBEKTOCXOIJ UK
24 -8 WMNSEHBEBROQQXAIJ S NB WNI TJ
25 -9 VMRDGAAQP WZ I RMAV MHS.I
26 -10 vuLacrFrzZZPOVvYHOQLZULGRH
27 -11 TKPBEYY ONUXGPEKYTIEKTFOQG
28 -12 5 J OADX X NMTWF OJ XS5 1J EPF
29 -13 RI1I NZCWWML S VEWNI WRI DOE
a0 -14 QHMY BVVLEKRUDMHY QHCRNTED
i1 -15 PGLXAUUKIQTCLGUPGBMC
32 -16 OFKWZTTI1 1 PSBKFTOFALGE
33 -17 N EJ VY SS] HORAIJ ES NE Z KA
34 -18 MDI UXRRHGNOQZI DRMDY J Z
35 -19 LCHTWQQGFMPY HCQL CX 1 Y
36 -20 KBGSVPPFELOXGBPHKEBWHX

6. SIFROVANI S HESLEM

Jina oblibena metoda pro Sifrovani zpravy je vyuziti hesla. Princip je podobny jako u substitu¢ni
Sifry, tentokrat vSak budeme Sifrovat zpravu pomoci posunu dle znakt daného hesla. To
opakovaneé priloZime pod cely text a vysledna zprava bude tvorena pomoci vzorce:

e C=A+Bmod?26



Kde A prezentuje pismeno pivodni zpravy, B prezentuje pismeno hesla, které lezi pod
pismenem A. Zbytek po déleni 26 nam dava nové zasifrované pismeno C. Vysledek zasifrovani
vidime na obrazku.

Zprava A HOJ J AK SEMASJ] ASEMAMDOSBTRE
Heslo HESLOHESLOHESLOHESTLIOHTETS'IL
Sifra HL GUXHOLZPAHWBLGLOQS XRWVEIl P
Zadani:

e ZaSifrujte pomoci hesla ,JACK" zpravu: KAZDYRANONAPIANOHRAJEJACK
e Rozlustéte zpravu pomoci heslaBO U R K A:
PPQAVFPSCDLTKOVLXFPXHWDJET

Komentafr: princip je podobny jako u predchazejiciho prikladu. Pouze je treba zaroven vycitat
hodnoty hesla pod danym pismenem. K tomu opét pouZijeme funkci CODE a CHAR a také funkci
MOD.

7. FREKVENCNI ANALYZA

Zatim jsme se zabyvali posunem vSech znaki abecedy o zadany pocet symbold. Trochu

vvvvvv

avsak C se zobrazi napriklad na X. Rozlusténi takovéto Sifry bez znalosti posunti jednotlivych
pismen je opravdu naroc¢né (26! kombinaci). MiZe nam vSak pomoci metoda, ktera je zaloZena
na statistickém vyskytu pismen v Ceském jazyce - frekvenéni analyza.

Frekvencni analyza je metoda, jak odhalit Sifru na zakladé opakovani pismen v béZném textu.
Néktera pismena se totiz vyskytuji v jazyce mnohem castéji nez jina. A pravé relativni Cetnosti
vyskytu si miizeme spocitat pomoci Excelu.

Zadani:

e Provedte frekvencni analyzu zadaného textu
e Vytvorte sloupcovy sloupcovy graf frekvenctni analyzy
e Srovnejte frekvenéni analyzu se zadanym textem s libovolnym jinym textem

Komentafr: ke spocteni vyskyti jednotlivych znaki vyuzijeme funkce COUNTIF, ktera testuje
podminku na zadaném rozsahu bunék. Pti roztaZeni podminky bychom radi, aby vybrany text
zpravy zustal zafixovan. K tomu pouZijeme absolutni pozicovani.

e COUNTIF(Buiika1:Buiitka2;PODMINKA): spo¢ita pocet spInéni dané podminky na
rozsahu bunék Burikal az BuiikaZ2.

o $A$1:$Z$4: pomoci symbolu $ oznac¢ime danou oblast A1 - Z4 absolutné. Pfi ,roztazeni*
podminky na dal$i symboly nedojde k posunu vybrané oblasti.

K naslednému zobrazeni frekvenci pismen pak pouZijeme standardni sloupcovy graf.
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8. INFLACE A VKLADY

Penize diky inflaci pribézné ztraci na hodnoté. Ale o kolik? Je to hodné nebo malo? Ma smysl se
tim trapit? UkaZeme si, jak ndm na tyto otazky pomize odpovédét Excel.

Zadani:

e Vroce 2000 jste si dali 10 000,- pod polstar. Jaka bude hodnota téchto penéz nyni?

e Jaka bude hodnota penéz v pripadé, Ze jste dali penize na bankovni ucet s irokem 1%?

o Penize jste investovali do pozemku, ktery se troc¢i o 6% roc¢né. Jaka bude nyni jejich
hodnota?

T 7

Komentar: pri polstarovém ukryti 10 000,- se hodnota penéz snizZuje s inflaci. Pro vypocet
jednotlivych rokl pouZijeme vzorec, ktery roztdhneme ptes vSechny sledované roky.

o H+1=(H/(H* (100+INFLACE - U)*0.01)) * H

Kde H je hodnota penéz pro dany rok, H+1 je hodnota penéz v dalsim roce a U je velikost
zuroceni (0%, 1%, 6%). Vyvoj hodnoty penéz vidime na obrazku.



3 Rok Inflace Hodnota penéz Urok 1% Urok 6%
4 | Start 10000 10000 10000
5 2000 3.9 9625 9718 10215
] 2001 4,7 9193 9371 10350
7 2002 1.8 9030 9297 10804
) 2003 0,1 9021 9381 11481
9 2004 2,8 8775 9215 11361
10 2005 1,9 8611 9133 12368
11 2006 2,5 8401 8998 12817
12 2007 2,8 8172 8839 13241
13 2008 6,3 7688 8394 13201
14 2009 1 7612 83594 13896
15 2010 1,5 7300 8352 14551
16 2011 2,2 7339 8253 15126

=
=l

Zadani 2:

o Vroce 2000 jste si zacali ukladat kazdy rok 1000,- pod polstat. Jaka je hodnota téchto
penéz nyni?

e Vroce 2000 jste si zacali ukladat kazdy rok 1000,- na bankovni konto s irokem 3%. Jaka
je hodnota téchto penéz nyni?

Komentar: priklady vedou na podobnou myslenku jako predchazejici dloha. Jediny rozdil je

v

v pocatecni Castce 0,- a pravidelném prirtstku 1000,-.
e H+1=((H+V)/ ((H+V) * (100+INFLACE - U)*0.01)) * (H+V)

Kde H je hodnota penéz pro dany rok, H+1 je hodnota penéz v dalsim roce, U je velikost zuroceni
(0%, 3%) a V je vySe vkladu (1000,-). Priklady je mozné doplnit i diskusi o vyhodnosti riiznych
typi investic (banky, nemovitosti atp.).

3 Rok Inflace Vklad pod polstai Vklad, 3% arok Vloieno
4 | Start ] 1]

3 2000 3.9 962 991 1000
5] 2001 4,7 1874 1958 2000
7 2002 1.8 2823 2994 3000
a8 2003 0,1 3819 4113 4000
9 2004 2.8 4688 5123 5000
10 2005 1,9 5582 6191 6000
11 2006 2.5 6421 7227 J000
12 2007 2.8 7219 8243 8000
12 2008 6,3 7732 8948 9000
14 2009 1 86460 10151 10000
15 2010 1,5 9502 11321 11000
16 2011 2,2 10277 12420 12000
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