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Teorie grafu

Poznamky pro ucitele
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Teorie grafii - poznamky pro ucitele

Tato sbirka poskytne naméty aktivity, které studentlim prezentuji formou hadanek zaklady teorie
graf(. Studentlim predloZzime hadanky ¢i problémy, které se pokusi vyresit. Nasledné ukazeme reseni
a ilustrumeme, jak ndm pfi ném mohou pomoci grafy.

Doporuceny pribéh cviceni
Hadanky ve sbirce maji vzestupnou obtiZznost. Doporuceny priibéh cviceni:

1. Zaddani hadanky
2. Prezentace reseni studentl
3. Rozbor feseni s vyuzitim grafd

Seznam uloh a piredstavenych konceptii

e Demockologie (eulerovska cesta)
o Domecky
o Prochazka po platénskych télesech

e Bludisté (reprezentace, komponenta grafu)
o Trojrozmérné bludisté
o Bludisté s dvefmi
o Neprlichodné bludisté
o Neprichodné bludisté 2

e Stavové prostory (stavovy prostor, prichod do Sifky, do hloubky)
o VIk, koza zeli
o Kanibalové a misionafi
o Zarlivi muzi
o Velka vyprava
o Zranéni muzi

e Hledani algoritmu (reprezentace problému v PC, stavovy prostor, prlichod do Sifky, fronta)
o Bludisté
o Sokoban



Domeckologie

Typ: individualni aktivita

Predpoklady: zadné

Narocnost: vyresit: 5 — 10 minut, najit princip: 10 — 15 minut
Zaméreni: zakladni pojmy teorie graf(, eulerovska cesta
Material: okopirované zadani

Prabéh:
Studentlm rozdame zadani a vysvétlime jej: zkuste nakreslit domecky na obrazku. Které z nich Ize
nakreslit jednim tahem? Které z nich lze nakreslit uzavienym tahem (skonéime tam, kde jsme zacali)?
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Redeni vede na tzv. postakdv problém. Tedy jak ma projit postak véemi ulickami (hranami), aby

eni:
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roznesl postup, ale neprochdzel zddnou dvakrat. Obecné pravidlo, které musi platit, aby mél graf
postakovu cestu zni: vSechny vrcholy v grafu maji sudy stupen, anebo v grafu existuji pravé dva
vrcholy s lichym stupném. Stupen vrcholu je pocet hran, ktera z vrcholu vedou. Jak takové reseni
nalézt?

Zac¢neme ve vrcholu lichého stupné (pokud takovy neni, zacneme v libovolném vrcholu) a délame tah
libovolnym zplisobem. Jakmile se zasekneme (tah jiz nelze dale prodlouzit), dosli jsme do druhého
vrcholu s lichym stupném. Pokud existuji doposud nenavstivené hrany, vybereme si libovolny vrchol,
ze kterého vede nenavstivena hrana, a z néj zacneme dalsi "vnoreny" tah. JelikoZ tah nemuZze nikde
skoncit (oba liché vrcholy jiz jsme ,vyCerpaly”), tah se nam po case vrati do vrcholu, ze kterého jsme
zacali. Tedy vnoreny tah miZeme jednoduse napojit na pavodni tah. Takto postupujeme dokud
existuji nenavstivené hrany.

Postak

Typ: individuaIni aktivita

Predpoklady: Zadné

Narocnost: vyresit: 3-5 minut

Zaméreni: zakladni pojmy teorie graf(, eulerovska cesta
Material: okopirované zadani

Prabéh:

Studentlm rozddame zadani a preéteme legendu: postak pfi roznosu posty obchazi v méstské ¢asti
Brno-stfed pravidelnou trasu. Je mozné ji projit trasu z ulice PoStovska tak, aby kazdou ulici sel postak
pravé jednou? Zvyraznéné jsou ulice, které postak pfi obchizce musi navstivit.



Reseni:

Nejprve si Ulohu prekreslime do formatu grafu. Poté ovéfime stejné jako u domeckologie, zda maji
vSechny vrcholy sudy stupen. Protoze skutecné vSechny vrcholy sudy stupen maji, musi v grafu
existovat cesta, ktera navstivi vSsechny hrany a vrati se do vychoziho vrcholu.
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Prochazka po Platonskych télesech

Typ: individudlni aktivita

Predpoklady: Zadné

Narocnost: vyresit: 15— 20 minut

Zaméreni: zakladni pojmy teorie grafd, eulerovska cesta
Material: okopirované zadani

Prabéh:

Studentlim rozdame zadani a pre¢teme jednoduchou legendu: mravenec se rozhodl udélat si vylet po
vsech péti platdnskych télesech (pravidelné mnohostény). Pfi prochazce chce navstivit vsechny
vrcholy, kazdy z nich pravé jednou a chce vZdy skoncit svou cestu tam, kde zacne. Cestuje pouze po
hrandch. Existuje takova cesta pro vSechna platonska télesa?
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VSechna télesa maji feSeni
Reseni:
Uloha je stejna jako v ptipadé domeckologie. Hlavnim trikem je prekreslit si graf do plochy a v ni jej
vyresit.

Nepriichodné bludisté

Typ: individualni aktivita

Predpoklady: Zadné

Narocnost: lehka, 5 - 10 minut

Zaméfeni: zakladni pojmy teorie graf,, komponenta souvislosti
Material: okopirované zadani

Priabéh:

Studentlm rozddme namnoZené zadani a vysvétlime princip: radi bychom nasli spojnici mezi dvémi
oznaéenymi misty. Takovd cesta viak bohuZel neexistuje. Mdme viak k dispozici krompaé! Ukolem je
tedy najit zed, po jejimz prokopdni bude mozné spojit vyznacené body. Mozné feseni je pouze jedno.

Reseni:

Hlavni trik této hadanky spociva v nalezeni souvislych ¢asti bludisté. Tedy téch, kam se dostaneme ze
startu bez prokopani jediné zdi. Toho snadno docilime pomoci funkce floodfill. Po vybarveni vidime,
Ze misto, kde staci prokopat zed pouze jednou je jen jedno.

Nepriichodné bludisté 2
Typ: individualni aktivita
Predpoklady: Zadné

Narocnost: stredni, 15 minut



Zameéreni: zakladni pojmy teorie grafli, komponenta souvislosti
Material: okopirované zadani

Prabéh:

Studentlim rozddme namnoZené zadani a vysvétlime princip: Radi bychom nasli spojnici mezi dvémi
oznacenymi misty. Takova cesta bohuzel neexistuje. Mame vsak k dispozici krompac! Kopat vsak
mUzZeme pouze v mistech oznacenych pismenem. Kudy vede cesta, ktera vyZaduje nejmensi pocet
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Reseni:

V prvnim kroku si opét obarvime souvislé ¢asti bludisté. Kazdou ¢ast pak mizZeme reprezentovat jako
vrchol a spojit ji s ostatnimi sousedy. V takto zjednoduSeném grafu snadno nalezneme nejkratsi
cestu.

Trojrozmérné bludisté

Typ: individualni aktivita

Predpoklady: Zadné

Narocnost: stfedni, 15 — 20 minut

Zaméfeni: zakladni pojmy teorie graf, komponenta souvislosti
Material: okopirované zadani

Pribéh:

Rozdejte studentlim namnozené bludisté a vysvétlete princip: bludisté na obrazku je ¢tyfpatrové. V
mistech oznacenych Sedymi ¢tverci jsou Zebriky, které vedou o patro nahoru. Horni konce Zebfikud
jsou oznaceny koleckem. Po Zebficich se smi chodit obéma sméry. Kolikrat nejméné musime lézt po
Zebtiku, abychom se dostali z vchodu v prvnim patfe do vychodu ve ¢tvrtém patre?



Resen

V prvnim kroku si vyzna¢ime souvislé ¢asti bludisté pomoci funkce floodfill. Tyto ¢asti budeme
reprezentovat jako vrcholy v grafu. Spojime ty vrcholy, mezi kterymi vede v bludisti Zebfik. V takovém
grafu snadno nahlédneme nejkratsi cestu do cile (A-H-K-F-I-M-P).

Bludisté s dvermi

Typ: individualni aktivita

Predpoklady: zadné

Narocnost: tézka, 20 minut

Zaméfeni: zakladni pojmy teorie graf(, reprezentace grafu, stavovy prostor
Material: okopirované zadani



Priabéh:

Studenlm rozdame zadani a vysvétlime princip bludisté: bludisté obsahuje uzaviené dvere,
predstavované obdélnicky. Volna pismena predstavu;ji klice. Na otevreni dvefi potfebujeme pfislusny
kli¢, jakmile jednou dvefe oteviete, u? zdstanou porad otevieny. Ukolem je dostat z mista, kde je
cerna tecka, ven z bludisté. Najdéte takovou cestu, pfi které je potfeba oteviit nejmensi mozny pocet
dvefi.

Redeni:
Ulohu si zjednodus$ime prekreslenim do grafu. Do vrchol(l zapi$eme kli¢e v pFisluiné mistnosti, hrany
oznadi dvere a potrebny kli¢ k otevieni. Z obrazku jsou vynechany nepfistupné mistnosti. Tento graf

projdeme do Sifky (druhy obrazek). Vrcholy reprezentuji aktualni stav: horni fadek znaci jiz oteviené
dvere, spodni fadek znaci dostupné klice. V tomto grafu snadno najdeme nejkratsi cestu k vychodu.
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VIK, koza, zeli

Typ: individuaIni aktivita

Predpoklady: Zadné

Narocnost: stredni, 10 - 20 minut

Zaméfeni: stavovy prostor, vhodna reprezentace, prohledavani do Sirky
Material: okopirované zadani

Prabéh:

Studentlm precteme zadani, pfipadné nakreslime na tabuli pomoci schématu: prevoznik chce
prevézt pres feku hlavku zeli, kozu a vlka. Do lodky se vejde pouze prevoznik a jeden spolucestujici
(hlavka zeli je opravdu velkd). Necha-li prevoznik na brehu samotnou kozu a zeli, koza zeli seZere.



Necha-li na bfehu samotného vlka a kozu, vlk seZere kozu. Jak se miZe prevoznik dostat na druhy
breh i s celym ndkladem?

Reseni:

Studenti budou resit tlohu prochazenim moznych kombinaci. Na to miZeme navazat rozborem vsech
reSeni hry (viz obrazek). Kazdy vrchol reprezentuje jeden stav ulohy, délici ¢ara rfeku a Ctyfi pismena
Ctyfi pasazéry. Celému grafu fikdme stavovy prostor. Pro Uplnost uvadime také chybné tahy, které
vedou k poruseni pravidel (Sedé vrcholy). Vidime, zZe stavovy prostor tlohy je pomérné maly, diky
neuntuitivnosti nékterych tah( vsak maze presto byt Uloha naroc¢na.

Na ulohe je moZné navazat serii otazek tykajicich se hledani reSeni podobnych hadanek za pomoci
pocitacového programu. Naptiklad:

e Jak stav ulohy zapsat v pocitaci?

e Jak prochdzet stavovy prostor sytematicky?

e Jak ndm v tom pomuze fronta nebo zasobnik?
e Jak poznat, Ze jsme Ulohy vyfeSily?

VIk, koza a zeli
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Kanibalové a misionari

Typ: individuaIni aktivita

Predpoklady: Zadné

Narocnost: stfedni, 10 - 20 minut

Zaméfeni: stavovy prostor, vhodna reprezentace, prohledavani do Sirky
Material: okopirované zadani

Prabéh:
Studentlim precteme zadani, pfipadné nakreslime na tabuli pomoci schématu: tfi misionari se vydali



na osvétovou misii a jako privodce maiji tfi kanibaly. Potfebuji pfekonat feku, ovsem lodka uveze
nejvyse dva lidi. Kanibalové zatim nejsou dostatec¢né poznamendni misionarskou osvétou, takze
pokud se kdykoli vyskytne na jednom misté vice kanibal( neZ misionarQ, budou misionati snézeni.
Jinak vSak kanibalové spolupracuji a udélaji, co jim misionari feknou. Jak se mlzZe celd skupina dostat
na druhy breh?

Problém mlzeme dale zkomplikovat. Co kdyZ umi padlovat pouze jeden z misionar( a jeden z
kanibal(? Co kdyZ bude misionail a kaniball vice nez po tfech? Je tloha resitelna?

Reseni:
Hadanka vede stejné jako ,vlk koza zeli“ k analyze stavového prostoru ulohy. Vhodné pro zamysleni
nad hleddnim fesSeni pomoci pocitacového programu.

Zarlivi muzi

Typ: individualni aktivita

Predpoklady: Zadné

Narocnost: stredni, 10 - 20 minut

Zaméfeni: stavovy prostor, vhodna reprezentace, prohledavani do Sitky
Material: okopirované zadani

Priabéh:

Studentlm precteme zadani, pfipadné nakreslime na tabuli pomoci schématu: tfi manzelské pary
vyrazily na vylet. Opét potrebuji pfekonat feku pomoci lodky, do které se vejdou nejvyse dva lidé.
Problém tentokrat tkvi v tom, Ze vSichni muzi jsou désné Zarlivi. Muz nikdy nechce nechat svou Zeny
ve spolecnosti dalSiho muZe bez svého dozoru (a to ani kdyby u toho byli jini lidé). Co kdyz bude vice
parli nez tfi? Je Uloha resitelna? Pomze, kdyZ je uprostred reky ostrov?

Redeni:
Hadanka vede stejné jako ,vlk koza zeli“ k analyze stavového prostoru ulohy. Vhodné pro zamysleni
nad hleddnim feseni pomoci pocitacového programu.

Velka vyprava

Typ: individualni aktivita

Predpoklady: Zadné

Narocnost: stfedni, 10 - 20 minut

Zaméfeni: stavovy prostor, vhodna reprezentace, prohledavani do Sitky
Material: okopirované zadani

Prabéh:

Studentlim precteme zadani, pfipadné nakreslime na tabuli pomoci schématu: tentokrat dorazila k
fece opravdu zajimava vyprava: otec, matka, dva synové, dvé dcery, policista a zlodéj. K dispozici je
opét lod, ktera uveze dvé osoby. Navic mame celou fadu omezeni:

e Otec nemuZe byt sdm ani s jednou dcerou bez pritomnosti matky.
e Matka nemUzZe byt sama ani s jednim synem bez pfitomnosti otce.



o Zlodéj nesmi byt s nikym z pfislusnikl rodiny bez pfitomnosti policisty.
e Pouze otec, matka a policista umi padlovat.

Reseni:
Hadanka vede stejné jako ,vlk koza zeli” k analyze stavového prostoru ulohy. Vhodné pro zamysleni
nad hledanim feseni pomoci pocitacového programu.

Zranéni muzi

Typ: individualni aktivita

Predpoklady: Zadné

Narocnost: stfedni, 10 - 20 minut

Zaméfeni: stavovy prostor, vhodna reprezentace, prohledavani do Sirky
Material: okopirované zadani

Prabéh:

Studentlm precteme zadani, pripadné nakreslime na tabuli pomoci schématu: v posledni Uloze o
prekonani reky nevyuzivdme lodku, ale most. Na jedné strané mostu jsou ¢tyfi ranéni muzi. Je tma a
most je rozbity, takZze po mosté mohou jit nanejvys dva soucasné a potrebuji k tomu baterku, kterou
ovsem maji pouze jednu. Baterku nemohou hazet. Mira zranéni se lisi, takZze pfechod mostu trva
kazdému muzi jinou dobu: 5 min, 10 min, 20 min a 25 min. Pokud jdou dva spole¢né, jdou
samoziejmé tempem pomalejsiho. Je docela jednoduché najit postup, jak se mohou vsichni dostat
na druhou stranu za 65 minut. Ukolem viak je najit lepsi Fedeni -- jde to totiZ i za 60 minut.

Reseni:
Hadanka vede stejné jako ,vlk koza zeli“ k analyze stavového prostoru ulohy. Vhodné pro zamysleni
nad hleddnim feseni pomoci pocitacového programu.

Hledani algoritmu: Bludisté

Typ: individualni aktivita

Predpoklady: Zadné

Narocnost: tézka, 20 - 30 minut

Zaméfeni: stavovy prostor Ulohy, vhodna reprezentace, algoritmické mysleni
Material: okopirované zadani

Priabéh:

Studentlim precteme zadani a ddme jim c¢as na rozmyslenou. Poté zahajime diskusi na téma
nejvhodnéjsi reseni. V jejim pridbéhu mizeme studentlim poddvat napovédy, aby na vysledné reseni
prisli z vlastni iniciativy (napfiklad jak vyuZit frontu, co je to stavovy prostor hry atp.). Na zavér
shrneme jeden z mozZnych postupd.

Reseni:

o Bludisté zapiSeme v pocitaci pomoci textového formatu (viz obrazek)
e Stav hry definujeme pomoci pozice panacka v bludisti (souradnice [x,y])
e  Bludisté prochazime do Sirky za vyuziti fronty



e Pomoci dvourozmérného pole si pamatujeme jiz navstivené stavy a ty do fronty znovu
nepfidavame

v

e Zadani bludisté ma reseni, pokud nalezeneme stav, kdy se panacek nachazi u vychodu
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Hledani algoritmu: Konikova cesta

Typ: individualni aktivita

Predpoklady: zadné

Narocnost: tézka, 20 - 40 minut

Zaméfeni: stavovy prostor Ulohy, vhodna reprezentace, algoritmické mysleni
Material: okopirované zadani

Pribéh:

Studentlm precteme zadani a ddme jim ¢as na rozmyslenou. Nasledné jim podavame rizné
napovédy (napfiklad jak vyuzit frontu, co je to stavovy prostor hry atp.). Na zavér usporadame diskusi
nad moznymi fesenimi tlohy a shrneme jeden z moznych zplsob( feseni.

Reseni:

e Hadanku lze prevést na graf, ktery reprezentuje policka a povolené skoky konicka
e Hledani feSeni poté odkazuje na nalezeni cesty v grafu, kterd navstivi vSechny vrcholy
o Ulohu viak Ize Fesit i bez vyuZiti grafové reprezentace
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e Hadanku zapiSeme v pocitaci pomoci textového formatu

e Stav hry definujeme pomoci Sachovnice jiz navstivenych stavd a aktualni pozice

o Zkazdého stavu pfidame do fronty vSechny potencialni nasledniky, tedy stavovy prostor
prozkoukdavame do Sitky

e Zadani ma feseni, pokud navstivime viechna policka Sachovnice



Hledani algoritmu: Sokoban

Typ: individualni aktivita

Predpoklady: zadné

Narocnost: tézka, 30 - 50 minut

Zaméfeni: stavovy prostor Ulohy, vhodna reprezentace, algoritmické mysleni
Material: okopirované zadani

Pribéh:

Studentlm precteme zadani a ddme jim ¢as na rozmyslenou. Nasledné jim podavame rizné
napovédy (napfiklad jak vyuzit frontu, co je to stavovy prostor hry atp.). Na zavér uspofadame diskusi
nad moznymi fesenimi tlohy a shrneme jeden z moznych zplsob( feseni.

Reseni:

e Zadani Sokobanu zapiSeme v pocitaci pomoci textového formatu

e Stav hry zapiSeme pomoci textového zapisu aktualniho rozestavéni beden a pandcka (viz
obrazek)

e Mozné stavy hadanky prochazime do Sirky

e Pomoci asociativniho pole si pamatujeme jiZ navstivené stavy a znovu je nenavstévujeme

e Zadani ma feseni, pokud pfi prichodu stavového prostoru nalezneme konfiguraci, kdy jsou
vSechny bedny na cilovych pozicich
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Zdroje
1. Jakto vyresit, Radek Pelanek, 2010



