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Výhled

pravděpodobnost

náhodná č́ısla

lineárńı regrese

detekce shluk̊u



Dnes

lehce nesourodá směs úloh souvisej́ıćıch s
pravděpodobnost́ı

p̌ripomenut́ı, souvislosti

krátké programy, realizovatelné i v tabulkovém editoru

základńı myšlenka: využit́ı jednoduchých simulaćı a analýz
pro lepš́ı pochopeńı abstraktńıch matematických pojmů

”
kostky“



Pojmy

pravděpodobnost, podḿıněná pravděpodobnost,
nezávislost

sťredńı hodnota, rozptyl, směrodatná odchylka

distribučńı funkce

normálńı distribuce



Normálńı distribuce

Wikipedia



Normálńı distribuce

f (x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2

µ – pr̊uměr

σ – standardńı odchylka



Monty Hall Problem

troje dvěre, za jedněmi z nich je poklad, ćılem je naj́ıt
poklad

vyberete jedny dvěre

já otev̌ru jedny z nevybraných dvěŕı, za kterými neńı
poklad

vy nyńı můžete z̊ustat u své volby nebo změnit své
rozhodnut́ı

co je rozumné udělat?

z̊ustat u své volby
změnit rozhodnut́ı
je to úplně jedno (můžeme se rozhodnout náhodně)



Monty Hall Problem: řešeńı

je výhodněǰśı změnit rozhodnut́ı:

z̊ustat u své volby: 33 %
změnit rozhodnut́ı: 66 %
rozhodnout se náhodně: 50 %

problém známý t́ım, že i mnoho matematik̊u se v něm
snadno splete



Využit́ı simulace

pro vybudováńı intuice (lepš́ı pochopeńı) se hod́ı simulace

Monty Hall – velmi jednoduché využit́ı simulace

užitečný obecný princip



Monty Hall: experimentálně

implementujte simulátor hry

vyzkoušejte strategie
”
z̊ustat p̌ri původńım rozhodnut́ı“,

”
změnit rozhodnut́ı“,

”
náhodně měnit rozhodnut́ı“

experimentálně vyhodnot’te úspěšnost strategíı v dlouhém
běhu

alternativa: jiný, podobný úkol



Náhodná č́ısla

aplikace:

poč́ıtačové hry, loterie
kryptografie
vědecké výpočty, simulace

zdroje:

”
pseudonáhodná č́ısla“ – běžné random(),

”
deterministické s chaotickým chováńım“

”
opravdová náhoda“ – nap̌r. atmosférický tlak,
www.random.org



Co to jsou náhodná č́ısla?

”
Házeńı kostkou“ – č́ısla 1-6

Která z následuj́ıćı posloupnost́ı je v́ıce pravděpodobná?

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6

1 5 2 3 4 6 2 3 3 1 2 4

Obě maj́ı stejnou pravděpodobnost (1
6
)12
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Úkol: (ne)náhodné posloupnosti

máte k dispozici několik posloupnost́ı č́ısel

”
hody kostkou“ ∼ celá č́ısla 1 až 6

určete, které z nich jsou
”
nenáhodné“ a proč

co to znamená, že posloupnost je
”
náhodná“?



Testováńı náhodnosti



Testováńı náhodnosti

nenáhodná posloupnost:

predikovatelná – dokážete p̌redpovědět daľśı č́ıslo (lépe
než náhodným tipem)?
zdroje nenáhodnosti nap̌r. zkresleńı, korelace, vzory,
periodicita

existuj́ı rozsáhlé sady test̊u náhodnosti

vztah statistické testy



Testováńı náhodnosti: frekvence

Frekvence č́ısel ve 300 hodech

1 2 3 4 5 6

očekávané 50 50 50 50 50 50
série 1 49 50 48 51 52 50
série 2 56 45 43 62 44 50
série 3 52 71 66 34 30 48

Odpov́ıdá to náhodnému generováńı?



Testováńı náhodnosti: Ch́ı kvadrát test

Oi – očekávaný počet

Pi – pozorovaný počet

S =
∑6

i=1
(Pi−Oi )

2

Pi

S – pro velké n má p̌ribližně χ2-rozložeńı o 5 stupńıch
volnosti

χ2(k) =
∑k

i=1 Z
2
i

kde Zi má standardńı normálńı rozděleńı

test: urč́ıme p-hodnotu χ2(5) pro S , pokud p̌ŕılǐs malá –
zaḿıtnout



Ch́ı kvadrát

Wikipedia



Centrálńı limitńı věta

zjednodušeně:

nezávislé a identicky rozložené proměnné

vzorky velikosti n

pro velké n je pr̊uměr vzorku p̌ribližně normálně rozložen
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Centrálńı limitńı věta: p̌ŕıklad

hody (férovou) kostkou
vzorky velikosti 100
z nich vypoč́ıtám pr̊uměr
počet vzork̊u 10000
jak vypadá distribuce pr̊uměr̊u?
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Centrálńı limitńı věta: poznámky

umožňuje modelovat mnoho
”
neznámých vliv̊u“ pomoćı

normálńı distribuce

typický p̌ŕıklad – šum v datech (chyba mě̌reńı):

p̌redpokládáme, že šum je výsledkem mnoha d́ılč́ıch vliv̊u
modelujeme pomoćı normálńı distribuce

pozor na:

p̌redpoklad
”
nezávislé a identicky rozložené“

plat́ı pro aritmetický pr̊uměr (
”
aditivńı“ veličiny)

rychlost konvergence záviśı na výchoźı distribuci



Centrálńı limitńı věta: p̌ŕıklady kostky

Ka = zat́ıžená kostka, která preferuje vyš̌śı č́ısla
(pravděpodobnost úměrná počtu teček)
Kb = inverzně zat́ıžená kostka

Jak to dopadne (rozmyslete
”
teoreticky“, udělejte simulaci):

hody kostkou Ka

pro každý hod náhodně vybereme jednu z kostek Ka, Kb

náhodně vybereme jednu z kostek Ka, Kb a tou háźıme
všechna č́ısla ve vzorku

Věnujte pozornost tvaru výsledné distribuce, pr̊uměru i
směrodatné odchylce.



Bayesova věta

pojmy:

Bayesova věta

prior, posterior

likelihood – věrohodnost

Bayesovská analýza dat



Bayesova věta

P(A|B) – podḿıněná pravděpodobnost

Bayesova věta

P(A|B) =
P(B |A)P(A)

P(B)



Bayesova věta

D – pozorovaná data

Hi – hypotézy o vzniku dat

P(Hi) –
”
prior“, odhad pravděpodobnosti Hi p̌redt́ım, než

jsme viděli data

P(D|Hi) – pravděpodobnost dat p̌ri dané hypotéze

P(Hi |D) –
”
posterior“, odhad pravděpodobnosti Hi

korigovaný daty

Bayesova věta

P(Hi |D) =
P(D|Hi)P(Hi)

P(D)

P(D) =
∑

i P(D|Hi)P(Hi) – pravděpodobnost dat



Bayesova věta – klasický p̌ŕıklad

p̌redpokládejme

výskyt AIDS: 6 z 1000
spolehlivý test na AIDS:

správný výsledek 99,9 % pro ty, co maj́ı AIDS
99 % pro ty, co nemaj́ı AIDS

výsledek testu osoby X je pozitivńı

jaká je pravděpodobnost, že X má AIDS?



Bayesova věta – klasický p̌ŕıklad

hypotézy: A = AIDS, N = nemá AIDS
data: V = pozitivńı výsledek

P(A|V ) = P(V |A)P(A)
P(V |A)P(A)+P(V |N)P(N)

= 0.006·0.999
0.006·0.999+0.994·0.01 ∼ 0.38



Bayesova věta – p̌ŕıklad kostky

100 kostek, 1 falešná (samé 6), ostatńı poctivé

náhodně vytáhnu jednu kostku, 3 krát hod́ım, vždy padne
šestka

jaká je pravděpodobnost, že jde o poctivou kostku?

Vypoč́ıtejte:

vzorcem (Bayes)

simulaćı


