Matematické modelovani a systémova
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Modelovani shora

@ souhrnné proménné, abstrahovéani od jednotlivci,
lokalnich vztahi

@ model = systém rovnic

@ simulace = numerické ¥edeni té&chto rovnic



Lovec-kof¥ist: matematicky model
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Matematické modelovani

Z3akladni princip:
@ stav systému = vektor stavovych proménnych

@ chovani systému (zm&na) = rovnice nad stavovymi
promé&nnymi

Zakladni déleni:
@ diskrétni &as

@ spojity &as
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Diskrétni ¢as

Diskrétni &as

@ rekurentni rovnice

@ stavova proménnd = posloupnost X;
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Diskrétni ¢as

Fibonacciho kralici: model

(velmi zjednodudeny) model mnoZeni kraliki
X; = pocet pard kraliki
krdlici nesmrtelni

od véku 2 let se mnoZi

model:
e polatedni stav: X1 = Xp =1
@ rovnice popisujici zménu:

Xey1 = Xe + Xe1
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Diskrétni ¢as

Fibonacciho kralici: chovani

Model:
Xt+1 = Xt + Xt—l Xl = X2 =1
Test: které z nasledujiciho je explicitnim ¥eSenim?

X, = ¢t2+1 1
ve vSech pfipadech:
)
5
v ¢ =(1+v5)/2

(1+¢)
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Diskrétni ¢as

Fibonacciho kralici: chovani

Model:
Xeyr = Xe + Xeq X1=X=1

Explicitni ¥eSent:

R )
X, = NG  kde ¢ = (14 /5)/2

Simulace (= dosazen):
1,1,2 35,8, 13, 21, 34, 55, ...
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Diskrétni ¢as

Fibonacciho kralici: poznamky

@ populace roste nade viechny meze (exponencialng)
@ pouze pozitivni zpétna vazba

@ chybi korigujici negativni zpétna vazba
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Diskrétni ¢as

Logisticka rovnice: model

@ r — mira reprodukce
@ K — kapacita prostredi

@ rovnice:

Xt+1:r'Xt’(1_Xt/K)

Jak se bude model chovat pro K =1, X; = 0.2 a rlizné
hodnoty r?
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Diskrétni ¢as

Logisticka rovnice: chovani
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Diskrétni ¢as

Logisticka rovnice: Feigenbaumiv diagram
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Diskrétni ¢as

Logisticka rovnice: poznamky

@ kombinace pozitivni a negativni zp&tné vazby
@ velmi jednoduchy systém — sloZité chovani (chaos)

@ nutnost pouZiti vypoletni simulace
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Spojity &as

Spojity &as

@ motivace pouZiti spojitého Casu:
e nelze &as rozdélit na diskrétni kroky, nap¥. pfitok a odtok
vody
o jednodussi matematické zpracovani nez diskrétni ¢as

@ diferencidlni rovnice

e zaklad: ‘(% ~ ,zména hodnoty prom&nné X v ¢ase t"“
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Spojity &as

Model populace |

zména velikosti populace = polet narozeni — polet dmrti

dx
X — uX
a P

r=p-—u

dx
X
dae "



Matematické modelovani
0O0e000000000

Spojity &as

Model populace I|: chovani

Explicitni ¥eSeni diferencidlni rovnice:

X(t) = X(0)e"

exponencialni rist (pokles) — srovnej Fibonacciho kralici
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Spojity &as

Model populace Il

Podobné jako pro diskrétni logistickou rovnici:

dX X
o X-(1==
g~ XA
Explicitni ¥eSent:
K K

X - = _
(&) = T ¢~ X(0)
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Spojity &as

Numerické ¥edeni rovnic

@ explicitni obecné FeSeni — mélokdy
@ numerické Feseni:

@ priblizné ¥feSeni pro konkrétni hodnoty
e mirné nepfesné, ale pro modelovani dostate¢né
e nutno v8ak pamatovat na nepfesnost, robustnost, ...
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Spojity &as

Zakladni myslenka

(podrobngji viz pfedmé&ty na P¥F: ,Numerické metody")
numerické metody — zaloZeny na diskretizaci

¢as — intervaly délky At

v bodech t, =t + n- At po&itdme hodnoty y,

zbytek aproximujeme (nap¥. pfimkou)
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Spojity &as
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Spojity &as

Metody aproximace

hodnotu y,,1 aproximujeme s vyuZitim hodnoty y,,:
@ Eulerova metoda: pouziti diferen¢nich rovnic,
Y1 = Yn + At - f(yn, t)
@ Runge-Kutta metody (2. ¥adu, 4. ¥adu): sofistikovang&jsi
metody aproximace; vice operaci, ale o hodné presné;si
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Spojity &as

P¥esnost a vypodetni naro¢nost

zmensujici se At:
@ metody konverguji k presnému ¥eseni

@ simulace vypotetné (a tedy i &asov&) naro&n&jsi
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Spojity &as

Figure 13-5
Comparison of Euler's, 2nd-Order, and 4th-Ovder Runge-Kutta

Time Exactvale  qoill pimgekutta  Runge Kutta

{100*e -5 time ) (df = 0.025) (af = 0.05) [dt=0.1)

u] 130.000000 1C0.303030 100.000000 130.000000
0.1 05,222042 QE 032371 05, 123447 05,2293
0.2 00.483742 OC. 426732 90, 484702 00.48372
0.3 85.070798 B8E.039465 B86.072168 85.070798
0.4 81.873075 81,759333 81.874813 81.873076
0.3 77.880078 77757464 77.882143 77.880079
0.6 74.08.822 7Z.941383 74.084181 74.081823
0.7 71.468809 7C.313533 70.471427 71.46881
0.8 67.032005 6E.853223 67.034851 67.032006
0.9 63.7628.5 6z.53223 63. 765861 63.762817
1.0 61.653066 6C. 452232 60.636283 61.653068



Matematické modelovani
000000000080

Spojity &as

Neptesnosti numerickych metod a typy modeli

@ ,presné” modely, lcel predpovédi — stabilita a pfesnost
numerickych metod zasadni

@ ,hrubé" modely, Giel pochopeni/vhled — nepFesnosti
modelovani vesmés vyznamnéjsi neZ nepresnosti
numerickych metod
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Systémova dynamika

~graficky front-end” pro matematické modelovanf{

© grafické vyjadreni zakladnich vztahi
© automatické vygenerovani diferencidlnich rovnic
© doplnéni zbyvajicich rovnic a hodnot parametri

© simulace (numerické ¥eZeni rovnic)
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Priklad

porodnost umrtnost
lisek p, lisek u,

o Y

piirdstek lisek Ubytek lisek

pirGstek kralikl Ubytek kralikd
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Z3akladni prvky

Systémovy model: zakladni prvky

© zasobarny
@ toky

© parametry
©Q vztahy
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Z3akladni prvky

Pro¢?

pro¢ nepsat rovnou rovnice?

pro¢ rozdéleni na uvedené 4 kategorie?

prehlednost — snadnéjsi ndvrh, ladéni, komunikace

v modelovani omezeni miiZe byt vyhodou
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Systémova dynamika
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Zakladni prvky: priklady
zasobarna tok parametr
populace narozeni, umrti porodnost, Umrtnost,

penize na Uctu
teplota

podil na trhu

novi zakaznici

mira emigrace
trokova mira
tepelna kapacita

ndklady na reklamu,
t¢innost reklamy, kva-
lita vyrobku
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Z3akladni prvky

Zasobarny

= systémové proménné, reservoirs, stocks
= podstatna jména v modelu

@ komponenty systému, kde se néco
akumuluje

@ Ize &iseln& vyjadfrit, v Case stoupd a
klesa

@ nereprezentuje (v&tsinou)
geografickou lokalitu

@ systém zmrazeny v urcitém
okamZiku — zdsobarna ma
nenulovou hodnotu

velikost
populace
penize na
uctu
teplota

podil na
trhu
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Z3akladni prvky

Toky

= processes, flows
= slovesa v modelu

@ aktivity, které uréuji hodnotu @ narozeni,
zasobdren v ase amrti,

@ urduji zda obsah zasobarny emigrace
narista/klesa @ Uroky

@ jednosmérné i obousmérné @ ohf¥ivani,

@ systém zmraZeny v urcitém ochlazeni
okamziku — toky maji nulovou @ novi

hodnotu zakaznici
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Z3akladni prvky

Parametry

= convertors, auxilaries, system constants

@ tempo s jakym dochazi ke zméné
obsahu zasobdrny vlivem toki

@ lasto vn&jsi (exogenous) prom&nné
systému — chovani nemodelujeme

@ hodnoty — pozorovani, uvaha,
odhad

porodnost,
umrtnost

trokova
mira
tepelna
kapacita
naklady na
reklamu,
téinnost
reklamy
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Z3akladni prvky

Vztahy

= interrelationships

@ zavislosti mezi jednotlivymi &astmi systému

@ co s &m souvisi, co na &em zavisi
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Ptiklady

Lisky a kralici

porodnost umrtnost
lisek p, lisek u,

o Y

piirdstek lisek Ubytek lisek

pirGstek kralikl Ubytek kralikd
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Ptiklady

Specifikace modelu

@ pocatedni hodnoty zdsobaren (K a L)
@ hodnoty parametri (p;, pk, Uy, ux)

@ rovnice pro velikost toki:

ptibytek lisek = p;KL,

ptibytek kralikli = pK,

Ubytek lisek = uyL,

Ubytek kraliki = ux KL.
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Ptiklady

Automaticky vygenerované rovnice

zména hodnoty zasobarny = vstupni toky — vystupni toky

dL/dt = p/KL — uL
dK /dt = piK — ueKL
(Jde o Lotka-Voltera model.)
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Ptiklady

Casté problémy

toky mezi zdsobdrnami vs. ,,mimo model“
konstanty ve ¥patném ¥adu (0,05 vs. 5)
pFili§ rychlé toky

prekombinované ,skryté” rovnice
magické nepojmenované konstanty

nesmysIné jednotky, nap¥. tok ,lidé na druhou”
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Epidemie

Epidemie

zakladni modelovani epidemii:
@ predpokladdme uzav¥eny systém (,ryby v rybniku")
@ stavy: zdrava, nemocnd, odolna

@ parametry: infekénost, imrtnost, doba nemoci, doba
odolnosti

(vice o epidemiich pozdé&ji)
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Epidemie

Zakladni modely epidemie

infekénost
mira kontaktu

mira uzdraveni

infekénost

mira kontaktu mira uzdraveni

SIR model | SI

]

(7]

infekénost
mira kontaktu mira uzdraveni

SIRSmodel | § m R

mira ztraty odolnosti



Epidemie

Susceptible Fish

P¥iklady
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Death

Getting infested

i

Fatality rate

Laosing resistance

Sick Fish

Exposure Rate
Infectiousness

Contact Rate
~

Resistant Fish Recaverin

Recovery Time
Resistance Time

Pozn. Sick fish, Resistant fish — ,fronta” = rozsi¥eni zdsobdrny
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Epidemie

1: 8usceptible Fish 2: Sick Fish 3: Resistant Fish
1 1500.00
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I‘1
y \
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3
;] 2\"’\\y“"\—JE"h-ﬂ'—-h__--_
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Page 1 Days 1105 5 dub 1999

a Untitled Graph
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Demografie

Modelovani demografie

@ demografie — studium reprodukce lidskych populaci
@ typickd aplikace ,,modelovani shora*
@ relativné dobra predvidatelnost vyvoje

@ ne Uplné intuitivni, modely uzitecné

Terminologickd pozndmka: demografie £ sociologie
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Demografie

Demografie: Kvizova otazka

@ populaéni dynamika

@ zemé& s vysokou plodnosti a nizkou tmrtnosti (tj. prudky
rist populace)

@ plodnost prudce klesne na cca 2 déti/Zenu

@ jak bude vypadat vyvoj velikosti populace?

o kdy se ustdli?
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P¥iklady

Demografie
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Brazilie, CR, Japonsko, Nigérie, Rusko, USA
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Vékova pyramida

Rapid Growth
Ethiopia

108 6 420246 810

100+
95-99
90-94
85-89
80-84
75-79
70-74
65-69

55-59
50-54
45-49
40-44
35-39
30-34
25-29
20-24
1519
10-14
5-9
0-4

10 8 6
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Slow Growth Decrease
United States Italy
Birth Year
Before 1906
1906-1910
19111915
1916-1920
19211925
1926-1930
Female 1931-1935 Male
1936-1940
19411945
1946-1950
19511955
1956-1960
1961-1965
1966-1970
19711975
1976-1980
1981-1985
1986-1990
1991.1995
1996-2000
2001-2005
420246 3710 WS 6420 246310

P ST

Female

Joe McFalls (2007), Population: A Lively Introduction



P¥iklady
0000@00000000

Demografie

Vékova pyramida: Némecko

Germany's Population by Age and Sex, 2006
Age Males Females Birth Year
95+ Deficit of men, 1907

%0 World War | 1912
war casualties

8 1917
80 Deficit of Declinginbinhs, 1922
eficit of men,
75 World War Ii | World War | 1027
war casualties Decline in births, 193
I ‘economic crisis
& 1937
60 1942
55 Decline in births, 1947
World War Il 1957
50
45 1957
W0 . 1962
Post -World 1oer
35 War I -
30 baby boom
1977
» 1982
20
Long-term 1987
» fertility decline 1992
" 1997
; 2002
o

2006

800 600 400 200 0 400 600 800
Population in thousands

Joe McFalls (2007), Population: A Lively Introduction
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Russia Age Sex Structure 01.01.2022

P¥iklady
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1009000 1509000 2000000

Wikipedia: Demographics of Russia
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Demografie

Shown is the age distribution of the world population — by sex — from 1950 to 2018 and the UN Population Division’s projection until 2100.

70Milion 60 Milion 50 Milion 40 Milion 30 Milion 20 Milion 10 Miion ion Milion 30 Milion 40 Milion 50 Milion 60 Milion

5 82 Men Women
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Demografie

Modelovani demografie: Rozklad zasobaren

rozklad zasobarny na podzasobarny, kterymi elementy
sekven&né prochazi

@ populace: vé€kové skupiny
@ zaméstnanci: postaveni ve firmé&, akademické tituly
o CFC, pesticidy

@ finance: solventnost klientl
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Ptiklady

O0000000e0000

J. Sterman, Business Dynamics
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Demografie

Modelovani demografie: zakladni parametry

@ porodnost
@ Umrtnost (distribuce podle véku)

@ migrace

vvvvv

otdzka), p¥iklady:
@ Demographics Lab

https://www.learner.org/series/

the-habitable-planet-a-systems-approach-to-environmental-science/demographics-1lab/

@ Modelovani zakladnich demografickych procesi, BP Jan
Bleha


https://www.learner.org/series/the-habitable-planet-a-systems-approach-to-environmental-science/demographics-lab/
https://www.learner.org/series/the-habitable-planet-a-systems-approach-to-environmental-science/demographics-lab/
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Demografie

Porodnost a plodnost

@ porodnost (birth rate)
e podil narozenych za urdité ¢asové obdobfi
e deskriptivni statistika pfimo vypoditanad z dat
o uvadi se v promile, Cesko ~ 10 %o (posledni roky kless k
7 %0)
@ plodnost (total fertility rate)
e hypoteticky polet déti na Zenu za cely Zivot, pfi
aktualnich trendech porodnosti
o urditd forma modelu
e stabilni populace ~ 2,1
o Cesko ~ 1,6 (posledni roky klesa k 1,3)



P¥iklady
0000000000080

Demografie

Demograficky prechod

Birth/death rates

Stage 1 Stage 2 Stage 3 Stage 4

Birth rate

Natural
increase

Death rate

Time

Joe McFalls (2007), Population: A Lively Introduction
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Demografie

Demografie — dopad, kontext

dopad mj. na:
@ ekonomika
@ zdravotnictvi

o Skolstvi

dilezité faktory mj.:

@ pomér pracujicich k celkové populaci, demografickd
dividenda

@ pomér skupiny 15-25 v populaci — socidlni nepokoje
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Polya process

Polya process

@ model:
e pytel s ernymi a bilymi kameny
e tahdme kameny — pravdépodobnost, Ze vytdhneme Cerny
je pfimo umérnd podilu dosud vytazenych ¢ernych
kamen(i
@ otdzky:
e Jaky bude pomér vytazenych &ernych/bilych v
dlouhodobém horizontu?
e Co situace modeluje?
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Polya process

Black Stones

R Added
per Period
+
rtion of Black
Stones \__/\ Stones
e
)
Total Stones
Number of Added per RaD'::“”vm
Stones Period
C,
tion of White
Stones Stones
i

White Stones
Added
per Period

a

J. Sterman, Business Dynamics
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Polya process

Chovani

Poc¢ate¢ni ndhodné tahy stanovi pomér, kterého se systém
nadéle drzi (Ize dokazat téZ analyticky).

100% T T T T T

podil ¢ernych kament

10 20 30 40 50 60 70 80 %0 100
pocet vytazenych kament
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Polya process

Variace

pravdépodobnost vytaZeni je nelinedrné zavisla na poméru
kamend = pomér konverguje k 0 nebo 1

100%

100% T T T 80%
tinedri
nelinearmi
o =)
2
5 oou |- E g
§ E
g T 60%
2 g
E =
g 2
L 4 5
E 3 )
3 3 0%
s g
G 0w - 4
g
5
8
3
-4 20%
3
20% [ 4
g
a
L L L L 0% T
0% 200 a0 60% a0 100% 10 20 30 40 50 60 70 80 % 100

podil éernych kament pocet vytaZenych kamen(



Polya process

Polya

P¥iklady
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process: komentare

lock-in: systém se zamkne do urdité konfigurace, aniz by k
tomu byl specificky ddvod

systém Fizeny pozitivni zpétnou vazbou

o osudu rozhoduji ndhodné vychylky na polatku

existence ¥adu neni diky nahodg, je zaruéena pozitivni
zpétnou vazbou

pFiklady?
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Polya process

Polya process: priklady

typicky pfiklad: dvé firmy soutéZi o dominanci na trhu se
stejnym produktem

@ videokazety: VHS X Betamax
o Wintel
@ Facebook vs MySpace

e QWERTY
@ Silicon Valey
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Svét sedmikrasek

Hypotéza Gaia

Hypotéza Gaia (James Lovelock)

Zivé hmota na planeté Zemi funguje jako jeden organismus
udrzujici si vhodné podminky pro Zivot.
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Svét sedmikrasek

Svét sedmikrasek (Daisy world)

—

Ugel modelu
Podpora teorie Gaia.

Z3kladni myslenka modelu

Hypoteticky svét obihajici slunce, jehoZ teplota roste a ktery je
schopen &aste¢né regulovat svou teplotu.
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Svét sedmikrasek

Svét sedmikrasek

@ lerné a bilé sedmikrasky
@ rist zavisly na teploté&, riistova krivka = parabola
@ Cerné absorbuji svétlo

@ bilé svétlo odrazi
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Svét sedmikrasek

Svét sedmikrasek

udf-@m

f }W Sular Enengy [SW)
Hadlsxed Hest (L)

Incoming Solar Radiation (short-wavyelength)
= Reflected Short-Wavelength Radiation
—™_—% Emitted Long-Wavrelength Badiation {heat)



Svét sedmikrasek

P¥iklady

Svét sedmikrasek: regulaéni mechanismus
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Daisyworld
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Chovani modelu
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Chovani: ptekvapiv& stabilni, dosahuje homeostasis (schopnost
udrZovat rovnovahu pomoci regulagnich mechanism)
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Shrnuti

pohled shora: sumarni promé&nné, rovnice popisujici zménu
matematické modelovani: diskrétni, spojité
numerické ¥eSeni diferencialni rovnic

systémova dynamika: graficka nadstavba

priklady: lovec a kofist, epidemie, Polya process,
demografie, Svét sedmikrasek
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