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Modelováńı shora

souhrnné proměnné, abstrahováńı od jednotlivc̊u,
lokálńıch vztahů

model = systém rovnic

simulace = numerické řešeńı těchto rovnic
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Lovec-kǒrist: matematický model

dL

dt
= plKL− ulL

dK

dt
= pkK − ukKL

(Lotka-Voltera model)
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Lovec-kǒrist: systémový model
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Matematické modelováńı

Základńı princip:

stav systému = vektor stavových proměnných

chováńı systému (změna) = rovnice nad stavovými
proměnnými

Základńı děleńı:

diskrétńı čas

spojitý čas
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Diskrétńı čas

Diskrétńı čas

rekurentńı rovnice

stavová proměnná = posloupnost Xt
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Diskrétńı čas

Fibonacciho kráĺıci: model

(velmi zjednodušený) model množeńı kráĺık̊u

Xt = počet pár̊u kráĺık̊u

kráĺıci nesmrtelńı

od věku 2 let se množ́ı

model:

počátečńı stav: X1 = X2 = 1
rovnice popisuj́ıćı změnu:

Xt+1 = Xt + Xt−1
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Diskrétńı čas

Fibonacciho kráĺıci: chováńı

Model:

Xt+1 = Xt + Xt−1 X1 = X2 = 1

Test: které z následuj́ıćıho je explicitńım řešeńım?

Xt =
φt + 1

2
− 1

Xt =
φt − (1− φ)t√

5

Xt =
t · (1− φ)

(1 + φ)

ve všech p̌ŕıpadech:

φ = (1 +
√

5)/2
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Diskrétńı čas

Fibonacciho kráĺıci: chováńı

Model:

Xt+1 = Xt + Xt−1 X1 = X2 = 1

Explicitńı řešeńı:

Xt =
φt − (1− φ)t√

5
, kde φ = (1 +

√
5)/2

Simulace (= dosazeńı):
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...
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Diskrétńı čas

Fibonacciho kráĺıci: poznámky

populace roste nade všechny meze (exponenciálně)

pouze pozitivńı zpětná vazba

chyb́ı koriguj́ıćı negativńı zpětná vazba
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Diskrétńı čas

Logistická rovnice: model

r – ḿıra reprodukce

K – kapacita prosťred́ı

rovnice:
Xt+1 = r · Xt · (1− Xt/K )

Jak se bude model chovat pro K = 1,X1 = 0.2 a r̊uzné
hodnoty r?
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Diskrétńı čas

Logistická rovnice: chováńı
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Diskrétńı čas

Logistická rovnice: Feigenbaumův diagram
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Diskrétńı čas

Logistická rovnice: poznámky

kombinace pozitivńı a negativńı zpětné vazby

velmi jednoduchý systém – složité chováńı (chaos)

nutnost použit́ı výpočetńı simulace
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Spojitý čas

Spojitý čas

motivace použit́ı spojitého času:

nelze čas rozdělit na diskrétńı kroky, nap̌r. p̌ŕıtok a odtok
vody
jednoduš̌śı matematické zpracováńı než diskrétńı čas

diferenciálńı rovnice

základ: dX
dt ∼ ”

změna hodnoty proměnné X v čase t“
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Spojitý čas

Model populace I

změna velikosti populace = počet narozeńı – počet úmrt́ı

dX

dt
= pX − uX

r = p − u

dX

dt
= rX
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Spojitý čas

Model populace I: chováńı

Explicitńı řešeńı diferenciálńı rovnice:

X (t) = X (0)ert

exponenciálńı r̊ust (pokles) – srovnej Fibonacciho kráĺıci
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Spojitý čas

Model populace II

Podobně jako pro diskrétńı logistickou rovnici:

dX

dt
= r · X · (1− X

K
)

Explicitńı řešeńı:

X (t) =
K

1 + ce−rt
, c =

K

X (0)
− 1
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Spojitý čas

Numerické řešeńı rovnic

explicitńı obecné řešeńı – málokdy

numerické řešeńı:

p̌ribližné řešeńı pro konkrétńı hodnoty
ḿırně nep̌resné, ale pro modelováńı dostatečné
nutno však pamatovat na nep̌resnost, robustnost, ...
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Spojitý čas

Základńı myšlenka

(podrobněji viz p̌redměty na PřF:
”
Numerické metody“)

numerické metody – založeny na diskretizaci

čas – intervaly délky ∆t

v bodech tn = t + n ·∆t poč́ıtáme hodnoty yn

zbytek aproximujeme (nap̌r. p̌ŕımkou)
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Spojitý čas
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Spojitý čas

Metody aproximace

hodnotu yn+1 aproximujeme s využit́ım hodnoty yn:

Eulerova metoda: použit́ı diferenčńıch rovnic,
yn+1 = yn + ∆t · f (yn, t)

Runge-Kutta metody (2. řádu, 4. řádu): sofistikovaněǰśı
metody aproximace; v́ıce operaćı, ale o hodně p̌resněǰśı
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Spojitý čas

Přesnost a výpočetńı náročnost

zmenšuj́ıćı se ∆t:

metody konverguj́ı k p̌resnému řešeńı

simulace výpočetně (a tedy i časově) náročněǰśı
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Spojitý čas
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Spojitý čas

Výběr metody: doporučeńı

Runge-Kutta metoda – nevhodná pro modely s
diskrétńımi prvky, na čistě spojitých lepš́ı než Eulerova

Eulerova metoda – nep̌resná u model̊u s
vysokofrekvenčńımi oscilacemi

volba diskrétńıho kroku δt:

maximálně polovina minimálńıho intervalu vyskytuj́ıćıho
se v modelu
vyzkoušet simulaci pro r̊uzné hodnoty δt
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Spojitý čas

Nep̌resnosti numerických metod a typy model̊u

”
p̌resné“ modely, účel p̌redpovědi – stabilita a p̌resnost

numerických metod zásadńı

”
hrubé“ modely, účel pochopeńı/vhled – nep̌resnosti

modelováńı vesměs významněǰśı než nep̌resnosti
numerických metod
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Systémová dynamika

”
grafický front-end“ pro matematické modelováńı

1 grafické vyjáďreńı základńıch vztahů

2 automatické vygenerováńı diferenciálńıch rovnic

3 doplněńı zbývaj́ıćıch rovnic a hodnot parametr̊u

4 simulace (numerické řešeńı rovnic)
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Př́ıklad
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Základńı prvky

Systémový model: základńı prvky

1 zásobárny

2 toky

3 parametry

4 vztahy
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Základńı prvky

Proč?

proč nepsat rovnou rovnice?

proč rozděleńı na uvedené 4 kategorie?

p̌rehlednost – snadněǰśı návrh, laděńı, komunikace

v modelováńı omezeńı může být výhodou
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Základńı prvky

Základńı prvky: p̌ŕıklady

zásobárna tok parametr

populace narozeńı, úmrt́ı porodnost, úmrtnost,
ḿıra emigrace

peńıze na účtu úroky úroková ḿıra

teplota oȟŕıváńı tepelná kapacita

pod́ıl na trhu nov́ı zákazńıci náklady na reklamu,
účinnost reklamy, kva-
lita výrobku
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Základńı prvky

Zásobárny

= systémové proměnné, reservoirs, stocks
= podstatná jména v modelu

komponenty systému, kde se něco
akumuluje

lze č́ıselně vyjáďrit, v čase stoupá a
klesá

nereprezentuje (věťsinou)
geografickou lokalitu

systém zmražený v určitém
okamžiku – zásobárna má
nenulovou hodnotu

velikost
populace

peńıze na
účtu

teplota

pod́ıl na
trhu
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Základńı prvky

Toky

= processes, flows
= slovesa v modelu

aktivity, které určuj́ı hodnotu
zásobáren v čase

určuj́ı zda obsah zásobárny
nar̊ustá/klesá

jednosměrné i obousměrné

systém zmražený v určitém
okamžiku – toky maj́ı nulovou
hodnotu

narozeńı,
úmrt́ı,
emigrace

úroky

oȟŕıváńı,
ochlazeńı

nov́ı
zákazńıci
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Základńı prvky

Parametry

= convertors, auxilaries, system constants

tempo s jakým docháźı ke změně
obsahu zásobárny vlivem tok̊u

často vněǰśı (exogenous) proměnné
systému – chováńı nemodelujeme

hodnoty – pozorováńı, úvaha,
odhad

porodnost,
úmrtnost

úroková
ḿıra

tepelná
kapacita

náklady na
reklamu,
účinnost
reklamy
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Základńı prvky

Vztahy

= interrelationships

závislosti mezi jednotlivými částmi systému

co s č́ım souviśı, co na čem záviśı
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Př́ıklady

Lǐsky a kráĺıci
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Př́ıklady

Specifikace modelu

počátečńı hodnoty zásobáren (K a L)

hodnoty parametr̊u (pl , pk , ul , uk)

rovnice pro velikost tok̊u:

p̌ŕıbytek lǐsek = plKL,
p̌ŕıbytek kráĺık̊u = pkK ,
úbytek lǐsek = ulL,
úbytek kráĺık̊u = ukKL.
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Př́ıklady

Automaticky vygenerované rovnice

změna hodnoty zásobárny = vstupńı toky – výstupńı toky

dL/dt = plKL− ulL

dK/dt = pkK − ukKL

(Jde o Lotka-Voltera model.)
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Př́ıklady

Časté problémy

toky mezi zásobárnami vs.
”
mimo model“

konstanty ve špatném řádu (0, 05 vs. 5)

p̌ŕılǐs rychlé toky

p̌rekombinované
”
skryté“ rovnice

magické nepojmenované konstanty

nesmyslné jednotky, nap̌r. tok
”
lidé na druhou“
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Epidemie

Epidemie

základńı modelováńı epidemíı:

p̌redpokládáme uzav̌rený systém (
”
ryby v rybńıku“)

stavy: zdravá, nemocná, odolná

parametry: infekčnost, úmrtnost, doba nemoci, doba
odolnosti

(v́ıce o epidemíıch později)
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Epidemie

Základńı modely epidemie
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Epidemie

Pozn. Sick fish, Resistant fish –
”
fronta“ = rozš́ı̌reńı zásobárny
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Epidemie
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Demografie

Modelováńı demografie

demografie – studium reprodukce lidských populaćı

typická aplikace
”
modelováńı shora“

relativně dobrá p̌redv́ıdatelnost vývoje

ne úplně intuitivńı, modely užitečné

Terminologická poznámka: demografie 6= sociologie
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Demografie

Demografie: Kv́ızová otázka

populačńı dynamika

země s vysokou plodnost́ı a ńızkou úmrtnost́ı (tj. prudký
r̊ust populace)

plodnost prudce klesne na cca 2 děti/ženu

jak bude vypadat vývoj velikosti populace?

kdy se ustáĺı?
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Demografie

Věkové pyramidy – kv́ız

Braźılie, ČR, Japonsko, Nigérie, Rusko, USA
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Demografie

Věková pyramida

Joe McFalls (2007), Population: A Lively Introduction
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Demografie

Věková pyramida: Německo

Joe McFalls (2007), Population: A Lively Introduction
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Demografie

Wikipedia: Demographics of Russia
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Demografie
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Demografie

Modelováńı demografie: Rozklad zásobáren

rozklad zásobárny na podzásobárny, kterými elementy
sekvenčně procháźı

populace: věkové skupiny

zaměstnanci: postaveńı ve firmě, akademické tituly

CFC, pesticidy

finance: solventnost klient̊u
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Demografie

J. Sterman, Business Dynamics
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Demografie

Modelováńı demografie: základńı parametry

porodnost

úmrtnost (distribuce podle věku)

migrace

I jednoduchý model p̌rináš́ı zaj́ımavý vhled (viz kv́ızová
otázka), p̌ŕıklady:

Demographics Lab
https://www.learner.org/series/

the-habitable-planet-a-systems-approach-to-environmental-science/demographics-lab/

Modelováńı základńıch demografických proces̊u, BP Jan
Bleha

https://www.learner.org/series/the-habitable-planet-a-systems-approach-to-environmental-science/demographics-lab/
https://www.learner.org/series/the-habitable-planet-a-systems-approach-to-environmental-science/demographics-lab/
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Demografie

Porodnost a plodnost

porodnost (birth rate)

pod́ıl narozených za určité časové obdob́ı
deskriptivńı statistika p̌ŕımo vypoč́ıtaná z dat
uvád́ı se v promile, Česko ∼ 10�

plodnost (total fertility rate)

hypotetický počet dět́ı na ženu za celý život, p̌ri
aktuálńıch trendech porodnosti
určitá forma modelu
stabilńı populace ∼ 2,1
Česko ∼ 1,6
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Demografie

Demografický p̌rechod

Joe McFalls (2007), Population: A Lively Introduction
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Demografie

Demografie – dopad, kontext

dopad mj. na:

ekonomika

zdravotnictv́ı

školstv́ı

důležité faktory mj.:

poměr pracuj́ıćıch k celkové populaci, demografická
dividenda

poměr skupiny 15-25 v populaci – sociálńı nepokoje
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Polya process

Polya process

model:

pytel s černými a b́ılými kameny
taháme kameny – pravděpodobnost, že vytáhneme černý
je p̌ŕımo úměrná pod́ılu dosud vytažených černých
kamenů

otázky:

Jaký bude poměr vytažených černých/b́ılých v
dlouhodobém horizontu?
Co situace modeluje?
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Polya process

J. Sterman, Business Dynamics
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Polya process

Chováńı

Počátečńı náhodné tahy stanov́ı poměr, kterého se systém
nadále drž́ı (lze dokázat též analyticky).
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Polya process

Variace

pravděpodobnost vytažeńı je nelineárně závislá na poměru
kamenů ⇒ poměr konverguje k 0 nebo 1
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Polya process

Polya process: komentá̌re

lock-in: systém se zamkne do určité konfigurace, aniž by k
tomu byl specifický důvod

systém ř́ızený pozitivńı zpětnou vazbou

o osudu rozhoduj́ı náhodné výchylky na počátku

existence řádu neńı d́ıky náhodě, je zaručena pozitivńı
zpětnou vazbou

p̌ŕıklady?
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Polya process

Polya process: p̌ŕıklady

typický p̌ŕıklad: dvě firmy soutěž́ı o dominanci na trhu se
stejným produktem

videokazety: VHS X Betamax

Wintel

Facebook vs MySpace

QWERTY

Silicon Valey
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Svět sedmikrásek

Hypotéza Gaia

Hypotéza Gaia (James Lovelock)

Živá hmota na planetě Zemi funguje jako jeden organismus
udržuj́ıćı si vhodné podḿınky pro život.
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Svět sedmikrásek

Svět sedmikrásek (Daisy world)

Účel modelu

Podpora teorie Gaia.

Základńı myšlenka modelu

Hypotetický svět ob́ıhaj́ıćı slunce, jehož teplota roste a který je
schopen částečně regulovat svou teplotu.
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Svět sedmikrásek

Svět sedmikrásek

černé a b́ılé sedmikrásky

r̊ust závislý na teplotě, r̊ustová ǩrivka = parabola

černé absorbuj́ı světlo

b́ılé světlo odráž́ı
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Svět sedmikrásek

Svět sedmikrásek
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Svět sedmikrásek

Svět sedmikrásek: regulačńı mechanismus
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Svět sedmikrásek
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Svět sedmikrásek

Chováńı modelu

Chováńı: p̌rekvapivě stabilńı, dosahuje homeostasis (schopnost
udržovat rovnováhu pomoćı regulačńıch mechanismů)
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Svět sedmikrásek

Shrnut́ı

pohled shora: sumárńı proměnné, rovnice popisuj́ıćı změnu

matematické modelováńı: diskrétńı, spojité

numerické řešeńı diferenciálńı rovnic

systémová dynamika: grafická nadstavba

p̌ŕıklady: lovec a kǒrist, epidemie, Polya process,
demografie, Svět sedmikrásek
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