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Definice 1. Necht’ F je systém množin. Pro množinu X definujme X ∩ F
jako systém množin {F ∩X : F ∈ F}, a ř́ıkejme, že F rozb́ıj́ı X, jestlǐze X∩
F obsahuje všechny podmnožiny X. Vapnik-Chervonenkisova dimenze ( VC-
dimenze) systému F je maximálńı k takové, že existuje množina velikosti k,
kterou F rozb́ıj́ı.

Př́ıklady:

• Systém všech polorovin v rovině má VC-dimenzi 3. Snadno ověř́ıme,
že existuje 3-bodová množina, kterou lze rozb́ıt (stač́ı, aby jej́ı prvky
nebyly na společné př́ımce). Naopak, uvažme libovolnou 4-prvkovou
množinu X. Obsahuje-li bod x ∈ X, který je ve vnitřku konvexńıho
obalu zbývaj́ıćıch tř́ı bod̊u, pak žádná polorovina neprot́ıná X přesně v
X \ {x}. Lež́ı-li tři z bodu X na př́ımce v pořad́ı x1, x2, x3, pak žádná
polorovina neprot́ıná X v podmnožině obsahuj́ıćı x1 a x3 a neobsahuj́ıćı
x2. Zbývá tedy možnost, že body X jsou v konvexńı pozici; necht’ body
X v pořad́ı na konvexńım obalu X jsou x1, x2, x3, x4. Pak žádná
polorovina neprot́ıná X právě v {x1, x3}.

• Systém všech osově orientovaných obdélńık̊u v rovině má VC-dimenzi
nejvýše 5: Uvažme libovolnou 6-prvkovou množinu X, a necht’ x1 je
jej́ı nejlevěǰśı bod. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že
existuje X ′ ⊆ X \ {x1} tž. všechny body z X ′ maj́ı alespoň tak velkou
y-ovou souřadnici jako x1 a |X ′| ≥ 3. Necht’ x2 ∈ X ′ má největš́ı y-ovou
souřadnici a x3 ∈ X ′ má největš́ı x-ovou souřadnici. Pak neexistuje
osově orientovaný obdélńık obsahuj́ıćı x1, x2, x3 a neobsahuj́ıćı bod(y)
z X ′ \ {x2, x3}.

• Systém všech konvexńıch mnohoúhelńık̊u v rovině má nekonečnou VC-
dimenzi: Jestliže X je libovolná množina bod̊u v konvexńı poloze, pak
konvexńı obal X ′ ⊆ X prot́ıná X právě v X ′.
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Lemma 1. Každý systém množin F rozb́ıj́ı alespoň |F| podmnožin
⋃
F .

D̊ukaz. Indukćı dle |F|. Jestliže F je prázdný, tvrzeńı je triviálńı. Jestliže
|F| = 1, stač́ı si povšimnout, že F rozb́ıj́ı prázdnou množinu. Předpokládejme
tedy, že |F| = 2, a speciálně

⋃
F 6= ∅. Zvolme prvek c ∈

⋃
F , který nelež́ı

ve všech množinách systému F , a označme F1 = {F ∈ F : c ∈ F} a
F2 = {F ∈ F : c 6∈ F}. Dle volby c máme |F1| < |F| a |F2| < |F|.
Povšimněme si, že jestliže c ∈ X, pak ani F1 ani F2 nerozb́ıj́ı X.

Pro i = 1, 2 označme jako Ri systém podmnožin
⋃
Fi rozbitých Fi; dle

indukčńıho předpokladu máme |Ri| ≥ |Fi|. Dále necht’ R3 = {X ∪{c} : X ∈
R1 ∩ R2}. Dle pozorováńı na konci minulého odstavce máme R3 ∩ R1 = ∅,
R3 ∩ R2 = ∅ a |R3| = |R1 ∩ R2|. Nav́ıc, jestliže X ′ ∈ R3, pak X ′ ∩ F1

obsahuje všechny podmnžiny X ′ obsahuj́ıćı c a X ′ ∩ F2 obsahuje všechny
podmnžiny X ′ neobsahuj́ıćı c, a proto F rozb́ıj́ı X ′. Každá množina, kterou
rozbije F1 nebo F2, je také rozbita F . Počet množin rozbitých F je tedy
alespoň |R1∪R2|+|R3| = (|R1|+|R2|−|R1∩R2|)+|R1∩R2| ≥ |F1|+|F2| =
|F|.

Důsledek 2. Má-li systém množin F VC-dimezi nejvýše k, pak pro každou
množinu X plat́ı

|X ∩ F| ≤
k∑

i=0

(
|X|
i

)
,

a tedy je-li k, |X| ≥ 2, pak |X ∩ F| ≤ |X|k.

D̊ukaz. VC-dimenze X ∩ F je menš́ı nebo rovna VC-dimenzi F , a je tedy
nejvýše k. Tedy X ∩ F může rozb́ıjet pouze množiny velikosti nejvýše k,
kterých je

∑k
i=0

(|X|
i

)
. Dle Lemma 1 dostáváme požadovaný odhad na |X ∩

F|.

Definice 2. Necht’ µ je mı́ra, Y je měřitelná množina konečné mı́ry a F je
systém měřitelných množin. Necht’ ε > 0 je reálné č́ıslo. Pak N ⊆ Y je ε-śıt’,
jestlǐze pro každé F ∈ F ťz. µ(F ∩ Y ) ≥ εµ(Y ) plat́ı F ∩N 6= ∅.

Př́ıklad: Necht’ Y je osově orientovaný čtverec o hraně délky 1 a F je
systém všech osově orientovaných obdélńık̊u obsažených v F . Pak N je ε-śıt’,
jestliže N prot́ıná každý obdélńık D ⊆ Y obsahu alespoň ε. Povšimněme si,
že obdélńık obsahu alespoň ε obsažený v F muśı mı́t obě hrany délky alespoň
ε. Jako N tedy lze zvolit pravidelnou śıt’ bod̊u ve vzdálenosi ε od sebe; pak
máme |N | = ε−2. Jak uvid́ıme ve Větě 4, existuje i asymptoticky menš́ı ε-śıt’.

Bez d̊ukazu využijeme následuj́ıćı vlastnost binomického rozděleńı.
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Lemma 3. Necht’ 0 < p ≤ p1 ≤ 1 jsou reálná č́ısla. Necht’ X1, . . . , Xt jsou
nezávislé náhodné proměnné, každá z nich 1 s pravděpodobnost́ı p1 a 0 jinak.
Pak Pr[X1 + . . .+Xt ≥ bptc] je alespoň 1/2.

Věta 4. Necht’ µ je mı́ra, Y je měřitelná množina konečné mı́ry a F je
systém měřitelných množin VC-dimenze nejvýše k ≥ 2. Necht’ 0 < ε ≤ 1
je reálné č́ıslo ťz. k/ε ≥ 15000. Necht’ N je množina d3k

ε
log k

ε
e bod̊u, zvo-

lených nezávisle z pravděpodobnostńıho rozděleńı π na Y definovaného vzta-
hem π(X) = µ(X)/µ(Y ) pro každou měřitelnou X ⊆ Y . Pak s nenulovou
pravděpodobnost́ı je N ε-śıt’.

D̊ukaz. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že µ(Y ) = 1 (a tedy
π = µ) a že všechny prvky F jsou podmnožiny Y mı́ry alespoň ε (jinak
nahrad’me F systémem Y ∩ F a zahod’me z něj množiny mı́ry menš́ı než ε,
které nemaj́ı vliv na to, zda N je ε-śıt’). Necht’ t = d3k

ε
log k

ε
e a necht’ x1,

. . . , xt jsou body zvolené při volbě N (hodnoty se mohou opakovat). Zvolme
nezávisle ze stejného rozděleńı daľśıch t bod̊u y1, . . . , yt (opět s opakováńımi).
Necht’ M je multimnožina bod̊u y1, . . . , yt.

Necht’ p ≥ ε je infimum z µ(F ) pro F ∈ F a m = bptc. Pro každé F ∈ F
má každý bod y1, . . . , yt pravděpodobnost alespoň p, že bude patřit do F , z
Lemma 3 je tedy |F ∩M | ≥ m s pravděpodobnost́ı alespoň 1/2. Máme tedy

Pr[(∃F ∈ F)F ∩N = ∅ ∧ |F ∩M | ≥ m] ≥ 1

2
Pr[(∃F ∈ F)F ∩N = ∅]. (1)

Necht’ Q je multimnožina 2t prvk̊u z Y . Jako AQ označme jev, že Q =
{x1, . . . , xt, y1, . . . , yt}. Vyberme si libovolnou množinu F , a odhadněme podmı́něnou
pravděpodobnost že nastane jev BF ≡ F ∩ N = ∅ ∧ |F ∩ M | ≥ m za
předpokladu, že plat́ı AQ. Necht’ Q obsahuje q prvk̊u z F . Jestliže q < m,
pak je tato pravděpodobnost nulová. Jinak BF nastane právě tehdy, když
žádný z těchto q prvk̊u neńı mezi t volbami pro x1, . . . , xt. Máme tedy

Pr[BF |AQ] =
(2t− q)(2t− q − 1) . . . (t+ 1− q)

(2t)(2t− 1) . . . (t+ 1)

≤ (2t−m)(2t− 1−m) . . . (t+ 1−m)

(2t)(2t− 1) . . . (t+ 1)

<
(

1− m

2t

)t
≤ e−m/2.

Dle Důsledku 2 máme |Q ∩ F| ≤ |Q|k = (2t)k. Proto

Pr[(∃F ∈ F)BF |AQ] = Pr[(∃F ′ ∈ Q ∩ F)BF ′ |AQ] < (2t)ke−m/2.
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Jelikož tato nerovnost plat́ı pro každé Q, máme

Pr[(∃F ∈ F)BF ] < (2t)ke−m/2.

Spolu s (1) tedy dostáváme

Pr[(∃F ∈ F)F ∩N = ∅] < 2(2t)ke−m/2.

Jelikožm = bptc ≥ εt−1, dostáváme že množinaN neńı ε-śıt’ s pravděpodobnost́ı
méně než

2(2t)ke1/2−εt/2 = elog 2+1/2+k log(2t)−εt/2 ≤ ek log(4t)−εt/2 ≤ 1.

Proto N je s nenulovou pravděpodobnost́ı ε-śıt’.

Pro systém množin F označme jako τ(F) velikost nejmenš́ı množiny X ⊆⋃
F , která protne všechny prvky F (tedy např. jsou-li prvky F hrany grafu,

pak τ(F) je velikost nejmenš́ıho vrcholového pokryt́ı). Jako τ ?(F) označme
zlomkovou verzi tohoto parametru, tedy minimum z∑

v∈
⋃
F

xv

přes hodnoty xv ≥ 0 tž ∑
v∈F

xv ≥ 1

pro každou množinu F ∈ F .

Důsledek 5. Necht’ F je systém množin s konečným sjednoceńım. Má-li F
VC-dimenzi nejvýše k ≥ 2, pak τ(F) = O(kτ ?(F) log(kτ ?(F)).

D̊ukaz. Označme Y =
⋃
F a τ ? = τ ?(F). Necht’ xv pro v ∈ Y jsou hodnoty

proměnných v optimálńım řešeńı lineárńıho programu definuj́ıćıho τ ?(F).
Pro X ⊆ Y definujme µ(X) =

∑
v∈X xv. Pak µ je mı́ra na Y a µ(Y ) = τ ?.

Nav́ıc µ(F ) ≥ 1 pro každé F ∈ F . Dle Věty 4 existuje 1/τ ?-śıt’ N velikosti
O(kτ ? log(kτ ?)); pak N prot́ıná všechny množiny z F .

Př́ıklad: Mějme dánu množinu osově orientovaných obdélńık̊u F v ro-
vině a konečnou množinu X bod̊u, které protnou všechny z nich. Chceme
naj́ıt nejmenš́ı podmnožinu Sopt ⊆ X, která protne všechny obdélńıky z F .
Vyřešeńım lineárńıho programu a použit́ım Důsledku 5 pro systém Y ∩ F
dokážeme naj́ıt alespoň podmnožinu velikosti O(|Sopt| log |Sopt|).

Necht’ G je graf, v jeho vrchol, a r přirozené č́ıslo. Pak jako BG(v, r)
označme množinu vrchol̊u G ve vzdálenosti nejvýše r od v, a položme BG =
{BG(v, r) : v ∈ V (G), 0 ≤ r ≤ |V (G)|}.
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Lemma 6. Jestlǐze G neobsahuje Kt jako minor, pak BG má VC-dimenzi
nejvýše t− 1.

D̊ukaz. Pro spor předpokládejme, že nějaká podmnožina X = {v1, . . . , vt}
vrchol̊u G je rozbitá BG. Speciálně pro 1 ≤ i < j ≤ t existuj́ı vij ∈ V (G)
a rij ∈ {1, . . . , |V (G)|} tž. BG(vij, rij) ∩ X = {vi, vj}. Zvolme tyto vrcholy
vij tž. rij je minimálńı. V G existuj́ı nejkratš́ı cesty Pij,1 a Pij,2 z vij do vi a
vj, délky nejvýše rij. Z minimality rij vyvod́ıme, že Pij,1 a Pij,2 se prot́ınaj́ı
pouze ve vij; označme jejich sjednoceńı Pij – to je tedy cesta mezi vi a vj
obsahuj́ıćı vij (ve vzdálenosti nejvýše rij od obou konc̊u této cesty). Pro i > j
definujme Pij = Pji, vij = vji a rij = rji.

Necht’ se vrchol y 6= vij nacháźı na cestě Pij mezi vi a vij. Pak tvrd́ıme,
že d(vi, y) < d(vj, y): kdyby d(vj, y) ≤ d(vi, y) = r, pak si povšimněme, že
r < rij: podcesta Pij,1 z vij do vi je nejkratš́ı, jej́ı délka je tedy nejvýše rij, a
jej́ı podcesta z y do vi délky r je ještě kratš́ı. Pak ale BG(y, r)∩X = {vi, vj},
ve sporu s minimalitou rij. Tedy

(?) všechny vrcholy před vij jsou bĺıže k vi než k vj, a symetricky vrcholy
za vij jsou bĺıže k vj než k vi.

Necht’ se vrchol x nacháźı v pr̊uniku dvou takových cest Pi1j1 a Pi2j2 .
Ze symetrie můžeme předpokládat d(x, vis) ≤ d(x, vjs) pro s ∈ {1, 2}, a dle
(?) tedy x lež́ı na nejkratš́ı cestě z visjs do vis ; proto d(visjs , x) + d(x, vis) =
d(visjs , vis). Dále ze symetrie můžeme předpokládat, že d(x, vi1) ≤ d(x, vi2).
Trojúhelńıková nerovnost pak dává

d(vi2j2 , vi1) ≤ d(vi2j2 , x)+d(x, vi1) ≤ d(vi2j2 , x)+d(x, vi2) = d(vi2j2 , vi2) ≤ ri2j2 .

Proto vi1 ∈ BG(vi2j2 , ri2j2) ∩X = {vi2 , vj2}. Jestliže d(x, vi2) < d(x, vj2), pak
d(x, vi1) < d(x, vj2), a tedy i1 6= j2 a i1 = i2. Jestliže d(x, vi2) = d(x, vj2),
pak můžeme předpokládat i1 = i2 ze symetrie. Položme i = i1 = i2. Kdyby
d(x, vi) = d(x, vjs) pro nějaké s ∈ {1, 2}, pak

d(vij3−s , vjs) ≤ d(vij3−s , x)+d(x, vjs) = d(vij3−s , x)+d(x, vi) = d(vij3−s , vi) ≤ rij3−s

a dostáváme vjs ∈ BG(vij3−s , rij3−s) ∩X, což je spor. Máme tedy následuj́ıćı:

(??) Jestliže x ∈ V (Pi1j1) ∩ V (Pi2j2), pak i1 = i2 a d(x, vis) < d(x, vjs) pro
s ∈ {1, 2}.

Pro i = 1, . . . , t položme

Xi = {x ∈ V (Pij) : j ∈ [t]\{i}, d(x, vi) ≤ d(x, vj), a když d(x, vi) = d(x, vj), pak i < j}.

Dle (?) indukuj́ı množiny Xi souvislé podgrafy v G a dle (??) jsou množiny
Xi navzájem disjunktńı. Jejich kontrakćı dostaneme minor Kt v G, což je
spor.
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Uvažujme následuj́ıćı zobecněńı dominuj́ıćı množiny. Necht’ r : V (G) →
Z+

0 je libovolná funkce. Pak jako domr(G) označme velikost nejmenš́ı množiny
X ⊆ V (G) tž. d(v,X) ≤ r(v) pro každé v ∈ V (G).

Důsledek 7. Pro každé t existuje algoritmus s polynomiálńı časovou složitost́ı,
který pro libovolný graf G neobsahuj́ıćı Kt jako minor a libovolnou funkci
r : V (G)→ Z+

0 vrát́ı č́ıslo d takové, že d ≤ domr(G) = O(td log(td)).

D̊ukaz. Uvažme systém množin F = {BG(v, r(v)) : v ∈ V (G)}. Máme F ⊆
BG, a dle Lemma 6 má F VC-dimenzi nejvýše t − 1. Dále si povšimněme,
že domr(G) = τ(F). Dle Důsledku 5 můžeme tedy položit d = τ ?(F) (d lze
určit v polynomiálńım čase vyřešeńım lineárńıho programu).
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