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Definice 1. Necht F je systém mnozin. Pro mnoZinu X definujme X N F
jako systém mnozin {FNX : F € F}, a tikejme, Ze F rozbiji X, jestlize X N
F obsahuge viechny podmnoziny X . Vapnik-Chervonenkisova dimenze (VC-
dimenze) systému F je mazimdlni k takové, Ze existuje mnozina velikosti k,
kterou F rozbiji.

Priklady:

e Systém vSech polorovin v roviné ma VC-dimenzi 3. Snadno ovéiime,
ze existuje 3-bodova mnozina, kterou lze rozbit (staci, aby jeji prvky
nebyly na spolectné piimce). Naopak, uvazme libovolnou 4-prvkovou
mnozinu X. Obsahuje-li bod = € X, ktery je ve vnittku konvexniho
obalu zbyvajicich tii bodu, pak zadna polorovina neprotind X presné v
X \ {z}. Lezi-li tii z bodu X na piimce v poradi xy, 2, x3, pak zddna
polorovina neprotind X v podmnoziné obsahujici x; a x5 a neobsahujici
To. Zbyva tedy moznost, Ze body X jsou v konvexni pozici; necht body
X v poradi na konvexnim obalu X jsou xi, xy, x3, 4. Pak zadna
polorovina neprotind X pravée v {xy, z3}.

e Systém vSech osové orientovanych obdélniku v roviné ma VC-dimenzi
nejvyse 5: Uvazme libovolnou 6-prvkovou mnozinu X, a necht z; je
jejl nejlevéjsi bod. Bez ujmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze
existuje X' C X \ {1} tz. vSechny body z X' maji alespon tak velkou
y-ovou soufadnici jako z; a | X’| > 3. Necht x5 € X’ m4 nejvétsi y-ovou
soutadnici a x3 € X’ mé nejvétsi z-ovou soufadnici. Pak neexistuje
osové orientovany obdélnik obsahujici xy, xs, x3 a neobsahujici bod(y)
z X'\ {xq, 23}

e Systém vsech konvexnich mnohotihelnikl v roviné ma nekonecnou VC-
dimenzi: Jestlize X je libovolnd mnozina bodu v konvexni poloze, pak
konvexni obal X’ C X protind X prave v X',



Lemma 1. KaZdy systém mnozin F rozbiji alesporni |F| podmnozin | JF.

Diikaz. Indukei dle |F|. Jestlize F je prazdny, tvrzeni je trividlni. Jestlize
| F| = 1, stacf si pov§imnout, ze F rozbiji prédzdnou mnozinu. Predpoklddejme
tedy, ze |F| = 2, a specidlné |JF # 0. Zvolme prvek ¢ € |JF, ktery nelezi
ve v8ech mnozindch systému F, a oznat¢me F; = {F € F : ¢ € F} a
Fo = {F € F : c & F}. Dle volby ¢ mame |Fi| < |F| a |F| < |F|.
Povsimnéme si, ze jestlize ¢ € X, pak ani F; ani JF, nerozbiji X.

Pro i = 1,2 ozna¢me jako R; systém podmnozin | JF; rozbitych F;; dle
indukéntho piredpokladu mame [R;| > |F;|. Ddle necht R3 = {X U{c}: X €
R1 N Ry} Dle pozorovani na konci minulého odstavee mame Rz NRy = 0,
RsNRey = 0 a|Rs] = |Ri N Ryl Navic, jestlize X' € Rs, pak X' N F
obsahuje vsechny podmnziny X’ obsahujici ¢ a X’ N F, obsahuje vSechny
podmnziny X’ neobsahujici ¢, a proto F rozbiji X’. Kazda mnozina, kterou
rozbije F; nebo Fs, je také rozbita F. Pocet mnozin rozbitych F je tedy
?leSpOfl ’R1UR2|+|R3| == (|R1|+‘R2|—|R10R2|)+|R1QR2‘ Z |f1|+’f2| =
F. m

Dusledek 2. Ma-li systém mnozin F VC-dimezi nejuyse k, pak pro kazZdou

mnozinu X plat?
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a tedy je-li k,|X| > 2, pak | X N F| < |X|~.

Diikaz. VC-dimenze X N F je mensi nebo rovna VC-dimenzi F, a je tedy
nejvyse k. Tedy X N F muze rozbijet pouze mnoziny velikosti nejvyse k,
kterych je Zf:o ('X |). Dle Lemma 1 dostavame pozadovany odhad na |X N
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Definice 2. Necht i je mira, Y je méritelnd mnoZina koneéné miry a F je
systém méritelngch mnozin. Necht € > 0 je redlné ¢islo. Pak N CY je e-sit,
jestlize pro kazdé F € F tZ. w(FNY) > eu(Y) plati F NN # 0.

Piiklad: Necht Y je osové orientovany ¢tverec o hrané délky 1 a F je
systém vsech osové orientovanych obdélnikii obsazenych v F. Pak N je e-sit,
jestlize N protind kazdy obdélnik D C Y obsahu alespon . Pov§imnéme si,
ze obdélnik obsahu alespon € obsazeny v F' musi mit obé hrany délky alespon
e. Jako N tedy lze zvolit pravidelnou sit bodu ve vzddlenosi € od sebe; pak
mame |N| = &2 Jak uvidime ve Véteé 4, existuje i asymptoticky mens{ e-sit.

Bez dukazu vyuzijeme nasledujici vlastnost binomického rozdéleni.



Lemma 3. Necht 0 < p < p; < 1 jsou redlnd &isla. Necht X1, ..., X, jsou
nezavislé nahodné proménné, kazda z nich 1 s pravdépodobnosti py a 0 jinak.
Pak Pr{X; + ...+ X, > |pt]] je alespori 1/2.

Véta 4. Necht p je mira, Y je méritelnd mnoZina konecné miry a F je
systém meéritelnijch mnozin VC-dimenze nejuyse k > 2. Necht 0 < ¢ < 1
je rediné cislo tZ. k/e > 15000. Necht N je mnoZina [3%log ] bodi, zvo-
lengjch nezdvisle z pravdépodobnostniho rozdéleni m na Y definovaného vzta-
hem w(X) = w(X)/w(Y) pro kazdou méritelnou X C Y. Pak s nenulovou
pravdépodobnosti je N e-sit.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze u(Y) = 1 (a tedy
m = p) a ze vechny prvky F jsou podmnoziny Y miry alespon e (jinak
nahradme F systémem Y N F a zahodme z n&j mnoziny miry mensi nez ¢,
které nemaji vliv na to, zda N je e-sit). Necht t = [3%1log %] a necht zy,
..., & jsou body zvolené pii volbé N (hodnoty se mohou opakovat). Zvolme
nezavisle ze stejného rozdéleni dalsich ¢ bodu yy, . .., y; (opét s opakovanimi).
Necht M je multimnozina bodu yi, ..., y;.

Necht p > ¢ je infimum z u(F) pro F' € F am = |pt]. Pro kazdé F € F
ma kazdy bod v, ..., y; pravdépodobnost alespon p, ze bude patfit do F', z
Lemma 3 je tedy |F' N M| > m s pravdépodobnosti alespon 1/2. Méame tedy

Pr[3F € FYFAN = A |F QM| > m] > %Pr[(EIF e FFOAN=0. (1)

Necht @ je multimnozina 2t prvku z Y. Jako Ag oznatme jev, ze Q =
{z1,..., 24,41, ...,y}. Vyberme si libovolnou mnozinu F', a odhadnéme podminénou
pravdépodobnost ze nastane jev B = FNN = QA |[FN M| > m za
predpokladu, ze plati Ag. Necht @ obsahuje ¢ prvku z F. Jestlize ¢ < m,

pak je tato pravdépodobnost nulova. Jinak Bp nastane pravé tehdy, kdyz

zadny z téchto ¢ prvku neni mezi t volbami pro zy, ..., ;. Mame tedy

2t—q)2t—q—1)...(t+1—q)

(26)(2t —1)...(t+1)
2t—m)(2t—1—m)...(t+1—m)
- (2t)(2t—1)...(t+1)

Pr[Br|Aq] =

Dle Diisledku 2 mame |Q N F| < |Q[F = (2t)*. Proto

Pr[(3F € F)Br|Ag] = Pr[(3F’ € Q N F)Br|Ag] < (2t)*e™™/2,



Jelikoz tato nerovnost plati pro kazdé (), mame
Pr[(3F € F)By| < (2t)Fe ™2
Spolu s (1) tedy dostdvame
Pr((3F € F)F NN = (] < 2(2t)ke™/2.

Jelikoz m = |pt| > et—1, dostdvdme Ze mnozina N nenf e-sit s pravdépodobnosti
méné nez

2(2t)k61/2—5t/2 _ 6log;2+1/2—',—klog;(2t)—5t/2 < ek:log(4t)—€t/2 < 1.

Proto N je s nenulovou pravdépodobnosti e-sit. O

Pro systém mnozin F ozna¢me jako 7(F) velikost nejmensi mnoziny X C
|J F, kterd protne vsechny prvky F (tedy napt. jsou-li prvky F hrany grafu,
pak 7(F) je velikost nejmenstho vrcholového pokryti). Jako 7*(F) oznacme
zlomkovou verzi tohoto parametru, tedy minimum z

> -

velJF

Z%21

veF

pres hodnoty z, > 0 tz

pro kazdou mnozinu F € F.

Dusledek 5. Necht F je systém mnozin s koneénym sjednocenim. Md-li F
VC-dimenzi nejuyse k > 2, pak 7(F) = O(k1*(F) log(kT*(F)).

Diikaz. Oznacme Y = |JF a 7 = 7*(F). Necht z, pro v € Y jsou hodnoty
proménnych v optimdlnim feSeni linedrniho programu definujiciho 7*(F).
Pro X CY definujme pu(X) = > . ®,. Pak p je mirana Y a pu(Y) = 7*.
Navic pu(F) > 1 pro kazdé F € F. Dle Véty 4 existuje 1/7*-sit N velikosti
O(kt*log(kT*)); pak N protind vsechny mnoziny z F. O

Piiklad: Méjme déanu mnozinu osové orientovanych obdélniku F v ro-
viné a kone¢nou mnozinu X bodu, které protnou vsechny z nich. Chceme
najit nejmensi podmnozinu Sepy € X, kterd protne vSechny obdélniky z F.
Vytesenim linearntho programu a pouzitim Dusledku 5 pro systém Y N F
dokazeme najit alesponn podmnozinu velikosti O(|Sopt| log [Sopt|)-

Necht G je graf, v jeho vrchol, a r prirozené ¢islo. Pak jako Bg(v,r)
oznacme mnozinu vrcholu G ve vzdalenosti nejvyse r od v, a polozme Bg =

{Bg(v,r) :v € V(G),0 <r <|V(G)|}.
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Lemma 6. Jestlize G neobsahuje K; jako minor, pak Bg mad VC-dimenzi
nejuyse t — 1.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze néjakd podmnozina X = {vy,..., v}
vrcholu G je rozbitd Bg. Specidlné pro 1 < i < j < ¢ existuji v;; € V(G)
ary € {1,...,|V(G)|} tz. Bg(vij,rij) N X = {v;,v;}. Zvolme tyto vrcholy
v;; tZ. i je minimalni. V G existuji nejkratsi cesty F;;1 a Pij2 z v;; do v; a
vj, délky nejvyse r;;. Z minimality r;; vyvodime, Ze P a F;j2 se protinaji
pouze ve v;;; oznacme jejich sjednoceni P;; — to je tedy cesta mezi v; a v;
obsahujici v;; (ve vzdéalenosti nejvyse r;; od obou konct této cesty). Proi > j
deﬁnujme Pz‘j = ‘Pjia Vij = Vj; & Tij = Tjj.

Necht se vrchol y # v;; nachazi na cesté F;; mezi v; a v;;. Pak tvrdime,
ze d(vi,y) < d(v;,y): kdyby d(v;,y) < d(v;,y) = r, pak si povSimnéme, ze
r < ri;: podcesta P;;; z v;; do v; je nejkratsi, jeji délka je tedy nejvyse r;;, a
jeji podcesta z y do v; délky r je jesté kratsi. Pak ale Ba(y,r)NX = {v;,v;},
ve sporu s minimalitou r;;. Tedy

(x) vSechny vrcholy pfed v;; jsou blize k v; nez k v;, a symetricky vrcholy
za vy jsou blize k v; nez k v;.

Necht se vrchol @ nachdz{ v pruniku dvou takovych cest P, a P,j,.
Ze symetrie muzeme pfedpokladat d(x,v;,) < d(z,v;,) pro s € {1,2}, a dle
(x) tedy « lezi na nejkratsi cesté z v;,;, do v;,; proto d(v;,;,,x) + d(z,v;,) =
d(vi,j,, vi,). Déle ze symetrie muzeme pfedpokladat, ze d(x,v;,) < d(x,v;,).
Trojuhelnikova nerovnost pak dava
d(vizjzv Uil) < d(viﬂz? l‘)—i—d(l’, Uil) < d(Ui2j27 x)—l—d(x, Ui2) = d(vi2j27 Uiz) < Tigja-
Proto v, € Ba(Vigjy, Tigjs) N X = {viy, vj, }. Jestlize d(z,v;,) < d(z,v;,), pak
d(z,v;,) < d(z,vj,), a tedy i1 # jo a iy = i9. Jestlize d(z,v;,) = d(z,v),),
pak muzeme predpoklddat i; = iy ze symetrie. Polozme ¢ = i1 = 75. Kdyby
d(z,v;) = d(z,v;,) pro n¢jaké s € {1,2}, pak
d(vijs_, v3,) < d(vigy_,, ©)+d(2, v5,) = d(vijy_,, 2)+d(2,0:) = d(vij,_,, 01) < Tigy,
a dostavame v;, € Bg(vijy_,,7ij5_,) N X, coz je spor. Mame tedy nésledujici:

(xx) Jestlize x € V(P;,;,) NV (P,;,), pak i1 =iy a d(x,v;,) < d(z,v;,) pro
s € {1,2}.
Proi=1,...,t polozme

Xi={x e V(Py):je t|\{i},d(z,v;) < d(x,v;),a kdyz d(x,v;) = d(x,v;), pak i < j}.

Dle (%) indukuji mnoziny X; souvislé podgrafy v G a dle (xx) jsou mnoziny
X; navzdjem disjunktni. Jejich kontrakci dostaneme minor K; v G, coz je
spor. L]



Uvazujme ndsledujici zobecnéni dominujici mnoziny. Necht r : V(G) —
Z¢ je libovolnd funkce. Pak jako dom,.(G) oznaé¢me velikost nejmensi mnoziny
X CV(G) tz. d(v, X) < r(v) pro kazdé v € V(G).

Disledek 7. Pro kazdét existuje algoritmus s polynomidlni ¢asovou slozZitosti,
ktery pro libovolny graf G neobsahujici K; jako minor a libovolnou funkci

r:V(G) — Zg vrdti ¢islo d takové, Ze d < dom,(G) = O(tdlog(td)).

Diikaz. Uvazme systém mnozin F = {Bg(v,7(v)) : v € V(G)}. Mame F C
Bg, a dle Lemma 6 ma F VC-dimenzi nejvyse t — 1. Dale si povSimnéme,
ze dom,(G) = 7(F). Dle Dusledku 5 muzeme tedy polozit d = 7*(F) (d 1ze
uré¢it v polynomialnim ¢ase vyfesenim linearniho programu). O]



