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Reprezentace pravdivostnı́ch funkcı́ formulemi I

Shrnutı́ potřebných poznatků:

• Disjunkce p1 ∨ p2 ∨ . . . ∨ pn je pravdivá, je-li pravdivá alespoň jedna jejı́

složka; je nepravdivá v jediném z 2n možných přı́padů.

• Konjunkce p1 ∧ p2 ∧ . . . ∧ pn je nepravdivá, je-li nepravdivá alespoň jedna

jejı́ složka; je pravdivá v jediném přı́padě.

• Každé formuli A(p1, p2, . . . , pn) (s n různými výrokovými symboly)

odpovı́dá určitá n-árnı́ pravdivostnı́ (booleovská) funkce.

Každou n-árnı́ pravdivostnı́ funkci lze zadat tabulkou o 2n řádcı́ch a n+ 1

sloupcı́ch (v prvnı́ch n sloupcı́ch jsou hodnoty argumentů, v poslednı́m

funkčnı́ hodnota).

Různým formulı́m (např. p⇒ q,¬p ∨ q,¬(p ∧ ¬q) aj.) může odpovı́dat

stejná funkce.
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Reprezentace pravdivostnı́ch funkcı́ formulemi II

• Věta o reprezentaci: každou n-árnı́ pravdivostnı́ funkci lze reprezentovat

formulı́ výrokové logiky A(p1, p2, . . . , pm) obsahujı́cı́ pouze spojky ¬,∧ a

∨, kde m ≤ n.

• Jak zkonstruovat k funkci tuto formuli (základ důkazu věty):

nechť je funkce reprezentována standardnı́ tabulkou. Jsou-li všechny funkčnı́

hodnoty rovny 0, je reprezentujı́cı́ formulı́ libovolná kontradikce, napřı́klad

p1 ∧ ¬p1. Jinak pro každý řádek, v němž je funkčnı́ hodnota rovna 1,

vytvořı́me konjunkci Ki =
ip1 ∧ ip2 ∧ . . . ∧ ipn, kde pro j = 1, 2, . . . , n

ipj =

 pj je-li v i-tém řádku hodnota j-tého argumentu 1

¬pj je-li v i-tém řádku hodnota j-tého argumentu 0

Disjunkce D všech konjunkcı́ Ki reprezentuje danou pravdivostnı́ funkci.
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Normálnı́ formy formulı́ I
Přı́klad: určete formuli reprezentujı́cı́ následujı́cı́ pravdivostnı́ funkci:

x y f(x, y) Ki Di

1 1 1 K1 = p ∧ q

1 0 0 D2 = ¬p ∨ q

0 1 1 K3 = ¬p ∧ q

0 0 1 K4 = ¬p ∧ ¬q

D = (p ∧ q) ∨ (¬p ∧ q) ∨ (¬p ∧ ¬q); takto vytvořená formule je v úplné

normálnı́ disjunktivnı́ formě

• Označme souhrnně atomické formule a jejich negace jako literály.

Elementárnı́ konjunkcı́ nad p1, p2, . . . , pn nazveme každou konjunkci, v nı́ž

se každý z těchto symbolů vyskytuje jako literál právě jednou. Úplnou

normálnı́ disjunktivnı́ formou (úndf) nad týmiž symboly nazveme každou

disjunkci vesměs různých elementárnı́ch konjunkcı́.
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Normálnı́ formy formulı́ II

• Obdobně elementárnı́ disjunkcı́ nad p1, p2, . . . , pn nazveme každou

disjunkci, v nı́ž se každý z těchto symbolů vyskytuje jako literál právě jednou.

Úplnou normálnı́ konjunktivnı́ formou (únkf) nad týmiž symboly nazveme

každou konjunkci vesměs různých elementárnı́ch disjunkcı́.

• Konstrukce formule v únkf k funkci (alternativnı́ důkaz věty o reprezentaci):

nechť je funkce reprezentována standardnı́ tabulkou. Jsou-li všechny funkčnı́

hodnoty rovny 1, je reprezentujı́cı́ formulı́ libovolná tautologie, napřı́klad

p1 ∨ ¬p1. Jinak pro každý řádek, v němž je funkčnı́ hodnota rovna 0,

vytvořı́me disjunkci Di =
ip1 ∨ ip2 ∨ . . . ∨ ipn, kde pro j = 1, 2, . . . , n

ipj =

 pj je-li v i-tém řádku hodnota j-tého argumentu 0

¬pj je-li v i-tém řádku hodnota j-tého argumentu 1

Konjunkce K všech disjunkcı́ Di reprezentuje danou pravdivostnı́ funkci

(v předchozı́m přı́kladu s jedinou disjunkcı́ je K = D2).
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Vlastnosti normálnı́ch forem

• nebereme-li v úvahu komutativnost ∧ a ∨, pak pro lib. formuli A existuje

právě jedna ekvivalentnı́ úndf (nenı́-li A kontradikce) a právě jedna

ekvivalentnı́ únkf (nenı́-li A tautologie)

• pro lib. formuli A platı́ únkf(A) = ¬úndf(¬A) a úndf(A) = ¬únkf(¬A)

• kromě úndf a únkf existuje i normálnı́ disjunktivnı́ (konjunktivnı́) forma (ndf,

nkf) formulı́. Formuli A nazveme ndf (nkf) nad p1, p2, . . . , pn, je-li tvaru

disjunkce (konjunkce), jejı́ž každý člen je konjunkcı́ (disjunkcı́) nějakých

literálů z p1, p2, . . . , pn (např. (p ∧ ¬q) ∨ ¬q ∨ p je ndf)

pro lib. A opět platı́ nkf(A) = ¬ndf(¬A) a ndf(A) = ¬nkf(¬A)
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Užitı́ normálnı́ch forem

• Věta o konjunkci: každá formule tvaru (A1 ∧A2 ∧ . . . ∧An)⇒ B, kde

B je konjunkcı́ libovolných formulı́ z A1, A2, . . . , An, je tautologiı́.

Důkaz: protipřı́kladem. Nechť B = B1 ∧B2 ∧ . . . ∧Bm, kde každé

Bi = Aj pro něj. j = 1, 2, . . . , n. Nechť B je nepravdivá, tedy existuje i

takové, že Bi je nepravdivá. Pak přı́slušná Aj = Bi je nepravdivá a tedy i

celá konjunkce A1 ∧A2 ∧ . . . ∧An je nepravdivá; implikace z věty je tedy

pravdivá.

Pozn.: vzhledem k větě o dedukci lze psát mı́sto implikace

A1, A2, . . . , An |= B.

• Přı́klad: nalezněte všechny logické důsledky množiny T = {p ∨ q, q}.
1. převedeme konjunkci (p ∨ q) ∧ q do úknf (tabulkou nebo ekvivalentnı́mi

úpravami): (p ∨ q) ∧ (¬p ∨ q)

2. odvodı́me důsledky:

T |= (p ∨ q),T |= (¬p ∨ q),T |= (p ∨ q) ∧ (¬p ∨ q)
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Užitı́ normálnı́ch forem II

• Přı́klad: nalezněte všechny předpoklady (premisy) formule

A = (p ∨ q)⇒ (p ∧ q).

1. převedeme A do úknf (tabulkou nebo ekvivalentnı́mi úpravami):

(p ∨ ¬q) ∧ (¬p ∨ q)

2. nalezneme všechny elem. disjunkce, které nejsou v úknf(A):

C1 = p ∨ q, C2 = ¬p ∨ ¬q
3. hledanými premisami jsou úknf(A) a dále konjunkce úknf(A) s libovolnou

”kombinacı́” konjunkcı́ Ci:

P1 = (p ∨ ¬q) ∧ (¬p ∨ q)

P2 = (p ∨ ¬q) ∧ (¬p ∨ q) ∧ (p ∨ q)

P3 = (p ∨ ¬q) ∧ (¬p ∨ q) ∧ (¬p ∨ ¬q)
P4 = (p ∨ ¬q) ∧ (¬p ∨ q) ∧ (p ∨ q) ∧ (¬p ∨ ¬q)
Platı́: Pi |= A (také Pi |= úknf(A)).
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