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Sémantika predikatove logiky

e pro analyzu sémantiky potfebujeme nejprve specifikaci jazyka (doména,

konstanty, funkcni a predikatové symboly)
e piiklad: formalini jazyk s jedinym binarnim predikatovym symbolem P(x, y)
a jedinym binarnim funkénim symbolem f(x, y) Ize chapat mj. jako
— prirozena Cislas < a +
— racionalni ¢islas > a max

— cela Cislas > a %

e interpretace (realizace) jazyka predikatové logiky je struktura I slozena z
— libovolné neprazdné mnoziny D (domény, oboru interpretace)
— zobrazeni I(f) : D™ — D pro kazdy n-arni funkéni symbol f,n > 0

— n-arni relace I(P) C D" pro kazdy n-arni predikatovy symbol P,
n>1
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Interpretace jazyka: priklad

Pfiklad: mé&jme jazyk s binarnim predikatovym symbolem P(x, y), binarnim
funkénim symbolem f(x, 3) a symboly pro konstanty a, a1, as, ..., b1, ba, . . .,

ktery chceme interpretovat jako cela ¢isla s > a +.

e D je mnozina celych cisel,

o I(a) — O,I(al) = 1,](&2) = 2,,](b1) = —1,[([)2) = —2,...
(jedna se o nularni funkce),

. I() =+
(funkce zadana pomoci rovnosti funkci: zobrazeni I ( f) definujeme jako
funkci séitani celych Cisel; pak napt. I(f)(4, —2) = 2),

o [(P)= >
(relace zadana pomoci rovnosti relaci: I(P) definujeme jako relaci ,vétsi
nez‘ pro cela ¢isla; napt. (2, —1) € I(P))
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Interpretace proménnych a termu

interpretace volnych proménnych spociva v jejich ohodnoceni, coz je

libovoIné zobrazeni V' (valuace) z mnoziny vSech proménnych do D

ohodnoceni, které pfifazuje proménné x prvek d € D a na ostatnich
proménnych splyva s valuaci V', ozna¢ime V' [z /d|

hodnotou termu ¢ v interpretaci I a valuaci V' je prvek |t|, |, € D takovy, ze
— je-lit proménna, |t|, , = V(¢)
— je-it = f(t1,...,tn), pak |t|, , je hodnotou funkce I( f) pro

argumenty |t1\I’V, Ceey |tn|1,v

pfiklad: méjme interpretaci I z predchoziho piikladu (cela ¢islas > a +) a
valuaci V' (x) = 2. Pak

[f (b1, f(b2,02))]; = +(=1,+(=2,-2)) = =5

[f(f(a,br), f(z,a1))|; v = +(+(0,-1),+(2,1)) =
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Splnitelnost formuli

Formule A je spliiovana interpretaci I a valuaci V', pokud
e Aje P(ty,....tn)a([til, vy ltnl, o) € I(P)
o Ajet1 = t2 d ‘tl

|, v = |t2], , (oba termy reprezentuji tyz prvek)
e Aje—Bal,V nespliuji B

e Ajetvaru BAC al,V spiiuji BiC

e Aje BV C al,V spliuji B nebo C

e Ajetvaru B = ('al,V nespliuji B nebo splnuji C

e Aje B« Cal,V spiiuji BiC nebo nesplniuji Bi C

e AjeVxBal,V]x/d] spliuji B pro libovolné d € D

o AjedxBal,V|z/d] spliuji B alespon pro jedno d € D
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Splnitelnost — priklad

Priklad: méjme dfive uvedenou interpretaci I (cela ¢isla s > a +), méjme jinou
interpretaci I’ téhoz formalniho jazyka (cela Gisla s > a *, od I se lii pouze
definici I'( f) = %) a valuace definované na proménné x takto: Vi (x) = —2,
Vo(x) =2

o formuli VX P(f(x,a1), x) interpretujeme v I jako Va(z 4+ 1 > x); formule
je splfiovéna I a libovolnou valuaci. V I’ interpretujeme formuli jako
V:C(x x 1 > :C) — neni splnéna pro libovolnou valuaci.

o VxP(x,y) interpretujeme (v I i I") jako Vx(z > y), formule neni

splfiovana I (ani I’) a libovolnou valuaci

e formule P(x, a) interpretovana (v I i I') jako x > 0 je splfiovana I (i I') a
V5, neni spliiovana I (ani I')a V}

e formule Vax(P(x,a) = JyP(x,y)) interpretovana (v I i I') jako
Va((z > 0) = Jy(x > y)) je spliiovana I (i I’) a libovolnou valuaci

5/2?



semestr jaro 2011 IB101 predikatova logika |l

Pravdivost formuli a jejich klasifikace

e formuli A nazveme pravdivou v interpretaci I, je-li spliiovana I pro libovolnou
valuaci, piseme =, A

e pravdivost formule zalezi pouze na valuaci volnych proménnych, které se v ni
vyskytuji

e pravdivost sentence (uzaviené formule) nezavisi na valuaci vubec

Formule A predikatové logiky se nazyva

e tautologie, je-li pravdiva pro kazdou interpretaci (tj. pro kazdou I plati

=, A), znatime = A

e splnitelna, pokud existuje alespon jedna interpretace a valuace, které ji splnuji
(pf.: Vz P(x, x))

e kontradikce, je-li = A tautologie (tj. = —A)
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Logickeé vyplyvani

e formule B logicky vyplyva z mnoziny formuli { A1, ..., A, }, n > 0, pokud
pro kazdou interpretaci I, v niz plati =, A4, ..., =, An, platitaké =, B.
Piseme A4,..., A, E B.

e piiklad: Vz(P(x) = Q(x)), P(a) E Q(a)
V libovoIné interpretaci, kde jsou pravdivé Vx(P(z) = Q(x)) a P(a), je
pravdiva také Q(a), napf.

— lidé, P byt ¢lovek, () byt smrtelny, a = Sokrates
— Cisla, P byt sudé ¢islo, () byt beze zbytku délitelny dvéma, a = 144
— zvifata, P byt kosatka, () byt savec, a = kosatka Willy
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Tautologie predikatove logiky

Ziskané z tautologii vyrokové logiky:

e nahradime-li v tautologii vyrokové logiky korektné vSechny vyrokové symboly
formulemi predikatové logiky, ziskame tautologii predikatové logiky

e priklad: v tautologii vyrokové logiky = p V —p nahradme p formuli Vo P(x),
ziskame tak tautologii predikatové logiky = Vo P(z) V =Vz P(x)
Specifické pro predikatovou logiku:

e oznatme A(x) libovolnou formuli obsahujici volnou proménnou x, A(x, y)

libovolnou formuli obsahujici volné promeénné x a y apod.

e priklady tautologii:
VxA(x) = A(x/t) (zakon konkretizace)
A(x/t) = JxA(x) (zakon abstrakce)
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Specifickeé tautologie predikatove logiky |

e de Morganovy zakony pro kvantifikatory:
—VrxA(x) < dJx—A(x)
—drA(xr) & Ve-A(x)
pfiklad: negaci véty Na kaZdém hradé strasi bila pani. Vx(H (z) = S(x))
je zftejmé Na néekterych hradech bila pani nestrasi.
dz—(H(x) = S(x)) < Jx(H(z) A =S(x))

e zameénitelnost kvantifikatorl stejného typu (zobecnéni komutativity A\ a V):
VaVyA(z,y) & VyVrA(z,y)
JrIyA(x,y) < JydzA(x, y)

e distributivita kvantifikatort (zobecnéni asociativity A a V):
Ve(A(x) A B(z)) < (VxA(x) AVeB(x))
Jz(A(z) VvV B(z)) & (FzA(x) V dzB(x))
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Specifickeé tautologie predikatove logiky Il
e vztahy mezi V a d:
VeA(z) = drA(x)
(pozn.: pozadavek neprazdnosti domény; pro prazdnou doménu jsou napr.
Ve P(x)iVr—P(x) pravdivé, ale dz P(x) i 3x—P(x) nepravdivé —
tautologie by tedy neplatila)
VeA(z) & —Jz-A(x)
drA(x) < —~Ve-A(x)

zameénitelnost kvantifikatort (jednosmérna):

dxVyA(z,y) = VydzA(x, y)

redukce univerzalniho kvantifikatoru:
VaVyA(z,y) = Ve A(x, x)

vztah V k disjunkci a 3 ke konjunkci:

(VxA(z) VVeB(x)) = Va(A(z) V B(x))
dz(A(x) A B(x)) = (dzA(x) A JxzB(x))
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