semestr jaro 2003 IB101, vyrokova logika Il

Formalni systémy (vyrokoveé) logiky

e postaveny vyhradné na syntaktické bazi: jazyk logiky neinterpretujeme,

provadime s nim pouze syntaktické manipulace — dukazy
e cil: ziskat formalni teorii jako souhrn dokazatelnych formuli — teoréemdu

e formalni systém tvori
— jazyk + formule (symbolicky jazyk vyrokové logiky) — bez interpretaci

— odvozovaci pravidla — operace na formulich umoznujici konstrukce dukazu

s odvozovacimi pravidly tvori dedukcni system)
e formalni systémy lze rozdélit na
— axiomatické (méné pravidel)

— predpokladové (méné axiomu)
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Axiomatickeé systémy

® (pozadované) vlastnosti formalnich (axiomatickych) systému:

— korektnost (bezespornost): je dana vybérem axiomU a odvozovacich
pravidel; systém je korektni, nelze-li v ném zaroven odvodit tvrzeni i jeho
negaci. Ve sporném systému lze odvodit cokoliv. VyZzadovana vzdy.

(Sémanticka korektnost: existuje alespon jeden model.)

— Uplnost: pripojenim neodvoditelné véty k Uplnému systému se tento stane
spornym. NevyZzadovana vzdy — Uplné jsou pouze velmi jednoduché
teorie. (Sémanticka Uplnost: kazdé tvrzeni pravdivé ve std. interpretaci Ize
odvodit.)

— rozhodnutelnost: existence algoritmu pro ovéreni dokazatelnosti libovolné
formule. V axiom. systémech podminéna Uplnosti; zpravidla spinéna
pouze pro urcité tridy formuli.

— nezavislost axiomu: nezavisly axiom nelze odvodit z ostatnich axiom;

zavisly axiom muze byt vypustén z dané soustavy axiomu
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Priklad axiomatického systému |

e jazyk: stejny jako jazyk vyrokové logiky; primarné pouzivame systém spojek
{=-, =}, ostatni spojky jsou chapany jako zkracené zapisy:
ANDB =g —-(A= -B),AV B =4 " A = B,
A B=4 (A= B)\N(B=A)

e axiomy (resp. schémata axiomu; A, B, C' jsou formule):
Ay A= (B=A)
A, (A= (B=C)= (A= B)=(A=10))
Az (-B= -A)= (A= B)

e odvozovaci (inferencni) pravidlo modus ponens (MP) (pravidlo odlouceni):
jsou-li z axiomd dokazatelné (odvoditelné) formule A a A = B, pak je
dokazatelna i B. Zapisujeme téz

A A= B
B
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Priklad axiomatickeho systéemu Il

e dikaz A: koneéna posloupnost formuli, jejiz kazdy ¢len je axiom nebo
dusledek MP, jehoz predpoklady jsou mezi predchozimi Cleny, a posledni Clen
je formule A. Je-li A dokazatelna, piSeme - A.

e priklad: dokazte = A = A (vpravo jsou komentéafe k jednotlivym krokdm)

1.FA= (A= A) = A) A4
2FA=>(A=A)=A)=(A=(A=A4)= (A= A4)) A,
3.F(A=(A=A)= (A= A) MP(1,2)
4.FA= (A= A)

5FA=A
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Vlastnosti uvedneho axiomatickeho systemu

e Véia (korektnost a Upinost): A je dokazatelna pravé tehdy, kdyz je pravdiva,
jFASEA
Dukaz: = (korektnost): ovérime, ze axiomy jsou tautologie a jsou-li predp.

MP tautologie, pak i disledek je tautologie (tabulky, véta o implikaci)

formuli a lemma o odvozeni z atomickych komponent)

Pozn.: véta vystihuje vztah mezi syntaxi a sémantikou vyr. logiky

rozhodnutelnost: neexistuje systematicka procedura (jde spiSe o "hadani”
jednotlivych krokd dukazu), nevhodné pro strojové zpracovani. Dokazovani

Ize zjednodusit pomoci dokazatelnosti z pfedpokladl a syntaktické vety
odedukci (I, A+ B < T+ A= B).

e axiomy jsou nezavislé (2zadny nelze odvodit ze zbyvajicich dvou)
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Gentzenovsky systéem (kalkul sekventu)

e priklad pravidlového systému formalni logiky: pouze nastin, nikoliv Uplna

definice

e dalsi typ vyrazl formalniho jazyka: sekventy (sekvence)
A1, Ay, ... A, F B,
kde A;, B jsou formule, - je symbol odvoditelnosti (dokazatelnosti).
Posloupnost na levé strané chapeme jako konec¢nou mnozinu formuli
(budeme ozn. I') — nezéalezi na poradi, Ize vynechat duplicity, mize byt

prazdna.

e jediny axiom: I', A+ A
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Gentzenovsky systém: pravidla

pfedpoklad

e obecné schéma pravidel: predpoklad,

zaver
e pravidla zavedeni a eliminace predpokladu:

THA I''AFB T,-AFB
T,AF A TFB

e fada pravidel pro spojky (uvedeme pouze néktera na ukazku)

zavedeni a eliminace V:
I'-A I'ArEC I'BFC I'-AV B

I'-AVB I'=cC

zavedeni a eliminace A:

'-rA TI'FB I'FAAB I'FAAB
I'-FAAB '-FA I'-nB
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Gentzenovsky systém: dukazy

e dukaz sekventu: strom, v jehoZz koreni je dokazovany sekvent, v listech
axiomy a kazdy uzel (zavér) se svymi pfimymi nasledniky (predpoklady)

predstavuje instanci nékterého z pravidel systému

e je-li dokazany sekvent tvaru = A, pak formuli A nazyvame teorém

(odvoditelna resp. dokazatelna formule)

e systém je korektni a dplny (plati - A < = A)

e piiklad: diikazu sekventu = p V —p:

—pp pEp
—pEpV-p pEpV -p
FpV-p

(pouzito pravidlo eliminace predpokladu a dvakrat pravidlo zavedeni V)
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