semestr jaro 2011 IB101

Vyrokova logika

e teorie logickych spojek chapanych jako pravdivostni funkce

e zabyva se zpulsoby tvoreni vyrokl pomoci spojek a vztahy mezi pravdivosti

ruznych vyroku

® pouziva specificky jazyk slozeny z vyrokovych symbolu, logickych spojek a

zavorek
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Zakladni pojmy — vyrok

® vyrok: tvrzeni nebo jazykovy vyraz, o jehoz (ne)pravdivosti Ize uvazovat

e syntakticka klasifikace vyroku:
— jednoduchy vyrok: neobsahuje zadnou logickou spojku (zadna jeho vilastni
¢ast neni vyrokem);
priklad: prsi
— sloZeny vyrok: obsahuje alespon jednu logickou spojku;
priklad: neni pravda, Ze prsi (vlastni ¢ast prsije jednoduchym vyrokem,
neni pravda, Ze je logickou spojkou)
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Vyrok — priklady

e priklady vyroku:

— je pét hodin

-243=5

— pokud nenapises ukoly a neuklidis, nepujdeme do kina
e priklady vyrazu, které nejsou vyroky:

— kolik je hodin?

-24+3

— napis ukoly a uklid
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Zakladni pojmy — pravdivostni funkce

® (n-arni) pravdivostni funkce: funkce pfifazujici n-ticim pravdivostnich hodnot
nékterou pravdivostni hodnotu pravda (1, true apod.) nebo nepravda (0, false

apod.)

priklad: oznaéme funkci dvou argumentu v prirozeném jazyce a; definujme ji
tak, Ze jeji hodnota bude 1 (pravda) v pripadé, ze oba argumenty (vyroky)
budou pravdivé. V ostatnich pripadech (alespon jeden argument bude
nepravdivy) bude hodnota této funkce O.

Petr je doma a Pavel odjel na hory.

Jsou-li vyroky Petr je doma i Pavel odjel na hory pravdivé, pak hodnota
funkce a je v tomto pripadé 1. Pokud je napriklad vyrok Pavel odjel na hory

nepravdivy, je hodnota funkce O.
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Spojky vyrokoveé logiky |

e pravdivostni hodnota slozeného vyroku je jednoznacné dana pravdivostnimi

hodnotami jeho slozek

® n-arni spojka je funkci prirazujici usporadané n-tici pravdivostnich hodnot

urcitou pravdivostni hodnotu

e pocet vSech rliznych argumentu (usporadanych n-tic) je vzhledem ke dvéma
pravdivostnim hodnotam roven 2"
Pf.: mozné argumenty pro unarni funkce (n = 1) jsou usporadané “jednice”
(1), (0); jejich poget je 2! = 2. Pro binarni funkce (n = 2) existuji &tyfi
(22 = 4) mozné argumenty — usporadané dvojice (0, 0), (0,1), (1,0),

(1,1). Pro ternarni funkce existuje osm moznych argumentu atd.
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Spojky vyrokove logiky Il

e kazdou n-arni spojku jako totalni pravdivostni funkci Ize zadat pravdivostni
tabulkou o 2" tadcich — kazdému moznému argumentu (usporadané n-tici)
je prifazena néjaka pravdivostni hodnota

PY.: p, ¢ — symboly reprezentujici argumenty, I’ — definovana spojka

plqg| F
111

e pocet vzajemné ruznych n-arnich spojek je 22" unarni jsou Ctyfi, binarnich
je 16, ternarnich 256 atd.
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Nularni a unarni vyrokoveé spojky

e nularni pravdivostni funkce (nezavislé na zadném argumentu) jsou konstanty

odpovidajici pravdivostnim hodnotam 0, 1

® unarni (jednoargumentové) spojky:

p

Fy

Fs

1

1

0

1

Uvedené spojky nazyvame takto:

F —unarni verum,

F5 — unarni projekce p,
F’3 —negace p (ozn. —p); jedina netrivialni unarni funkce

F4 — unarni falsum.

1B101
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Binarni vyrokove spojky V, A

e \/ —disjunkce (alternativa; a nebo, OR)

A\ — konjunkce (a zaroven, AND)

p
’

1

0

0|0} O

® bézné se pouziva infixovy zapis (napf. p V q)

e spojky A, V jsou komutativni — hodnota funkce nezavisi na poradi argument(
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Binarni vyrokoveé spojky =, <

e —> —implikace (jestlize p, pak q; predpoklad = dusledek)
< — ekvivalence (pravé tehdy, kdyz; iff — if and only if)

® < je komutativni, = ne

® D — q: inverzni =p = —q, konverzni ¢ = p, kontrapozitivhi =q = —p
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Dalsi binarni vyrokoveé spojky

® spojky zajimavé z informatického hlediska:

— XOR - nonekvivalence, negace ekvivalence (nebo ve vylucovacim smyslu;
eXclusive OR)

— negace konjunkce (Shefferova funkce, NAND)

— negace disjunkce (Nicodova funkce, NOR)

e dalSi spojky:
— negace implikace (inhibice)
— binarni verum a falsum
— binarni projekce p, g a jejich negaci

— opacna (konverzni; ¢ = p) implikace a jeji negace
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Symbolicky jazyk vyrokove logiky

® abeceda
1. vyrokové symboly: p,q, 7, s, ..., pfipadné p1, p2,p3 . ..
2. symboly pro spojky: =, V, A\, =, <=
3. pomocné symboly: (, )

e spravné utvorena formule (dale jen formule)
1. kazdy vyrokovy symbol je formule (tzv. atomicka formule)
2. je-livyraz A formule, pak —(/A) je formule

3. jsou-li vyrazy A, B formule, pak také (A) V (B), (A) A (B),
(A) = (B), (A) & (B) jsou formule

4. nic jiného neni formule

e zavorkova konvence: zavorky lze vynechat, pokud to neni na Gjmu

jednoznacnosti formule

11/2?



semestr jaro 2011 IB101

Jazyk vyrokoveé logiky — priklady

Priklad 1:

® vyrazy p, q,r jsou formulemi dle bodu 1 definice formule

e vyrazy —p, ——¢q jsou formulemi dle bodu 2 (a zavorkové konvence)

e pA\q,qVr,p = rjsouformulemidle bodu 3

e (p/\q)= (——qVr)jeformuli dle bodu 3

e (pANq)= (—qVr)) < (—p=r)jerovnéz formuli dle bodu 3
Priklad 2:

® vyrazy pqr, < 1, pV nejsou formulemi
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Reprezentace vyroku v prirozeném jazyce

Priklad:

e veta: Pokud rychle napises ukoly a venku bude hezky, pujdeme na prochazku
nebo pojedeme na koupalisté.

e oznaceni jednoduchych vyrok( vyrokovymi symboly:
p — rychle napises ukoly
q — venku bude hezky
r — pujdeme na prochazku

S — pojedeme na koupaliste
e reprezentace v symbolickém jazyce: (p A q) = (7 V s)

e poznamka: prevod nemusi byt vzdy jednoznacny
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Sémantika vyrokové logiky
® Pravdivostni ohodnoceni (interpretace) je funkce prifazujici vséem atomickym
formulim dané Uvahy pravdivostni hodnoty (tj. kazdému vyrokovému symbolu
prifadi 0 nebo 1). Valuace je rozsifeni interpretace z atomickych na vSechny
formule dle tabulky pro vyrokové spojky (pfiradi 0 nebo 1 napfr. i p A —q).

Interpretace I splriuje formuli A (formule je pravdiva v I, resp. odpovidajici
valuace I'(A) = 1), pokud

1. A je vyrokovy symbola I(A) =1

2. Aje =B al nespliuje B, resp. I'(B) =0

3. Ajetvaru BACal spliuje BiCl,resp. I'(B) =1'(C) =1

4. Aje BV C al spliiuje B nebo C,resp. I'(B) = 1nebo I'(C) =1
5. Ajetvaru B = (' a I nespliiuje B nebo spliuje C, resp. I'(B) = 0

nebo I'(C) =1
. Aje B < (' al spliuje BiC nebo I nespliiuje B i C, resp.
I'(B) = I'(C)
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Interpretace — priklady |

Priklad 1:

Méjme formuli ((p A q) = (——q V 1)) < (—p = r) a nasleduijici interpretaci
I:I(p) =1,1(q) = 0,I(r) =1

e dle bodu 1 [ spliuje p a r, nespliuje g
dle bodu 2 I nesplnuje =—g a —p
dle bodu 3 I nesplniuje p A ¢
dle bodu 4 I splhuje =—¢q V r
dle bodu 5 I splfiuje =p = ra(p A q) = (g V r)

dle bodu 6 I spliuje ((p A q) = (——q V1)) < (—p=T1)
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Interpretace — priklady Il

Priklad 2a:
Mé&jme formuli (—p A q) = painterpretaci I: I(p) = 0,1(q) =1

e dle bodu 1 [ spliuje g a nespliuje p

e dle bodu 2 [ spliuje —p

e dle bodu 3 [ spliuje —p A q

e dle bodu 5 I nespliiuje (—p A q) = p

Priklad 2b:
Mé&jme tutéZ formuli a jinou interpretaci I1: I1(p) = 1,11(q) = 0

e dle bodu 1 I splfiiuje p a nespliuje g
e dle bodu 2 I nespliiuje —p

e dle bodu 3 /1 nespliuje —p A q

e dle bodu 5 I spliuje (—p A q) = p
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Modely, logické vyplyvani

Méjme formuli —p V p; vSechny mozné interpretace (existuji dvé:
I(p) =1, I1(p) = 0) spliuji tuto formuli.
Formule, ktera je splnovana kazdou interpretaci, se nazyva tautologie.

Formule —p A p neni splnovana zadnou z moznych interpretaci; takové

formule nazyvame kontradikce.

Formule A je splnitelnd, je-li splhovana alespon jednou interpretaci. Tuto

interpretaci oznadujeme jako model formule A.

Mnozina formuli T je splnitelna, pokud existuje interpretace splnujici kazdou

formuli z T'. Tuto interpretaci nazyvame modelem mnoZiny 'T.

Formule A logicky vyplyva (na zakladé vyrok. logiky) z mnoziny T', pokud pro
kazdy model I mnoziny T I spliuje A. Zapisujeme T = A.
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Tautologie

e symbolicky zapis = A (logicky vyplyvaji z prazdné mnoziny formuli)
e tautologii existuje nekonecné mnoho
Prehled vybranych tautologii |

e tautologie s jedinym vyrokovym symbolem:
p = p (zékon totoznosti)
p V —p (zadkon vylouceni tretiho)

—(p A —p) (zékon sporu)
p < ——p (zakon dvoji negace)

e nékteré zobrazovaci tautologie:
(pAq) = =(—pV —q)
q) < ~(=p A q)
)< (-=pVaq)
)& ((kpV @ AV —g)
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Prehled vybranych tautologii Il

e algebraicko-logické zakony:
komutativni:
(PN q) = (¢Ap)
(pVaq) = (qVp)
(p=q) = (¢ p)
asociativni:

(pAgq)AT)
(pVvaq)Vr)

distributivni:
(pA(gVr)) e ((pAq)
(pV(gAT)) & ((PVQ A
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Prehled vybranych tautologii lll

e charakteristiky implikace:

p = (q = p) (z. simplifikace)

(p A —p) =g

(p = q) & (—q = —p) (z. kontrapozice)
(p=(g=71)) < ((pAq) = r) (slutovani premis)
(p=(qg=r1)) < (¢g= (p= 1)) (zdména premis)
(p=q) AN (g=7)) & (p=r) (tranzitivita)

e transformacni tautologie:
idempotence:
(pAp)=p(pVp) & p
absorbce:
(pA(pVa)=p(pV(PAg) <P
de Morganovy zakony:
~(pAg) = (mpV—g); =(pVa) < (-pAg)
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Nekteré viastnosti tautologii |

e Véta o implikaci (sémanticky modus ponens): jsou-li formule Aa A = B
tautologie, pak i B je tautologie.
Duikaz: sporem. Nechi plati = A a = A = B. Necht existuje interpretace
I (pro vyr. symboly z A a B) nespliiujici B (tj. B neni tautologie). I splfiuje
A (protoze A je tautologie). Tedy I nespliiuje A = B, nebot spliiuje A a
nesplfiuje B. Dostavame spor s piedpokladem, ze A = B je tautologie.

Pozn.: véta umoznuje ziskat z tautologii daného tvaru dalsi tautologie.

aplikace vety o implikaci:
Vime,zep = pa(p = p) = (¢ = (p = p)) jsou tautologie. Pak také
q = (p = p) je tautologie.
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Nekteré viastnosti tautologii

e Véta o dedukci (sémanticka varianta): méjme formule A1, Ao, ... A,,, B,
kde n > 1. Pak plati, ze A1, As, ... A,_1, A, |E B pravé kdyz
A, As, .. Ay_1 E A, = B.
Dukaz: oba smery ekvivalence sporem.
Pozn.: véta umoznuje (opakovanym pouzitim) prevadét platné asudky na

tautologie a naopak.

aplikace véty o dedukci:

Vime, ze plati p V ¢, p A =q = —q. Pak dvoji aplikaci véty o dedukci
dostaneme tautologii = (p V q) = ((p A —q) = —q).

Ovérte, ze jde skuteCné o tautologii.
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Klasifikace formuli vyrokove logiky |

e tabulkova metoda — zjisténi pravdivosti formuli pro vSechny mozné
interpretace

Ptiklad 1: formule (p V q) < (p A q)

» VvV 9

0| 1

00 0 0

e vyhodnoceni: po sloZzkach (podformulich) dané formule (vyrok. symboly,
negace,. .. ,cela formule)

e z3pis pravdivostni hodnoty: v radku s prislusnou interpretaci pod
vyhodnocovanou spojku (vyr. symbol)
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Klasifikace formuli vyrokoveé logiky li

P¥iklad 2: formule (p A —p)

p
’

0

e dle vyslednych pravdivostnich hodnot celé formule (tuéné vyznaceny sloupec
v predchozich tabulkach) rozlisujeme

— kontradikce: vSechny vysledné pravdivostni hodnoty rovny nule

— splnitelné formule: alespon jedna vysledna pravdivostni hodnota rovna
jedné; modely jsou interpretace uvedené v radcich, kde je vysledna

pravdivostni hodnota formule rovna jedné

— tautologie: vSechny vysledné pravdivostni hodnoty rovny jedné
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Dalsi typy uloh |

e Zjistéte, zda je mnozina formuli T = {p V q, p A —q} splnitelna.

pvVg pA—q

1 0

1 1

0

1

1 0

0

0

0 0

T je splnitelnd, jedinym modelem je interpretace uvedena na vyznaceném

Fadku tabulky.

e Vyplyva formule —q logicky z mnoziny T'?

(+ stejné typy uloh formulovanych v pfirozeném jazyce)
Ano, pro vSechny modely T (viz pfedch. tab.) je —q pravdiva. PiSeme

1B101

pV q,p N\ —q = —q (schéma sudku platného na zakladé vyrokové logiky).
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Dalsi typy uloh Il

e ovéreni tautologii tvaru implikace metodou protipfikladu: = je nepravdiva
pouze pro pravdivy predpoklad a nepravdivy disledek. Pro tuto variantu — za
predpokladu nepravdivosti dusledku — pro prislusné interpretace ovérfime
(ne)pravdivost predpokladu.

e piiklad: p = (¢ = p)

— predpoklad: p pravdiva, ¢ = p ne
— jedind moznost nepravdivosti ¢ = p: q pravdiva, p ne

— spor s predpokladem pravdivosti p
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Uplny systém spojek vyrokové logiky

e prostiednictvim systému spojek {—, A, V} jsme dokazali vyjadfit libovolnou
pravdivostni funkci (spojku); lib. mnozinu spojek s touto vlastnosti nazyvame

Uplnym systémem spojek
e Uplnymi systémy spojek jsou naptiklad {—, A}, {—,V}, {—, =}
e existuji i jednoprvkové Uplné systémy: lib. pravdivostni funkci Ize vyjadfit

pouze pomoci Shefferovy funkce (negace konjunkce, ozn. |), stejnou

vlastnost ma i Nicodova funkce (negace disjunkce, ozn. .\.)
Pr.(pVaq) < ((plp)](alq))
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Dualita konjunkce a disjunkce |

e vztah mezi A a V nazyvame dualita, tyto spojky jsou vzajemneé
komplementarni

Véta o dualité I: necht A, B obsahuji pouze spojky —, A, V. Necht A, B’
vzniknou z A, B zaménou spojek A a V (formuli A’ nazyvame dudlini formou
k A). Pak plati:

1. |= A pravé kdyz = A’ (resp. = —A pravé kdyz = A')

2. pokud = A = B,pak |= B’ = A’

3. pokud = A < B,pak = B’ < A’

priklad vyuziti véty (bod 3):

A=pA(qVr),B (pAQ)V(pM')
Al=pV(gnr),B'=(pVaA(pVr)
vime,z2e = (pA(qgV )< ((pAqg)V(pAT));
paktaké = (pV (¢ A1) < ((pVg) A(pVT))
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Dualita konjunkce a disjunkce Il

e Véta o dualité Il: necht A, B obsahuji pouze spojky —, A, V. Necht A*, B*
vzniknou z A, B zadménou spojek A a \VV a nahrazenim v8ech atomickych
formuli jejich negacemi (se zjednodusenim ——). Pak plati:

1. E-As A
2. pokud = A = B, pak = B* = A*
3. pokud = A < B, pak = A* & B*

priklad konstrukce A*:
A={pAq)V(pA-T)

A* = (=pV ~q) A (=pVT)
ovéime, ze A* je ekvivalentni = A:
~A=-(pAg)V(pA-r))
< (pAg)A=(pA-r)

& (pVog) A(—pVr) = A
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