1B101 Uvod do logiky 6. Predikatova logika, manipulace s formulemi

6. Predikatova logika, manipulace s formulemi

Piiklad 1. Pieved'te nésledujici véty v piirozeném jazyce do formuli v pre-
dikatové logice:

a) Neékteri studenti nemaji hudebni nadéani.

b) Nékteti pritomni bydli v hotelu.

¢) Néktefi studenti nejsou ani nadani ani pilni.
d) Kazdé cislo délitelné 8 je délitelné 4.
e) Kdo seje vitr, ten sklizi boufi.

)
)
)
)
)
f) Psi, kteff hodné stekaji, nekousou.
g) Z4dny tyran neni spravedlivy.
h) Kazdy ¢lovék mé otce a matku.

i) Kazdy, kdo m4 otce, md i matku.
j) Kazdy c¢lovek je mladsi nez jeho rodice. (pomoci termiu)
k) Z4dny dobry uéitel nikoho zbyteéné nepotrestal.

1) Néekdo mé rdd kazdého.
m) Nékdo mé rad ostatni.

)

)

n) Neni vSechno zlato, co se tipyti.

0) Vsichni sourozenci maji stejného otce. (pomoci termu)
Reseni 1.

a) Jz(S(x) A ~H(x)) kde S(x) znamend ,,x je student®, H(x) znamend ,,x
m4 hudebni naddni®.

w(P(z) A H(x))
z(S(z) AN (z) A ~P(z))

b) 3
) 3
d) Va(D(z,8) = D(z,4))
)

C

e) jedno mozné Feseni: Vz(V(z) = B(z)), kde V(x) znamend ,,x seje vitr*
a B(x) znamend ,,z sklizi boufi“ druhé mozné reseni: Vz(Seje(x, vitr) =
Sklizi(x,boure)), kde ,,vitr* a ,,boure* jsou konstanty

(P(z) A S(x)) = —K(2))

z(C(z) = ((FyM(z,y)) A (320(x, 2))))
z((C(z) A (FyO(x,y))) = (FzM (2, 2)))
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j) VaVy(R(x,y) = Vetsi(vek(x),vek(y))), pricemz predikdt Vetsi se ob-
vykle zapisuje infixovou notaci, tedy v naSem piipadé bychom napsali
vek(x) > vek(y)

k
1

) =3x(U(x) A D(x) A (JyZbyPot(z,y)))
) aVyR(z,y)
m) JaVy(z # y = R(z,y))
n) Va(T(z) = Z(x))
)

0) VaVy(S(z,y) = otec(x) = otec(y))

Priklad 2. Necht vyraz P(l, e, t) znamena ,,Lubos ptjéuje Evé tuzku“. Zapiste
symbolicky nasledujici vyroky:

a) Nékdo pujcéuje Evé tuzku.

b) Eva pujcuje nékomu tuzku.

¢) Eva nékomu néco pujcuje.

d) Nekdo Evé néco pujcéuje.

e) Lubos kazdému néco pujcéuje.

f) Nékdo nékomu néco pujcuje.

g) Kazdy nékomu néco pujcuje.

h) Nékdo kazdému vsechno pujéuje.

i) Nekdo nikomu nic nepujcuje.
j) Neexistuje ¢lovék, ktery kazdému vsechno pujcuje.
k) Vsichni vSechno vem pujcuji.
Reseni 2.
a) JxP(x,e,t)
b) JxP(e, x,t)
c) JxIyPle,x,y)
d) JxIyP(x,e,y)
e) VedyP(l,z,y)
f) Jz3y3zP(x,y, z)
g) VaIy3IzP(z,y, 2)
h) FzvVyVzP(x,y, z)
i) Jz—=(3y3zP(x,vy, 2))
i) ~(F2VyVzP(z,y,2))
k) VaVyVzP(z,y, z)
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Piiklad 3. Necht V(p,t) znamens ,,vidim pfedmét p v okamziku t“. Zapiste
symbolicky véty:

a) V kazdém okamziku néco vidim.
c

Existuji pfedméty, které nevidim v zadném okamziku.

d

)
b) V nékterém okamziku nevidim nic.
)
) Kazdou véc vidim v nékterém okamziku.

Reseni 3.
a) VeIyV (y, )

b) x-IyV (y,z) nebo JaVy—-V (y,z) (ekvivalentni zépis)
¢) Jy—3xV(y, z) nebo IyVz—V (y, )

d) Yy3zV (y,x)

Piiklad 4. Najdéte negace formuli:
a) Jo((P(2) A Q(x)) V R(x))

—P(z) AVy=Q(y))
P(x) A=Q(x)) v Ve (=R(x) V =~5(x))

g
N
LLI
8
—~ o~ o~

d) 3z

Piiklad 5. Urcete, pro které interpretace jsou pravdivé nasledujici formule:

a) Jevy(P(y) = (¢ = y))
b) 3x(P(z) AVy(P(y) = (z = y)))
¢) Vady3z(((z =y) V (2 = 2)) A (y # 2))
d) VzIyQ(z,y) = J2Q(x, x)
)

e) JaVy((R(z,y) A =R(y,z)) = (R(z,z) < R(y,y)))
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ResSeni 5.

2)

Formule je pravdiva v kazdé interpretaci s libovolnym neprazdnym obo-
rem interpretace D a s libovolnym prifazenim undrniho predikatu nad D
predikdtové konstanté P, pokud P(d) je pravda nejvyse pro jeden piipad.

Formule je pravdiva v kazdé interpretaci s libovolnym oborem interpre-
tace D a s libovolnym pfifazenim unarniho predikatu nad D predikatové
konstanté P, pokud P(d) je pravda prdvé v jednom pifpadé.

Formule nabyva hodnoty pravda pro kazdy obor interpretace D, ktery je
prazdny, nebo obsahuje alespon dva prvky.

Formule je pravdiva v kazdé interpretaci s libovolnym neprazdnym obo-
rem interpretace D a s libovolnym ptifazenim bindrniho predikatu nad D
predikdtové konstanté @, pokud Q(z,y) mé alespon jeden reflexivni{ prvek
nebo pokud pro néktery prvek a z D neexistuje prvek b takovy, ze Q(a,b).

Formule je pravdiva v kazdé interpretaci s libovolnym neprazdnym obo-
rem interpretace D a s libovolnym pfifazenim binarniho predikatu nad D
predikatové konstanté R, pokud existuje prvek =z,

o ktery je reflexivni a vSechny prvky s nim asymetrické v R jsou také
reflexivni, nebo
e ktery neni reflexivni a vSechny prvky s nim asymetrické v R také

nejsou reflexivni.

(Vsimnéte si, ze v uvedenych bodech je zahrnuta i situace, kdy leva strana
implikace je nepravdiva.)

Piiklad 6. Urcete, zda jsou nasledujici formule tautologiemi:

a)
b

C

)
)
d)
)
)

@

-

Va(P(z) A Q
z(P(z) VvV Q
(A(z) v B

(1)) & (VaP(2) AVaQ(x))
3 z)) &
Va(A(x
V.

(z)) & (FzP(z) vV IzQ(x))
(2)) = (Ve A(z) VVeB(z))
2VyR(x,y) < YyVazR(x,y)

JzA(z) A JzB(x)) = Jz(A(z) A B(x))

(FzA(z
(VazP(z) = VzQ(z)) = Vz(P(z) = Q(x))

Reseni 6. Zduvodnéni, ze se nejednd o tautologii, 1ze provést napf. nalezenim
protiptikladu.

2)

Abychom dokézali, ze se jednd o tautologii, je potieba ukédzat, ze plati
implikace zleva doprava i obracené:

5= Implikace neplati pouze tehdy, je-li antecedent pravdivy a konsek-
vent nepravdivy. Ukazeme, ze tento piipad pro zaddnou interpretaci
nemuze nastat. Pokud plati antecedent, musi pro kazdy prvek d oboru
interpretace platit P(d) a zdrovenn Q(d), tedy plati Va(P(x) A Q(x)).
Potom ale také za stejnych podminek plati P(d) A Q(d) a také celd
formule VzP(x) A VxQ(z) konsekventu;
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5<% Na druhou stranu, plati-li VaP(z) A VzQ(x), tj. pro kazdé d plati
P(d) a zdroven pro kazdé d plati Q(d), potom také plati P(d) A Q(d)
a tedy také Va(P(d) A Q(d)).

Ukazali jsme, Ze pro libovolnou interpretaci plati obé implikace, tedy plati
i ekvivalence a tedy celd formule.

Dtkaz provedeme obdobnym zpusobem jako v piedchozim piipadé.

Protipiiklad: Méjme doménu celych éisel, kde A(x) je pravda pro lichd
¢isla a nepravda pro sudd ¢isla, B(x) je pravda pro sud4 ¢isla a nepravda
pro lich4 éisla. Potom Va(A(x) V B(z)) je pravda, ale VzA(z) V VzB(x)
ne.

Opét je potieba dokazat, ze plati obé implikace. Protoze se pro vSeobecny
kvantifikator jedna o zobecnénou konjunkci, pricemz je konjunkce komu-
tativni, a oba kvatifikdtory jsou stejné kvantity, muzeme je zaménit.

Protiptiklad: Mé&jme doménu, kde A(z) je pravda pravé pro jeden jeji
prvek a a B(z) je pravda prévé pro jeden jeji prvek b rizny od a. Potom
JrA(x)AJzB(x) je pravda, ale 3x(A(xz)AB(z)) ne. Napi. D = {1,2}, A =
{1}7 B = {2}

Protipifklad: Méjme doménu, kde pro néjakou konstantu a je P(z) pravda
a Q(z) nepravda a navic pro néjakou hodnotu P(z) je nepravda. Potom
VaxP(x) je nepravda a tedy VazP(z) = VxQ(x) je pravda. Déle pro z = a
je P(z) = Q(z) nepravda, tedy i Vz(P(xz) = Q(z)) je nepravda. Mame
tedy 1 = 0, coz je nepravda.



