
IB101 Úvod do logiky 6. Predikátová logika, manipulace s formulemi

6. Predikátová logika, manipulace s formulemi

Př́ıklad 1. Převed’te následuj́ıćı věty v přirozeném jazyce do formuĺı v pre-
dikátové logice:

a) Někteř́ı studenti nemaj́ı hudebńı nadáńı.

b) Někteř́ı př́ıtomńı bydĺı v hotelu.

c) Někteř́ı studenti nejsou ani nadańı ani pilńı.

d) Každé č́ıslo dělitelné 8 je dělitelné 4.

e) Kdo seje v́ıtr, ten skĺıźı bouři.

f) Psi, kteř́ı hodně štěkaj́ı, nekoušou.

g) Žádný tyran neńı spravedlivý.

h) Každý člověk má otce a matku.

i) Každý, kdo má otce, má i matku.

j) Každý člověk je mladš́ı než jeho rodiče. (pomoćı termů)

k) Žádný dobrý učitel nikoho zbytečně nepotrestal.

l) Někdo má rád každého.

m) Někdo má rád ostatńı.

n) Neńı všechno zlato, co se třpyt́ı.

o) Všichni sourozenci maj́ı stejného otce. (pomoćı termů)

Řešeńı 1.

a) ∃x(S(x) ∧ ¬H(x)) kde S(x) znamená ,,x je student“, H(x) znamená ,,x
má hudebńı nadáńı“.

b) ∃x(P (x) ∧H(x))

c) ∃x(S(x) ∧ ¬N(x) ∧ ¬P (x))

d) ∀x(D(x, 8)⇒ D(x, 4))

e) jedno možné řešeńı: ∀x(V (x) ⇒ B(x)), kde V (x) znamená ,,x seje v́ıtr“
a B(x) znamená ,,x skĺıźı bouři“ druhé možné řešeńı: ∀x(Seje(x, vitr)⇒
Sklizi(x, boure)), kde ,,vitr“ a ,,boure“ jsou konstanty

f) ∀x((P (x) ∧ S(x))⇒ ¬K(x))

g) ∀x(T (x)⇒ ¬S(x)), což je ekvivalentńı formuli ¬∃x(T (x) ∧ S(x))

h) ∀x(C(x)⇒ ((∃yM(x, y)) ∧ (∃zO(x, z))))

i) ∀x((C(x) ∧ (∃yO(x, y)))⇒ (∃zM(x, z)))
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j) ∀x∀y(R(x, y) ⇒ V etsi(vek(x), vek(y))), přičemž predikát V etsi se ob-
vykle zapisuje infixovou notaćı, tedy v našem př́ıpadě bychom napsali
vek(x) > vek(y)

k) ¬∃x(U(x) ∧D(x) ∧ (∃yZbyPot(x, y)))

l) ∃x∀yR(x, y)

m) ∃x∀y(x 6= y ⇒ R(x, y))

n) ¬∀x(T (x)⇒ Z(x))

o) ∀x∀y(S(x, y)⇒ otec(x) = otec(y))

Př́ıklad 2. Necht’ výraz P (l, e, t) znamená ,,Luboš p̊ujčuje Evě tužku“. Zapǐste
symbolicky následuj́ıćı výroky:

a) Někdo p̊ujčuje Evě tužku.

b) Eva p̊ujčuje někomu tužku.

c) Eva někomu něco p̊ujčuje.

d) Někdo Evě něco p̊ujčuje.

e) Luboš každému něco p̊ujčuje.

f) Někdo někomu něco p̊ujčuje.

g) Každý někomu něco p̊ujčuje.

h) Někdo každému všechno p̊ujčuje.

i) Někdo nikomu nic nep̊ujčuje.

j) Neexistuje člověk, který každému všechno p̊ujčuje.

k) Všichni všechno všem p̊ujčuj́ı.

Řešeńı 2.

a) ∃xP (x, e, t)

b) ∃xP (e, x, t)

c) ∃x∃yP (e, x, y)

d) ∃x∃yP (x, e, y)

e) ∀x∃yP (l, x, y)

f) ∃x∃y∃zP (x, y, z)

g) ∀x∃y∃zP (x, y, z)

h) ∃x∀y∀zP (x, y, z)

i) ∃x¬(∃y∃zP (x, y, z))

j) ¬(∃x∀y∀zP (x, y, z))

k) ∀x∀y∀zP (x, y, z)
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Př́ıklad 3. Necht’ V (p, t) znamená ,,vid́ım předmět p v okamžiku t“. Zapǐste
symbolicky věty:

a) V každém okamžiku něco vid́ım.

b) V některém okamžiku nevid́ım nic.

c) Existuj́ı předměty, které nevid́ım v žádném okamžiku.

d) Každou věc vid́ım v některém okamžiku.

Řešeńı 3.

a) ∀x∃yV (y, x)

b) ∃x¬∃yV (y, x) nebo ∃x∀y¬V (y, x) (ekvivalentńı zápis)

c) ∃y¬∃xV (y, x) nebo ∃y∀x¬V (y, x)

d) ∀y∃xV (y, x)

Př́ıklad 4. Najděte negace formuĺı:

a) ∃x((P (x) ∧Q(x)) ∨R(x))

b) ∀x(P (x)⇒ ∀yQ(y))

c) ∀x(P (x) ∨ ∃yQ(y))

d) ∀x(P (x)⇒ Q(x)) ∧ ∃x(R(x) ∧ S(x))

Řešeńı 4.

a) ¬(∃x((P (x) ∧Q(x)) ∨R(x)))⇔
∀x¬((P (x) ∧Q(x)) ∨R(x)))⇔
∀x((¬P (x) ∨ ¬Q(x)) ∧ ¬R(x))

b) ∃x(P (x) ∧ ∃y¬Q(y))

c) ∃x(¬P (x) ∧ ∀y¬Q(y))

d) ∃x(P (x) ∧ ¬Q(x)) ∨ ∀x(¬R(x) ∨ ¬S(x))

Př́ıklad 5. Určete, pro které interpretace jsou pravdivé následuj́ıćı formule:

a) ∃x∀y(P (y)⇒ (x = y))

b) ∃x(P (x) ∧ ∀y(P (y)⇒ (x = y)))

c) ∀x∃y∃z(((x = y) ∨ (x = z)) ∧ (y 6= z))

d) ∀x∃yQ(x, y)⇒ ∃xQ(x, x)

e) ∃x∀y((R(x, y) ∧ ¬R(y, x))⇒ (R(x, x)⇔ R(y, y)))
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Řešeńı 5.

a) Formule je pravdivá v každé interpretaci s libovolným neprázdným obo-
rem interpretace D a s libovolným přǐrazeńım unárńıho predikátu nad D
predikátové konstantě P , pokud P (d) je pravda nejvýše pro jeden př́ıpad.

b) Formule je pravdivá v každé interpretaci s libovolným oborem interpre-
tace D a s libovolným přǐrazeńım unárńıho predikátu nad D predikátové
konstantě P , pokud P (d) je pravda právě v jednom př́ıpadě.

c) Formule nabývá hodnoty pravda pro každý obor interpretace D, který je
prázdný, nebo obsahuje alespoň dva prvky.

d) Formule je pravdivá v každé interpretaci s libovolným neprázdným obo-
rem interpretace D a s libovolným přǐrazeńım binárńıho predikátu nad D
predikátové konstantě Q, pokud Q(x, y) má alespoň jeden reflexivńı prvek
nebo pokud pro některý prvek a z D neexistuje prvek b takový, že Q(a, b).

e) Formule je pravdivá v každé interpretaci s libovolným neprázdným obo-
rem interpretace D a s libovolným přǐrazeńım binárńıho predikátu nad D
predikátové konstantě R, pokud existuje prvek x,

• který je reflexivńı a všechny prvky s ńım asymetrické v R jsou také
reflexivńı, nebo

• který neńı reflexivńı a všechny prvky s ńım asymetrické v R také
nejsou reflexivńı.

(Všimněte si, že v uvedených bodech je zahrnuta i situace, kdy levá strana
implikace je nepravdivá.)

Př́ıklad 6. Určete, zda jsou následuj́ıćı formule tautologiemi:

a) ∀x(P (x) ∧Q(x))⇔ (∀xP (x) ∧ ∀xQ(x))

b) ∃x(P (x) ∨Q(x))⇔ (∃xP (x) ∨ ∃xQ(x))

c) ∀x(A(x) ∨B(x))⇒ (∀xA(x) ∨ ∀xB(x))

d) ∀x∀yR(x, y)⇔ ∀y∀xR(x, y)

e) (∃xA(x) ∧ ∃xB(x))⇒ ∃x(A(x) ∧B(x))

f) (∀xP (x)⇒ ∀xQ(x))⇒ ∀x(P (x)⇒ Q(x))

Řešeńı 6. Zd̊uvodněńı, že se nejedná o tautologii, lze provést např. nalezeńım
protipř́ıkladu.

a) Abychom dokázali, že se jedná o tautologii, je potřeba ukázat, že plat́ı
implikace zleva doprava i obráceně:

,,⇒“ Implikace neplat́ı pouze tehdy, je-li antecedent pravdivý a konsek-
vent nepravdivý. Ukážeme, že tento př́ıpad pro žádnou interpretaci
nemůže nastat. Pokud plat́ı antecedent, muśı pro každý prvek d oboru
interpretace platit P (d) a zároveň Q(d), tedy plat́ı ∀x(P (x)∧Q(x)).
Potom ale také za stejných podmı́nek plat́ı P (d) ∧ Q(d) a také celá
formule ∀xP (x) ∧ ∀xQ(x) konsekventu;
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,,⇐“ Na druhou stranu, plat́ı-li ∀xP (x) ∧ ∀xQ(x), tj. pro každé d plat́ı
P (d) a zároveň pro každé d plat́ı Q(d), potom také plat́ı P (d)∧Q(d)
a tedy také ∀x(P (d) ∧Q(d)).

Ukázali jsme, že pro libovolnou interpretaci plat́ı obě implikace, tedy plat́ı
i ekvivalence a tedy celá formule.

b) Důkaz provedeme obdobným zp̊usobem jako v předchoźım př́ıpadě.

c) Protipř́ıklad: Mějme doménu celých č́ısel, kde A(x) je pravda pro lichá
č́ısla a nepravda pro sudá č́ısla, B(x) je pravda pro sudá č́ısla a nepravda
pro lichá č́ısla. Potom ∀x(A(x) ∨ B(x)) je pravda, ale ∀xA(x) ∨ ∀xB(x)
ne.

d) Opět je potřeba dokázat, že plat́ı obě implikace. Protože se pro všeobecný
kvantifikátor jedná o zobecněnou konjunkci, přičemž je konjunkce komu-
tativńı, a oba kvatifikátory jsou stejné kvantity, můžeme je zaměnit.

e) Protipř́ıklad: Mějme doménu, kde A(x) je pravda právě pro jeden jej́ı
prvek a a B(x) je pravda právě pro jeden jej́ı prvek b r̊uzný od a. Potom
∃xA(x)∧∃xB(x) je pravda, ale ∃x(A(x)∧B(x)) ne. Např. D = {1, 2}, A =
{1}, B = {2}.

f) Protipř́ıklad: Mějme doménu, kde pro nějakou konstantu a je P (x) pravda
a Q(x) nepravda a nav́ıc pro nějakou hodnotu P (x) je nepravda. Potom
∀xP (x) je nepravda a tedy ∀xP (x) ⇒ ∀xQ(x) je pravda. Dále pro x = a
je P (x) ⇒ Q(x) nepravda, tedy i ∀x(P (x) ⇒ Q(x)) je nepravda. Máme
tedy 1⇒ 0, což je nepravda.

5


