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3. Konjunktivńı a disjunktivńı NF, využit́ı

Př́ıklad 1. Vyjádřete pomoćı pravdivostńı tabulky následuj́ıćı formule v dis-
junktivńı normálńı formě:

a) (p⇒ q)⇒ r

b) (p⇔ q) ∨ ¬r

Řešeńı 1.

a) (p⇒ q)⇒ r
p q r p⇒ q (p⇒ q)⇒ r
0 0 0 1 0
0 0 1 1 1
0 1 0 1 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 0 1 0 1
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1

Závěr: (úplná) disjunktivńı normálńı forma formule je
(¬p ∧ ¬q ∧ r) ∨ (¬p ∧ q ∧ r) ∨ (p ∧ ¬q ∧ ¬r) ∨ (p ∧ ¬q ∧ r) ∨ (p ∧ q ∧ r)

b) (p⇔ q) ∨ ¬r
p q r (p ⇔ q) ∨ ¬ r
1 1 1 1 1
1 1 0 1 1
1 0 1 0 0
1 0 0 0 1
0 1 1 0 0
0 1 0 0 1
0 0 1 1 1
0 0 0 1 1

Závěr: (úplná) disjunktivńı normálńı forma formule je
(p∧q∧r)∨(p∧q∧¬r)∨(p∧¬q∧¬r)∨(¬p∧q∧¬r)∨(¬p∧¬q∧r)∨(¬p∧¬q∧¬r)

Př́ıklad 2. Vyjádřete pomoćı pravdivostńı tabulky následuj́ıćı formule v kon-
junktivńı normálńı formě:

a) (p⇔ q)⇒ (¬p ∧ r)

b) (p⇒ q)⇒ r
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Řešeńı 2.

a) (p⇔ q)⇒ (¬p ∧ r)
p q r p⇔ q ¬p ∧ r (p⇔ q)⇒ (¬p ∧ r)
0 0 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1
0 1 0 0 0 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1
1 1 0 1 0 0
1 1 1 1 0 0

Závěr: (úplná) konjunktivńı normálńı forma formule je
(p ∨ q ∨ r) ∧ (¬p ∨ ¬q ∨ r) ∧ (¬p ∨ ¬q ∨ ¬r)

b) (p⇒ q)⇒ r
p q r (p ⇒ q) ⇒ r
1 1 1 1 1
1 1 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 0 0 1
0 1 1 1 1
0 1 0 1 0
0 0 1 1 1
0 0 0 1 0

Závěr: (úplná) konjunktivńı normálńı forma formule je
(¬p ∨ ¬q ∨ r) ∧ (p ∨ ¬q ∨ r) ∧ (p ∨ q ∨ r)

Poznámka: Některé formule jsou zároveň v disjunktivńı i konjunktivńı normálńı
formě, např́ıklad p ∨ q ∨ ¬r nebo ¬p ∧ q nebo třeba ¬r.

Poznámka: Každá formule má nějakou odpov́ıdaj́ıćı DNF a CNF, tyto normálńı
formy však nejsou určeny jednoznačně. Např́ıklad CNF formule
(p⇒ q) ∧ (q ⇒ r) ∧ (r ⇒ p) může být (¬p ∨ q) ∧ (¬q ∨ r) ∧ (¬r ∨ p), ale stejně
tak i (¬p ∨ r) ∧ (¬r ∨ q) ∧ (¬q ∨ p).

Př́ıklad 3. Vyjádřete pomoćı ekvivalentńıch úprav následuj́ıćı formule v dis-
junktivńı normálńı formě:

a) (p⇔ q)⇒ (r ∨ s)

b) (p⇒ q)⇒ r
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Řešeńı 3. Ekvivalence a implikace nahrazujeme disjunkcemi, konjunkcemi a
negacemi, pak uplatńıme de Morganova pravidla, asociativitu a distributivitu.

((p⇒ q) ∧ (q ⇒ p))⇒ (r ∨ s)

¬((¬p ∨ q) ∧ (¬q ∨ p)) ∨ (r ∨ s)

(p ∧ ¬q) ∨ (q ∧ ¬p) ∨ r ∨ s

Daľśı zadáńı analogicky.

Př́ıklad 4. Vyjádřete pomoćı ekvivalentńıch úprav následuj́ıćı formule v kon-
junktivńı normálńı formě:

a) (p⇒ q)⇔ (p⇒ r)

b) (p⇒ q)⇒ r

Řešeńı 4.
((p⇒ q)⇒ (p⇒ r)) ∧ ((p⇒ r)⇒ (p⇒ q))

(¬(p⇒ q) ∨ (p⇒ r)) ∧ (¬(p⇒ r) ∨ (p⇒ q))

((p ∧ ¬q) ∨ (¬p ∨ r)) ∧ ((p ∧ ¬r) ∨ (¬p ∨ q))

(((p ∨ ¬p) ∧ (¬q ∨ ¬p)) ∨ r) ∧ (((p ∨ ¬p) ∧ (¬r ∨ ¬p)) ∨ q)

(¬q ∨ ¬p ∨ r) ∧ (¬r ∨ ¬p ∨ q)

Daľśı zadáńı analogicky.

Př́ıklad 5. Stanovte všechny vzájemně neekvivalentńı logické d̊usledky premis
(v úplné konjunktivńı normálńı formě), ve kterých se vyskytuj́ı pouze výrokové
symboly obsažené v premisách:

a) T ≡ {p ∨ (q ∧ r), p⇒ r}

b) T ≡ {p⇒ (q ∨ r), r ⇒ q}

c) T ≡ {p⇒ (q ⇒ p), r ⇒ ¬p}

d) T ≡ {p ∨ q, p⇒ r}
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Řešeńı 5.

a) Nejdř́ıve nalezneme UKNF množiny T (tj. konjunkce všech jej́ıch prvk̊u):

p q r p ∨ (q ∧ r) p ⇒ r T
0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1 0
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0 0
1 0 1 1 0 1 1
1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1

UKNF množiny T je tedy:
(p ∨ q ∨ r) ∧ (p ∨ q ∨ ¬r) ∧ (p ∨ ¬q ∨ r) ∧ (¬p ∨ q ∨ r) ∧ (¬p ∨ ¬q ∨ r)
Nyńı budeme hledat takové formule φ, pro které plat́ı T |= φ, tj. na základě
věty o konjunkci jsou konjunkcemi elementárńıch disjunkćı obsažených
v uvedené UKNF.
(Intuitivně: budeme hledat všechny neprázdné podmnožiny elementárńıch
disjunkćı dané UKNF. Tyto podmnožiny chápeme jako konjunkce svých
prvk̊u.)

T |= (p ∨ q ∨ r)
T |= (p ∨ q ∨ ¬r)
T |= (p ∨ ¬q ∨ r)
T |= (¬p ∨ q ∨ r)
T |= (¬p ∨ ¬q ∨ r)
T |= (p ∨ q ∨ r) ∧ (p ∨ q ∨ ¬r)
T |= (p ∨ q ∨ r) ∧ (p ∨ ¬q ∨ r)
T |= (p ∨ q ∨ r) ∧ (¬p ∨ q ∨ r)
T |= (p ∨ q ∨ r) ∧ (¬p ∨ ¬q ∨ r)
T |= (p ∨ q ∨ ¬r) ∧ (p ∨ ¬q ∨ r)
T |= (p ∨ q ∨ ¬r) ∧ (¬p ∨ q ∨ r)
T |= (p ∨ q ∨ ¬r) ∧ (¬p ∨ ¬q ∨ r)

...

T |= (p ∨ q ∨ r) ∧ (p ∨ q ∨ ¬r) ∧ (p ∨ ¬q ∨ r) ∧
∧(¬p ∨ q ∨ r) ∧ (¬p ∨ ¬q ∨ r)

Poznámka: Pokud v zadáńı neńı explicitně řečeno, že d̊usledky maj́ı být v úplné
konjunktivńı normálńı formě, je potřeba nav́ıc uvést jako d̊usledek nějakou tau-
tologii (zde např. p∨¬p). Tautologie nemaj́ı UKNF, takže uvedeným postupem
je nelze źıskat, ale jsou d̊usledkem libovolné množiny premis.
Úloha obecně může být formulována tak, že nepracuje s UKNF, např.

”
roz-

hodněte, zda množina {p⇔ q, p⇒ q, q ⇒ p, p⇒ p} obsahuje všechny vzájemně
neekvivalentńı d̊usledky formule ϕ = p⇔ q (obsahuj́ıćı pouze symboly z ϕ)“.

4



IB101 Úvod do logiky 3. Konjunktivńı a disjunktivńı NF, využit́ı

Př́ıklad 6. Najděte všechny vzájemně neekvivalentńı premisy (v úplné kon-
junktivńı normálńı formě) dané formule φ, ve kterých se vyskytuj́ı pouze výrokové
symboly obsažené ve formuli φ:

a) φ ≡ ¬(p ∧ q)

b) φ ≡ p ∨ ¬q

c) φ ≡ p⇔ q

d) φ ≡ p⇒ [(q ∧ r) ∨ (¬q ∧ ¬r)]

Řešeńı 6.

a) formuli φ ≡ ¬(p∧q) převedeme do úplné konjuktivńı normalńı formy a na-
jdeme všechny elementárńı disjunkce, které se v dané UKNF nevyskytuj́ı
a všechny jejich podmnožiny přidáváme k této UKNF.

UKNF: ¬p ∨ ¬q
Doplněk: p ∨ q, p ∨ ¬q,¬p ∨ q

¬p ∨ ¬q |= ¬p ∨ ¬q
p ∨ q,¬p ∨ ¬q |= ¬p ∨ ¬q

p ∨ ¬q,¬p ∨ ¬q |= ¬p ∨ ¬q
¬p ∨ q,¬p ∨ ¬q |= ¬p ∨ ¬q

p ∨ q, p ∨ ¬q,¬p ∨ ¬q |= ¬p ∨ ¬q
p ∨ q,¬p ∨ q,¬p ∨ ¬q |= ¬p ∨ ¬q

p ∨ ¬q,¬p ∨ q,¬p ∨ ¬q |= ¬p ∨ ¬q
p ∨ q, p ∨ ¬q,¬p ∨ q,¬p ∨ ¬q |= ¬p ∨ ¬q
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