Sémantiky programovacich jazyku

Doporucena literatura

e Glynn Winskel: The Formal Semantics of Programming Languages

e Matthew Hennesy: The Semantics of Programming Languages

e PDF a PS soubor této prezentace je dostupny na
http://www.fi.muni.cz/usr/kucera/teach.html

Definice programovaciho jazyka

Syntaxe definuje ,spravné utvorené® programy (akceptované prekladacem).
* lexikalni jednotky (kliCova slova, identifikatory, konstanty, operatory, . ..)

x frazova struktura (ur€uje jaké posloupnosti lexikalnich jednotek jsou ,pfipustné”

e Sémantika popisuje chovani programu (co program ,déla*)
x neformalni (uCebnice programovacich jazyku)

* formalni (,matematicka*)




Uéel a pouzitelnost formalni sémantiky

o Korektnost implementace
x prekladac¢ (co musi splnovat, aby byl ,spravny“?)
* optimalizator (jaké upravy kédu jsou ,pripustné“?)
o Verifikace programu
* vlastnosti program( (jak je vyjadrit, jak dokdzat ze dany program ma danou vlastnost?)
* ekvivalence programu (co znamena, ze se dva programy ,chovaji stejné“?)

* systémy, které jsou paralelni, distribuované, pracuji s redlnym ¢asem, nebo jsou fizené
udalostmi, nelze ,ladit!

X=X+1[]X:=X+1
o Navrh programovacich jazyku

Zakladni ,styly“ sémantik programovacich jazyku

e Operacni sémantika definuje jak se program provadi
e Denotacni sémantika definuje co program pocita

o Axiomatickd sémantika umoznuje odvodit vlastnosti programu




Abstraktni syntax programovacich jazyku

e Abstrakini syntakticka rovnice: rovnice tvaru

X u= atr| - latnlopi(xpy. .., oc(hn])) | o T opn (X m1)y -+ oy Xmnm))
kde
* aty, - - -, aty jsou atomy.
* opy, - -+, 0p,, jsou operace (které mohou mit i nulovou aritu — pak jde o konstanty).

* oyij) je bud X nebo atom (opakované vyskyty jsou rozliSeny indexy).

* Pro kazdy atom at; je dana jeho syntakticka doména (mnozina) A;.
e Priklad:
X = num | w | Xo+X7 | Xo—Xj

Syntaktickou doménou atomu num jsou dekadické zapisy celych Cisel, w je konstanta.

Syntaktické stromy

e UvaZzme abstraktni syntaktickou rovnici

X u= at| - |aty] 0P1(0€(1,1)> <oy 06(1,n1)) | - Opm(oc(m,n, ceey ‘X(m,nm))
e Mnozina syntaktickych stromu pro X je definovana induktivné:

* Je-li a prvek syntaktické domény nékterého z atoma aty, - - -, at,,, je strom s jedinym uzlem
a syntakticky strom pro X vysky O.

* Je-li op konstanta, je strom s jedinym uzlem op syntakticky strom pro X vysky 0.

* Je-li op operace arity n > 1 s argumenty o, - - -, &, je strom s kofenem op a n nasledniky,
kde i-ty naslednik je bud

x kofen syntaktického stromu pro X, je-li a; = X,
x prvek syntaktické domény atomu at, je-li «; = at.

také syntaktickym stromem pro X vysky k + 1, kde k je maximum z vy$ek nasledniku kofene
(prvky syntaktickych domén atomU maji vySku 0).

U syntaktickych stromu rozliSujeme poradi naslednika.

e Je mozné definovat i systémy syntaktickych rovnic, kde mnozina syntaktickych stromd uréena
jednou rovnici definuje syntaktickou doménu atomu jiné rovnice.




Priklad definice abstraktni syntaxe

o X = num | Xo+X7 | Xo—X;

Syntaktickou doménou atomu num jsou dekadické zapisy celych Cisel.

o Y = color(Xo, X1,X2) | Yo#Y; | Yo&Y;
Syntaktickou doménou atomu X je mnozina vSech syntaktickych stromu pro X.
' &
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Konkrétni syntax programovacich jazyku

Urcuje, jak jednoznacné zapisovat syntaktické stromy jako retézce symbolU.

o Aritmetické vyrazy
/\
/N

Zapis 1 — 4 + 8 neni jednoznacny.

* prefixova notace: + — 148
* postfixova notace: 841 — +
* zavorky: (1—4)+8

o Volitelna else klauzule pfikazu if — then — else
* zavorky
* kliCové slovo fi




Odvozovaci systémy, dliikazy a dokazatelna tvrzeni

Odvozovaci systém je dan kone¢nou mnozinou schémat axiomU a odvozovacich pravidel tvaru

predpoklad; - - - pfedpoklad,,
zaver

podminky

Dikaz je konec¢ny strom, jehoz listy jsou instance axiomU a vnitfni uzly instance pravidel.
e Tvrzeni « je dokazatelné, jestlize existuje dikaz s kofenem «.

e Dukazové stromy je zvykem psat ,kofenem dolu” (ij. ,obracené” nez syntaktické stromy).

Odvozovaci systém vyrokove logiky

Abstraktni syntax formuli vyrokové logiky:
@ = wrok | @o—@1 | —@

kde syntaktickd doména atomu vyrok je spoCetna mnozina atomickych vyroka {A, B, C...}.

Schémata axiomu odvozovaciho systému vyrokové logiky
o = (b = )

* (@ = (b = &) = (o—=19) = (¢ —E)

* (to =) = (b — @)

e Odvozovaci pravidlo modus ponens

e 9=
P

Pfiklad: A — A je dokazatelna formule.

A—-((A=-A)—2A) A-((AoA)—2A)) (A A>DA)—> (Ao A)
A— (A= A) (A= (A—=A) = (Ao A)

A— A
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Indukce k vysce stromu

Bud M (néjaka) mnozina stroml konecné vysky a V (néjaka) vlastnost, ktera je pro kazdy
strom T € M bud pravdivd nebo nepravdiva.

Tvrzeni o indukci k vySce stromu: Necht' je splnéna nasledujici podminka:

* Pro kazdé n € Ny:

Je-li Vje pravdiva pro kazdé T € M vySky mensi nez n, pak V je pravdiva pro kazdé
T’ € M vysky pravé n.

Pak V je pravdiva pro vSechny stromy z M.

Strukturdlni indukce: indukce k vySce (syntaktického) stromu, kde M je mnozina vSech
syntaktickych strom0 urCena danou abstraktni syntaktickou rovnici.

Indukce k vySce odvozeni: indukce k vySce (dikazového) stromu, kde M je mnozina vSech
dukazl daného odvozovaciho systému.
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Abstraktni syntaxe jazyka IMP

Zakladni syntaktické domény

Num = {0,1,-1,2,-2,...}
Bool = ({tt,ff}
Var = {A,B,C,...}

Aritmetické vyrazy Aexp
a == n | X | ata; | ap—a; | ap*xa;
kden € Num a X € Var.
Pravdivostni vyrazy Bexp
b = t | a=a | ap<a; | notb | bypand b; | by or b,
kde t € Bool a ay, a; € Aexp.
Pfikazy Com
c == skip | X:=a | coc; | if bthencyelsec; | while b doc

kde X € Var, a € Aexpa b € Bexp.
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Operacni sémantika

e Programim v daném jazyce je pfifrazen prechodovy systém, ktery popisuje vypocetni procesy
jednotlivych programa.

e Prechodovy systém: trojice (S, A, —), kde
* S je mnozina konfiguraci (ne nutné konec¢na!)
* A je mnozina akci

* - CSx.AxS jeprechodova relace

e Jednotlivé ,typy“ operacni sémantiky se lisi definici mnoziny konfiguraci a prechodové relace
* SMC stroj: Stack — Memory — Control stack

* A-kalkul

x SOS: Strukturalni Operacni Sémantika
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SOS sémantika IMP prvniho typu (,,big step*)

Stav je zobrazeni o : Var — Z, mnozina vSech stavi se znaCi .

Cilem je definovat pfechodovy systém, kde
* mnozina konfiguraci je X,
* mnozina akci je Com,

* prechodové relace odpovida ,vyslednému efektu” programi, tj. o = o’ pravé kdyZ vypodet
programu c zahajeny ve stavu o skonéi a prejde do stavu o’.

Za timto UcCelem definujeme odvozovaci systémy pro tfi relace:

* —a C Aexp X X X Z; prvky zapisujeme ve tvaru (a, o) —a 1.
* —p C Bexp x £ x T; prvky zapisujeme ve tvaru (b, o) —p t.
* —¢c C Com x £ x X; prvky zapisujeme ve tvaru {c, o) —¢ o’

Indexy A, B, C budou obvykle vynechany.

o Pakjiz Ize definovat: o 5 ¢’ &= (¢, 0) = 0o’
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Aritmetické vyrazy Aexp

(a,0) - n

e (N,0) > n

(ap, 0) — My

(X,0) = o(X)

Laritmeticky vyraz a se ve stavu o vyhodnoti nan € Z*

(arj, 0) — Ny

{(ap+ aj,0) = n =T+
. <(10,U> — Ny <(11,G> — n—=ns—n
<a0 — Qay, O'> —n 0 !
. <(10,U> — Ny <(11,0'> — Ny n = ne kT
(ap * aj,0) = n 0
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Pravdivostni vyrazy Bexp
(b,o) —» t ,pravdivostni vyraz b se ve stavu o vyhodnotinat € T*
(b, o) — false
e (tt,0) — true (notb, o) — true
o (ff, o) — false . (b, 0) — true
(notb, o) — false
(ag,0) = no (aj,0) = Ny
(] No=nq
(ap = aj, 0) — true (bo,0) = to (br,o) 2 t1, _ _
) ° (boand b1, 0) — true to=true /\ t;=true
(a0, 0) 9 ny (@,0) = My
o o7
{(ap = aj, 0) — false (bo,0) =ty (bj,0) =2t B
) (boand by, o) — false to=Ffalse \V t;=false
<(10, 0'> — Ny <CL1, G> — N4y
* (ap < aj,0) — true MoSTy o (bo,0) = to (b1, 0) =t th—true \V t1—true
(boor by, 0) — true 0 1
(ag,0) = np (a,0) = mny
¢ (ap < aj,0) — false Mo=T (bo,0) =t (b1,0) =ty

(boor by, o) — false

to—false /\ t;=false
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Prikazy Com

(c,0) — o’ ,pfikaz c aktivovany ve stavu o skoncCi ve stavu o’

(skip, o) — ©

(a,0) = n
{X:=a,0) = on/X]

{co,0) = 0" {c1,0") — o

{co;cr,0) — o

(b,0) — true {co,0) — o’ (b,0) — false (c;,0) — o’
(if b then ¢ else c;, 0) — o’ (if b then ¢, else c;, 0) — o’

. (b, o) — false (b,0) — true {c,0) — ¢” (whilebdoc,o”) — o’
(whilebdoc,0) — o (while b do ¢, 0) — o’
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Priklad dukazového stromu v SOS sémantice 1. typu

Uvazme program while A <2do A:=A + C

e Stav o je definovan takto: o(A) = 1, o(C) = 2, apro A # B # Cje o(B) = 10. Pak
(while A < 2do A := A + C,0) — 0[3/A], nebot

(A,o) =1 (C,o) =2 (A,0[3/A]) =3 (2,0[3/A]) = 2
(Ayo) =51 (2,0) —>2 (A+C,o) — 3 (A < 2,0[3/A]) — false
(A < 2,0) — true (A:=A+C,0) — 0[3/A] (while A < 2do A := A + C,0[3/A]) — o[3/A]

(while A < 2do A :=A+C,0) — 0l[3/A]

e Stav ¢’ = 0[0/C]. Dilkazovy strom s kofenem tvaru (while A < 2do A := A + C,0') — o”
sestrojit nelze (pro zadné o”).
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SOS sémantika prvniho typu je deterministicka

Véta 1.
1. Pro kaZdé a € Aexp a o € X existuje pravé jednon € Z takové, Ze (a, o) — n.
2. ProkaZdéb € Bexp a 0 € X existuje pravé jednot € T takové, Ze (b, o) — t.

3. Pro kaZdé ¢ € Com a o € I existuje nejvyse jedno o’ € X takové, Ze (c,o) — o’.

Dikaz. 1. a 2. indukci ke struktufe a a b, 3. indukci k vy$ce odvozeni {c, o) — o’

ad 1.

e a = n. Pak (n, o) — n dle definice.

e a = X. Pak (X, o) — o(X) dle definice.

e a = ap + a;. Podle indukéniho predpokladu existuje pravé jedno n, takové, ze (ay, o) — ny,
a prave jedno n, takové, ze (a;, o) — ny. Proto (ap + aj, 0) — n, kde n = ngy + ny.

e a = ap — aj. Podobné.

e a = ap * a;. Podobné.
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ad 3. Indukci k vySce odvozeni ukdzeme, Ze pokud pro dané c a o existuje (né&jaké) o’
takové, ze (c, o) — o, je toto ¢’ uré¢eno jednoznacné.

Necht {(c, o) — o’ je kofen dilkazového stromu vysky n € No. Uvazime mozné tvary c.
e (skip, o) — 0.

e ¢ = X := a. Pak kofen (X := a,0) — o' ma naslednika (a,0) — n aplati ¢’ = o[n/X].
Podle 1. existuje pravé jedno takové n, proto o’ je uréeno jednoznacné.

e c = co;c1. Pak koten (cp;c1,0) — o’ ma néasledniky {(co,0) — o’ a (c1,0”) — o'. Podle
indukéniho predpokladu je o” i o’ uréeno jednoznacéné.

e c = if b then ¢ else c;. Pak kofen (if b then ¢, else c1,0) — ¢’ ma bud’ nasledniky (b, o) —
true a (co, 0) — o', nebo (b, o) — false a {c1, 0) — o’. Podle 2. nastava prave jedna z téchto
moznosti, proto je ¢’ ur¢eno jednoznacné.

e ¢ = while b do c. Pak kofen (while b do ¢,c) — ¢’ ma bud jediného naslednika (b, o) —
false a 0’ = o, nebo tfi nasledniky (b, o) — true, {c,0) — o’ a (while b do c,c”) — ¢’
Podle 2. nastava prave jedna z téchto moznosti. V prvnim pfipadé jsme hotovi ihned; v druhém
pouzijeme indukéni predpoklad podle néhoz je o’ a o’ uréeno jednoznaéné.
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Sémanticka ekvivalence vyrazu a prikazu (I)

e Aritmetické vyrazy Aexp

ap ~ aj (% (VMneZ VoeX: (a,0) > n < (aj,0) —>n)

e Pravdivostni vyrazy Bexp

bo ~ by & (VteT VoeX: (by,0) ot & (b,0) —t)

e Prikazy Com

Co ~ Cq PN (Vo,0’ € £: {cp,0) = 0’ < {c1,0) = 0')
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Priklad ekvivaletnich programi

Dokazeme, ze whilebdoc ~ if b then (c;while b do c) else skip
e (whilebdoc,o0) — o’ = (if b then (c; while b do c) else skip, 0) — o’

Jsou dvé moznosti:

(b, o) — false (b, o) — false (skip, o) — ©

Pak ale take
(whilebdoc,0) — o (if b then (c; while b do c) else skip, 0) — ©
b,o) >t — o hile b d " — o’
. (b, o) rue (c, cr) o (wl ilebdoc,0”) —» o " Pak ale také
(whilebdoc,o0) — o
(c,0) = o” (while bdo c,0”) — o’
(b, o) — true (c;whilebdo c,0) — o’

(if b then (c; while b do c) else skip, o) — o’

e Opacna implikace se ukaze podobné.

22



Operacni sémantika IMP druhého typu (,,small step“)

Cilem je definovat prechodovy systém, kde

* mnozina konfiguraci je Com x L,

* mnozina akci je {t},

* prechodové relace odpovida ,kroku vypoétu“ programd, tj. (c, o) = (c’,o’) pravé kdyz
program c prejde ze stavu o vykonanim jedné instrukce do stavu ¢’ a z tohoto stavu se dale
provadi program c¢’.

Definujeme odvozovaci systémy pro tfi relace:

* A C (Aexp x Z) x (Aexp x X); prvky zapisujeme ve tvaru {(a, o) +—a (a’, o’).

*x —p C (Bexp X L) x (Bexp x X); prvky zapisujeme ve tvaru (b, o) —g (b’, o’).

x ¢ C (Com x X) x (Com x X); prvky zapisujeme ve tvaru {(c, o) +—c {c’,o’).

Indexy A, B, C budou obvykle vynechany.

Pak jiz Ize definovat: (c,0) = (¢/,0’) & (¢, 0) —c (¢/,0")
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Aritmetické vyrazy Aexp

(n, o) —konecnd konfigurace
(X, 0) = (0(X), 0)
(ng + ny,0) — (m, o), kde m =ny + ny

<a0> G> = <a630>
{ap + a1, 0) — {ay+ aj, o)

<a1> G> = <a1/> G>
(n+aj,0) = (n+aj,o)

podobné pro ,—“ a ,x"

Priklad:
Necht o(X) =1, 0(Y) =2

(X4+3)*Y,o) » {(1+3)*xY,o0) =» (4*xY,0) = (4%2,0) — (8 0)
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Pravdivostni vyrazy Bexp

e (tt,c) —koneéna konfigurace * (not tt, o) — (ff, o), (not ff, o) — (tt, o)
/
e (ff,0) —konetna konfigurace (not<g) g; : EEO’tGg/ o)
[ <Tlo:Tl1, U> = <tt> O'>, je'“ No="4 ) <t] and tz, G> = <tt> 0-> je_“ ti=tt a tr=tt
o (no=ny,0) — (ff, o), je-li no#n, e (tjandt,, o) — (ff, o) je-li ty=ff nebo t,=ff
/
o <a03 G) — <a9> G> . <b0) G) — <b(;> G>
<ao=a1,0) = <ao:a1>0> (boandb1,0> — (béandb1,0>
{aj, 0) — (a;, 0) b 4
. | (b1, ) = (b, 0)
(n=apo0)~ (n=aj,o) ®* Ttandb;, o) — (tand bg, 0) t€ i m
e podobné pro ,<* e podobné pro ,or"
25
Prikazy Com
e (skip, o) —konecna konfigurace
. a, o) — (a0
e (X:=mn,o0) — (skip, on/X]) (X -:<a) Ui — EX 3:>a’ o)
. Co, 0) — (cl, o’
° (sklp; c, G) = <C> 0) <c0'<c?, oi — 202701 >G/>
y U1y y b
o (if tt then c else ¢, 0) — (co, 0) (if ff then c else c1, o) — (c1, 0)

(b,0) = (b',0)

* (if b then ¢ else c1, o) — (if b’ then ¢ else cq, o)

(while b do c, o) +— (if b then (c; while b do c) else skip, o)
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Sémanticka ekvivalence vyrazu a prikazu (ll)

Pro kazdé k € N, definujeme (induktivng) relaci —* C (Com x £) x (Com X X):
'_>0 - ideme
T = o

Déle definujeme —*= (J3*, "

Aritmetickeé vyrazy Aexp

w~a L (vnezveexr: (ag, 0) =" (n,0) < (aj,0) =" (n,0))

Pravdivostni vyrazy Bexp

o b &L (VteT Vo eI (byo) =" (t,0) & (by,0) =" (t, o))

e Prikazy Com
e 2 (Yoo’ €5 (co,0) =7 (skip, o) == (c1,0) " (skip, o))
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Ekvivalence SOS sémantik 1. a 2. typu
Lema 2.

1. Jestlize (a, o) —* (a’,0), pak (a ® a1, 0) =" (a’ @ aj,0) a(n®a, o) = (NG a’,0) pro
kazdé © € {+, —, x}.
2. Jestlize (a,c) —* (a’,0), pak (X := a,0) =" (X :=d/,0)
3. Jestlize (c, ) —* (c’, o'}, pak (c;ci, o) —* (c/;c1,07).
4. Jestlize (b, o) —* (b’, o), pak (if b then ¢, else ¢1, o) —" (if b’ then c; else c;, o)
Ddkaz. Indukci ke k.
ad 1., prvni implikace.
e Baze (k = 0): (ap, 0) =° (a},0) <= a)=ay < (ao+ aj, o) =’ (a)+ aj, o)
e Indukeni krok:
(ao, o) =" (af, 0) = (ag,0) — (a,0) a{ay, o) =" (a}, 0) =
(ao, 0) — (al,0) a(aj + a1, 0) =" (aj + a1, o) (podle |.P) =
(ao + ar,0) = (af + ar,0) a {af + ar, o) =" (af + ar, 0) =

k+1

{ap + a1, 0) =" (aj+ a1, 0)

ad 2.,3.,4. Podobné. O
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Lema 3.
1. Jestlize (ay ® ai, o) =" (n,0) kde ® € {+,—, ), pak (ap ® a1,0) =" (N ® aj, o) —"
(ng ® Ny, 0) = (n,0), kden =ny ® ny, (ag, o) —=' (ny, o) a(aj, o) =™ (ny, o).

2. Jestlize (X := a,0) —* (skip, o), pak (X := a,0) =" (X :=n,0) — (skip, o[n/X]), kde
o' =on/X a{a, o) =" (n,o).

3. Jestlize (cy;c1,0) —" (skip, 0’), pak (co;c1,0) ' (skip;ci,0”) — (c1,0”) =™ (skip, o’),
kdel,m < k a (co, o) —" (skip, o”').
4. Jestlize (if b then c, else c;, o) —* (skip, o’), pak plati jedna z nasledujicich moZnosti:
« (if b then c, else c1, o) —" (if tt then c, else c1, 0) — (co, o) —™ (skip, 0’), kdel,m < k a
(b, o) ' (tt, o).
* (if b then ¢ else 1, 0) ' (if ff then ¢, else c1,0) — (c1,0) —™ (skip,0’'), kdel,m < k a
(b, o) ' (ff, 0).
Dukaz. Indukci ke k.
ad 1. Baze indukce (k = 0)
e JelikoZ (ay ® a1, 0) 4° (n, o), implikace plati.
Indukeni krok:
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o Jestlize ay ¢ Num, pak (ap ® a1,0) — (a) ® a1,0) =" (n, o), kde (ag, o) — (a}, o).
Podle I.P. plati (a} ® a1, 0) =" (ng ® a1, 0) =™ (ny ® ny,0) — (n,0), kde L, m < k — 1,
(a},0) ' (ng,0) a (ai,0) =™ (ny,0). Proto také (ap ® aj,0) ="' (ng ® a;,0) —™
(N ® ny, 0) — (n,0), kde 1+ 1,m < ka (ag, o) =" (no, o).

o Jestlize ap = npa a; ¢ Num, pak (ny ® aj,0) — (ny ® al, o) =*"' (n, o), kde (aj, o) -
(a], o). Podle I.P. plati (no®al, o) =" (ny®aj, o) =™ (np®ny, o) — (n, o), kdel,m < k—1
(v tomto pfipadé 1 = 0) a {aj, o) =™ (ny, o). Zbytek dikazu je podobny jako vyse.

e Jestlize ap = npa a; = ny, staci polozitl = m = 0.

Véta 4.
1. Pro kazdé a, o an plati: {(a,0) - n << (a,0) =" (n,o)
2. Pro kaZzdéb a o plati:
e (byo) > true <<= (b,o) =" (tt,0)
e (byo) »false <<= (b,o) =" (ffj0)
3. Prokazdéc ao,o’ plati: {c,0) - o' = {(c,0) =" (skip,c’)
Dukaz. 1. a 2. indukci ke struktufe a a b.
ad 1.
e a =n.Pak(n,o) - na(n o) —°(n o) dle definice.
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e a = X. Pak (X;0) — o(X) a (X, o) — (o(X), o) dle definice.
e a = qp + a;. Podle I.P. plati

*x {(ap,0) 5y & (ap0) " (ng,o0)

x {a;,0) =y & (aj,0) =" (m,0)

Dale

ap,0) @ npa{a,o) 2nkden=ny+n
0, 0) =" (ng,0) a{ay, o) =" (ny,0) kden =ny+mn; (podle I.P)
a + ap, o) =" (ng+a;) =" (ng+mny,0) = (n,o) kden =ny+ny (lema2 (1))
ap + aj, 0) =~ (n, o) (podle lematu 3 (1))

e a = ap— a;. Podobné.

e a = ay * a;. Podobné.

ad 3.

(=) Indukci k vy$ce odvozeni (c, ) — o’. Uvazime mozné tvary c.

P e e e
o

e (skip, o) — o. Plati (skip, o) —° (skip, o)

e ¢ = X := a. Pak kofen (X := a,0) — o' ma naslednika (a,0) — n aplati ¢’ = o[n/X].
Podle 1. (a, o) —* (n, 0), proto (X := a,0) —" (X :=n, o) =" (skip, o[n/X]) podle lematu 2
(2).
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e c = co;c1. Pak koten (co;c1,0) — o’ mé néasledniky {(co,0) — o’ a (c1,0”) — o'. Podle
indukéniho predpokladu (co, o) —* (skip, ¢”) a (c1,0"”) —" (skip, o’). Podle lematu 2 (3)
plati {(co; c1, o) =" (skip;ci, 0”) = {(c1,0") =" (skip, 0”).

e c = if b then ¢, else c;. Pak kofen (if b then ¢ else c;, 0) — o’ m& bud nésledniky (b, ¢) —
true a (cy, 0) — o', nebo (b, ) — false a (c;,0) — ¢’. V prvém ptipadé (b, o) —" (tt, o) a
{co, 0) " (skip, 0’) (podle I.P. a 2.), tedy (if b then ¢ else c1, o) —™ (if tt then ¢, else c1, o) —
{co,0) —" (skip, o) podle lematu 2 (4). Druhy pfipad se dokaze podobné.

e ¢ = while b do c. Pak kofen (while b do ¢,0) — o' ma bud jediného naslednika
(b,o) — false a ¢’ = o, nebo ftfi nasledniky (b,o) — true, (c,0) — o¢” a
(while bdo ¢, ") — o'. V prvnim pfipadé (b, o) —" (ff, o) podle 2., proto (while b do c, o) —
(if b then (c;while b do c) else skip, o) —* (if ff then (c;while b do c) else skip, o)
(skip, o) podle lematu 2 (4). V druhém pfipadé (b,c) —* (tt, o), {(c,0) —" (skip,c”
a (while b do c,0”) " (skip,c’) podle 2. a |L.P. Proto také (while b do c,0) +—
(if b then (c;while b do c) else skip, 0) —" (if tt then (c;while b do c) else skip, o) —
(

c; while b do ¢, o) —" (while b do c,c”) —™ (skip, ¢’) podle lematu 2.

(<) Indukci ke k pro které (c, o) —* (skip, o).
Baze indukce:
e (skip, o) —° (skip, o). Plati (skip, o) — o.
Indukéni krok: Necht (c, o) —* (skip, o’) kde k > 1. UvaZime mozné tvary c.
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e ¢c = X = a Pak (X := a,0) =" (X :=n,0) — (skip, on/X]), kde (a, o) =" (n, o)
(podle lematu 3 (2)). Proto také (a, c) — n podle 1. Tedy (X := a, 0) — o[n/X].

e ¢ = cg . Pak (co;cr,0) —' (skip;cr, o) = (c1,0”) —™ (skip,o’) kde L m < k a
(co,0) —' (skip,c”) podle lematu 3 (3). Podle I.P. (co,0) — ¢” a (c1,0”) — o, tedy
{co;c1,0) — 0.

e ¢ = if b then ¢, else c;. Podle lematu 3 (4) jsou dvé moznosti:

« (if b then c, else c1, o) —" (if tt then c, else c1, 0) — (co, o) —™ (skip, o), kde l, m < k a
(b, o) =" (tt, o) (podle lematu 3 (4)). Dale podle 2. a I.P. plati (b, 0) — true a (co, 0) — o,
tedy také (if b then ¢, else c¢1,0) — o'.

x Druha moznost se overi podobné.

e ¢ = while b do c. Pak (while b do c,0) +— (if b then (c;while b do c) else skip, o). Podle
lematu 3 (4) jsou dvé moznosti:

x (if b then (c;while b do c) else skip, o) ' (if tt then (c;while b do c) else skip, o) +—

(c;while b do c,0) —™ (skip,o’), kde L m < k a (b,o) —' (tt, o). Opétovnym
/
pouzitim lematu 3 (3) dostavame (c;while b do c,o) —' (skip;while b do c,0”) —
/ !/

(while b do ¢,c”) —™ (skip,o’), kde I')m’ < m < ka (c,0) —' (skip,c”). Podle
2. a I.P. dostdvame (b,c) — true, {c,0) — ¢” a (while b do c,0”) — o, proto
(while b do ¢, o) — 0.
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* (if b then (c; while b do c) else skip, o) ! (if ff then (c;while b do c) else skip, o) +—
(skip, ') —™ (skip, o’), kde ,m < k a (b, o) ' (ff, o) (v tomto pFipadé je m = 0 a
o' = o). Podle 2. plati (b, 0) — false a tedy (while b do c, 0) — o.
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Denotachi sémantika IMP

e A : Aexp — (X — 2Z)

e 3 : Bexp— (X —T)

e C: Com— (XQ—X)

Argumenty funkci A, B, C se pisi do ,sémantickych” zavorek [ ]
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Aritmetické vyrazy Aexp

A[n]o =n

A[X]o = o(X)

Allap + a1]Jo = AJao]Jo + A[ai]o

AI[ClQ — (1]]]0‘ = AI[GQ]](Y— .AII(I]]]O'

Alap * a1]lo = Afao]o * A[a;]o
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Pravdivostni vyrazy Bexp

B[tt]o = true

Blff]o = false

BI[CI() = Cl]]](F = AI[GQ]]GZAI[G]]]G

Blap < ailo = Afao]o < Afai]o

B[ not b] o = —B[b]o

B[boand bi]Jo = B[bo]o A\ B[[bi]o

Bl[byorbiJo = B[bo]oV B[bi]o

Prikazy Com
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C[skip]o =0
C[X := d]o = o[A[a]o/X]
Cleo;crllo = Clc1l(Clcolo) = (Cler] o Cleol)o

Clco]o jestlize B[b]o = true
C[if b then ¢ else ¢1]Jo =
Clci]o  jestlize B[b]o = false

C[while b do c]o = 777
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Uplné ¢astecéné usporadani (CPO)

e Usporadana mnozina (D, C) je CPO, pokud kazdy nekonecny fetéz
dLdLdLdy--

prvki z D ma v D suprémum.
Priklady:
e Kazda konecna usporadana mnozina je CPO.
e Kazda mnozina M uspofadana identitou je CPO (tzv. diskrétni CPO).
e Je-li M mnozina, je (2M, C) CPO.
e Kazdy uplny svaz je CPO.

e (X — X C)jeCPO.

= f C gje-li g ,vice definovand*“ nez f.
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Monotonni a spojité funkce

e Necht (D,C), (E, <) jsou CPO, f : D — E totalni funkce. f je monoténni, jestlize pro kazdé
a,b € D plati:

alCb = f(a) =f(b).
f je spojita, je-li monotdnni a pro kazdy nekonecny retéz
el alala---

prvka z D plati

V flad) = (| | a)

ieN ieN
Priklad:

e Kazda funkce z diskrétniho CPO je spoijita.
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Postacujici podminka spojitosti

Véta 5. Bud’ M mnozina, f : 2M — 2M takova, Ze pro kazdé A C M plati
f(A) = U f({a})

acA

Pak f je spojité funkce na CPO (2M, C).

Dukaz.
e Monotonie: Necht A C B. Pak
fA) = Jfla) < Yfah = f£(B).
acA a€EB
e Spoijitost: Bud A; C A, C A; C Ay - - - nekonecny fetéz podmnozin M. Pak

Ufay = U U ) = sl JAo.

ieN iEN a€A; ieN
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Véta o pevhém bodeé

Véta 6. Bud' (D, C) CPO majici nejmensi prvek L aT spojita funkce na D. PoloZme

uroo= | ).
ie NO
Pak ul" je nejmensi pevny bod T .
Dikaz.

e ulje pevny bod I': Pro kazdé i € Ny plati (L) = I'*"'(_L) (snadno indukci k i, pouzije se
monotonie T"). Déle

P = Ty, 7)) = Lien, L) = Lien, T(L) = wl
e ul" je nejmensi pevny bod I':  Bud' d pevny bod I (tj. I'(d) = d). Staci ukazat, Ze d je horni
zavora mnoziny {T"'(_L) | i € No}. Pak uI' C d podle definice supréma.

Indukei k i dokazeme, Ze T'(L) C d pro kaZzdé i € No. Zfejmé I'°(L) = L C d; a plati-I
M(L) C d, pak také T**'(_L) C I'(d) = d nebot T je monoténni a d je pevny bod.
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Denotacni sémantika while cyklu

Oznatme w = whilebdoc.
Plati w ~ if b then c;w else skip (viz strana 22).
Proto by mélo platit také C[w] = CJ[if b then c; w else skip]
Tedy
Clw] = {(o,0') | B[b]o =true A (o,0') € Clc;w]}

U {(o,0) | B[b]o = false}

= {(o,0") | B[b]o =true A (0,0’) € C[w] o C[c]}
U {(o,0) | B[b]Jo = false}

Tuto rovnost nelze chapat definitoricky, ale 1ze na ni nahlizet jako na ,navod®, jak pro danou
aproximaci C[w] spocitat ,lepSi“ aproximaci.

Definujeme funkci I': (£ — X) — (X — X) predpisem
M) = {(0,0") | B[b]o =true A (0,0') € ¢ o C[c]}
U {(o,0) | B[b]o = false}
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I je totalni a spojita funkce na CPO (£ — X, C), nebot
Me) = | dlo, 0"}
(o,0")€@
a lze tedy aplikovat vétu 5.
C[w] by mélo byt pevnym bodem funkce T', tj. I'(C[w]) = C[w].

I' mGze mit vice pevnych bodu; ma-li v8ak C[w] odpovidat intuitivnimu vyznamu while cyklu,
je treba definovat

Clw] = wul
NejmensSi pevny bod I" existuje podle véty 6 a vypada takto:
wro= | Jro
iENO

Pozorovani: (o,0’) € T'(0) pravé kdyZ while b do c aktivovany ve stavu o skonéi po nejvyse
i — 1 iteracich ve stavu o’.
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Denotacni sémantika while cyklu — priklady

while X < Tdo X =X +1

@ = 0

r'e) = {(o,0)o(X)>1)

e = 10 u{loel2/X]) | o(X) =1}
P = T0) u{loel2/X]) | o(X) = 0}
o) = 1’0 u{lool2/X) | o(X) =1}

Obecné M*1(9) = I'(0) U {(o, o[2/X]) | o(X) =2 — i} pro kazdé i > 1.
while tt do X := X + 1

r°w = o

r'e = o
V tomto ptipadé tedy ul' = (@) = 0.

while ffdo X := X + 1

' = o
r'e) = {(o,0)]oe€x)
@ = {(o,0)]oe€x)

V tomto ptipadé tedy ul’ = ' (0).

45

46



Ekvivalence operacni a denotacni sémantiky

Véta 7.
1. Prokazdé a, c an plati: (a,0) -2 n <<= AfaJo=n
2. ProkaZdébv, o atplati: (b,o) -t <<= B[bJo=t
3. Prokazdéc ao,o’ plati: {c,0) - o0 &= C[cJo=0'
Ddkaz. 1. a 2. indukci ke struktufe a a b.
ad 3., ,=“ Indukci k vy$ce odvozeni (c, 0) — o'. Uvazime mozné tvary c.

e (skip, 0) — o. Plati C[skip]o = o podle definice.

e ¢ = X := a. Pak kofen (X := a,0) — o' ma naslednika (a,c) — n aplati o’ = on/X].
Podle 1. AJa]Jo = n a C[X := a]o = o[n/X] dle definice.

e ¢ = c;c1. Pak kofen (cy; ¢1, 0) — o’ ma néasledniky (cy, o) — ¢” a (c1,0"”) — o’. Podle I.P.
Clcolo = o” aClciJo” = o', proto (o, ¢’) € C[c1] o Cleco] = Clco; 1.

e c = if b then ¢, else c;. Pak kofen (if b then ¢, else c¢1,0) — ¢’ ma bud’ nasledniky (b, o) —
true a (cp, 0) — o', nebo (b, o) — false a (c;,0) — o’. V prvém pfipadé B[b]Jo = true a
Clco]o = o’ (podle I.P. a 2.), tedy (o, ') € C[if b then ¢, else c;] podle definice. Druhy pfipad
se dokaze podobné.
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e ¢ = while b do c. Pak kofen (while b do ¢, 0) — ¢’ ma bud
x jediného naslednika (b, o) — false a plati ¢’ = 0. Pak B[bJo = false podle 2., proto
(0,0) € T(Q) C pl;
* nebo tfi nasledniky (b, o) — true, (¢, o) — o” a (whilebdoc,c”) — o¢'. Pak B[b]o = true
podle 2. a (0,0"”) € C[c], (0", 0’) € C[while b do c] podle I.P. Podle definice ul'" existuje
k € No takové, ze (¢”, 0’) € T*(0). Dale podle definice I dostavame, ze (o, ¢’) € T*(0),
tedy (o, 0’) € ur.

,4<=" Indukci ke strukture c.

e ¢ = skip. Plati C[skip]o = o a (skip, 0) — o podle definice.

e C X := a. Plati C[X := a]o = o[n/X] kde A[a]Jo = n. Podle 1. {(a,0) — n, proto
(X:=a,0) — on/X].

® ¢ = co;c1. Jestlize (o0, 0') € C[co; 1] = C[c1] o C[[co], existuje o” takové, Ze (o, o”’) € C[co]
a (0”,0") € C[c1]. Podle I.P. plati {co, o) — o a {c1,0"”) — o, tedy (co;c1,0) — 0.

e ¢ = if b then ¢, else c;. Jestlize (o, 0’) € C[if b then c, else c;], jsou dvé moznosti:
x B[bJo = true a (0,0’) € C[co]. Podle 2. a I.P. plati (b, o) — true a (cy,0) — o', proto
(if b then ¢ else ¢1,0) — 0.
x Druha moznost se oveéri podobné.

= while b do c. Jestlize (0,0’') € C[while b do c] = ul’, existuje k € N, takové, ze
(o,0’) € T*(0). Indukci ke k dokazeme, Ze jestlize (o, 0’) € T*((0), pak (while b do ¢, ¢) — o’
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k =0. Jelikoz (0,0’) & (@) = 0, dokazovana implikace plati.

Indukéni krok: Necht tedy (o, ') € T*"'(@). Podle definice I" jsou dvé moznosti:

% B[b]o = true a (o, 0’) € T*(®) o C[c]. Podle 2. (b, 0) — true. Navic existuje ¢ takové, Zze
(0,0") € C[c] a (¢”,c’) € T*(0). Podle I.P. (c,0) — o” a (while b do c,c”) — o, tedy
(while b do ¢, o) — 0.

x B[[b]o = false a 0 = ¢’. Pak (b, o) — false podle 2., proto (while b do c, 0) — o.
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Axiomaticka sémantika IMP

Uvazme program P = whileX <0do (X:=X+1,Y:=Y—-1); Z:=Z—(X+Y)
Jestlize pred spusténim P plati X + Y =1ia Z = j, pak po dokonc¢eni P plati Z = j — 1.

Jak to dokazat?
* pomoci operacni nebo denotacni sémantiky — problematické.

x Hoare: do P doplnime ,tvrzeni“ (pravdiva v ,misté” jejich vyskytu) a podame odvozovaci
systém, ktery umozni jejich platnost dokazat.

Priklad:

X+Y=1iNZ=j}

while X < 0do (X:=X+1;Y:=Y—1);
{Z—(X+Y)=j—1}

Z=7Z—(X+Y)

Z=j—1i)
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e Cilem je definovat odvozovaci systém pro trojice tvaru
{A} ¢ {B}

kde ¢ € Com a A,B jsou ,tvrzeni“. {A} c¢ {B} frika, ze pro kazdy stav 0 € X plati
nasledujici: Jestlize o = A, pak pokud c spustény ve stavu o skonéi ve stavu o, plati ¢’ = B.

* {A} ¢ {B} jetedy tvrzeni o ¢asteCné korektnosti programu c; nefika nic o tom, co plati,
jestlize ¢ ve stavu o neskonci.

x Plati tedy napf. {true} while tt do skip {false}

e Pro zjednodus$eni notace zavedeme specialni ,stav” L:
x X, = rufl}
* Dale zavedeme funkciC, : Com — (X — X ):
x Co[c]L =L pro kazdé ¢ € Com;
x Ci[cJo =C[c]o prokazdéc € Coma o € X, kde C[c]o je definovano;

x CicJo= L pro kazdé c € Com a o € I, kde C[c]o je nedefinovano.
e Vyznam {A} c¢ {B} pak lze vyjadrit takto:

{A} ¢ {B} S VoeX: oA = CifcJoE=B
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Syntaxe a sémantika tvrzeni o programech

e Bud IntVar = {i,j, k, ...} spoCetna mnozina celociselnych proménnych.
e RozSifené aritmetické vyrazy Aexpv
a == n | X | 1] a+a; | ap—ay | ap*xa;
kden € Num, X € Var ai € IntVar.
e Tvrzeni o programech (,assertions) Assn
A == true | false | ao=a; | ap < a; | Ao/ NAT | AQVAT | —A | Vi.A | JLA
kde ap, a; € Aexpv ai € IntVar.

e Interpretace je funkce I : IntVar — Z. MnoZinu v8ech interpretaci zna¢ime Z.
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e Definujeme funkci € : Aexpv — (Z — (X — Z))

*x En]lo =n
* E[X]lo = o(X)
* E[]lo — I(i)

* Elao + a1]loc = E[ao]lo + E[ai]loc  (podobné pro ,—“ a ,**)

e A je splnéno ve stavu o € X, zainterpretace I € Z (psano o E' A)
* LE'A pro kazdé A € Assn; je-li o # L, uplatnime nasledujici pravidla:

x o E' true

x o aqy=a; &= E[ag]lo=E[a]lo

x o w<a &= Elallo < E[ai]lo

x o' AGANAT = ok AjAcE A

x oE'AVA = ok AVoEA;

*x o= -A — oA

*x o = Vi.A e oM™ A prokazdén ez
*x o = JLA — oM™ A prongakén ez

e A € Assnje platné, psano = A, pokud o ' A prokazdé o € Zal € T.
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Lema 8.
e Prokazdéa € Aexp, o0 € L al € 7 plati A[a]o = E[a]lo.

e ProkaZdéb € Bexp ao € X plati
* B[bJo =true << oE'Db
*x B[bJo =false <= oD
Ddkaz. Strukturalni indukci. O
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Tvrzeni o castecné korektnosti programu

Tvrzeni o ¢astecné korektnosti programu ¢ € Com je trojice tvaru
{A}c {B}

kde A, B € Assn.

o {Ale{B} & (oA = CilcloF'B)

E! {A)} ¢ {B} &= VYoeI, :oE'{Alc{B}
x Plati L E'{A}c{B} prokazdéI € Z, A,B € Assn, c € Com.
x Proto E'{A}c{B} <= VoeX:ok'{A}c{B} (lzevyuzitvdikazech).

E {A}c{B} — VieZI:E'{A}c(B}

Tvrzeni {A} c {B} pro které plati = {A} c {B} hazyvame platné.
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Hoarellv odvozovaci systém pro tvrzeni o castecné korektnosti

e Axiom pro skip: {A} skip {A}
e Axiom pro pfifrazeni: {Bla/X]} X := a {B}

e Pravidlo pro sekvenéni kompozici:

{Ateo{C} {Clci{B}
{A} co;c1 {B}

e Pravidlo pro vétveni:

{AAb}co{B} {AA—b}ci{B}
{A}if b then c, else c; {B}

e Pravidlo pro cyklus:

{AAb}c{A}
{A} while b do c {A /\ —b}

e Pravidlo dusledku:

FA=A) {Alc{B} E(B =B)
{A}c{B}
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Tvrzeni {A} ¢ {B} je dokazatelné, psano - {A} ¢ {B}, je-li odvoditelné v Hoarové odvozovacim
systému.

Tvrzeni A pro které plati = {A /A b} c {A} se nazyva invariant cyklu while b do c.
Priklad: + {X=5}if X =5thenY := X — 2 else X := Y + 5 {X=5}

E(X=5AX=5)=X=5 {X=5} Y=X—-2 {X=5} EX=5=X=5
{X=5AX=5} Y:=X—-2 {X=5}

E(X=5A—X=5)=Y+5=5 {Y+5=5} X:=Y+5 {X=5 |k X=5= X=5
(X=5 A—=X=5} X:i=Y+5 {X=5}

[(X=5 AX=5} Y:=X—2 [X=5) [X=5A—X=5} X:=Y+5 {X=5)
{X=5} ifX=5thenY:=X—2else X:=Y+5 {X=5}
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Piklad: F {X+Y=i A Z=j} while X<0 do (X := X+1;Y := Y=1); Z := Z—(X+Y) {Z = j—i}

(Z—(X+H14Y=1) =j—1} X:=X+1 {Z—(X+Y=1) =j—i} (Z—(X+Y—=1) =j—1} Y:=Y=1 {Z—(X+Y)=j—1}
= {Z—(XH14+Y=1) =j—i} X:=X+1:Y:=Y=1 {Z—(X+Y) =j—i}
E(Z—(X4Y) = j—i AX<0) = (Z—(X+14+Y=1) =j—1) o k= (Z—(X+Y) =j—i) = (Z—(X+Y) = j—i)
(Z—(X+Y) = j—i AX<0} X:=X+1;Y:=Y=1 {Z—(X+Y) =j—i}
B= {Z—(X+Y)=j—i} whileX<0do X := X+1;Y :=Y—1 {Z—(X+Y) = j—i A —X<0}
E (X4Y=iAZ=j) = Z—(X+Y) =j—i B |k (Z—(X+Y) = j—i A =X<0) = Z—(X+Y) = j—i
vy= {X+Y=1iAZ=j} whileX<0do X = X+1;Y :=Y—1 {Z—(X+Y) =j—i}
v (Z—(X+Y) = j—i} Z:=Z—(X+Y) {Z=j-1}

{X4+Y=L A\ Z=j} while X<0do (X :=X+1,Y :=Y-1);Z:=Z—-(X+Y) {Z=j—}
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Korektnost Hoareova odvozovaciho systému

Lema 9. Necht'l € Z, X € Var, ap,a; € Aexpv, a € Aexp a B € Assn. Pak pro kaZzdé o € L
plati:

o Elaplai/X|]lo = EJao]lolE[ai]lo/X]
e o E!' Bla/X] —  o[AJa]o/X] E'B

Dukaz. Indukci ke strukture ao, resp. B. O
Véta 10 (o korektnosti). Jestlize - {A} ¢ {B}, pak = {A} c {B}.

Dukaz. Indukci k vySce odvozovaciho stromu pro {A} c {B}.

Uvazime, jaké pravidlo bylo pouzito pro odvozeni korene:
e Axiom pro skip. Pak je koren tvaru {A} skip {A}. Toto tvrzeni je zjevné platné.

e Axiom pro X := a. Pak je kofen tvaru {Bla/X]} X := a {B}. Necht I € Z a o € X. Podle
lematu 9 plati o ' Bla/X] <= o[A[a]o/X] E' B. Jelikoz o[A[a]o/X] = C[X = d]o,
dostavame

o ' Bla/X] = CI[X := d]o El B,
tedy E {Bla/X]} X := a {B}.
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e Pravidlo pro sekvencni kompozici. Pak je kofen tvaru {A} co;c; {B} a ma nasledniky
{A}co{C}a{C}c; {B}, coz jsou podle I.P. platna tvrzeni. Necht I € Z a 0 € L. Pfedpokladejme,
e 0 ! A. Plati C [co]Jo E' C (nebot & {A} ¢o {C}) a C.[c1](Ci[co]o) E' B, protoze
E{C} e {B}aC.lcolo E' C. Tedy E {A} co;c1 {B}.

e Pravidlo pro vétveni. Pak kofen {A} if b then c else c; {B} ma nasledniky {A A b} ¢y {B} a
{A A\ —b} ¢ {B}, coz jsou podle I.P. platna tvrzeni. Necht I € Z a 0 € X. Predpokladejme,
7e o E! A. Déle bud o ' b, nebo o E! —b. V prvém pfipadé o ! A A b, tedy C [co]o E'
B, nebot = {A A b} ¢y {B}. V druhém pfipadé o EL A A —b, tedy Ci[ci]o E! B. Celkem
E {A}if b then ¢, else c; {B} (uzitim lematu 8).

e Pravidlo pro cyklus. Pak kofen {A} while b do ¢ {A /A —b} ma naslednika {A A b} c {A}, ktery
je podle I.P. platnym tvrzenim. Necht I € Z a 0 € %. Potfebujeme ukazat, ze

ocE'A = Ci[whilebdoc]o ' AA—D

M&jme tedy o a I takové, ze o ! A. Oznaéme ¢’ = C, [while b do cJo. Pokud o’ = L, jsme
hotovi. Jinak ¢ = C[while b do c]o (podle definice C. ), proto (o, ¢’) € T’(0) pro néjaké j € No
(jelikoz C[while b do c] = Ui~ T'(0)). K tomu, ze ¢ El A A —b, staéi ukazat, Zze pro kazdé
j € Ny plati

D(j) = Vo,0/ eI VIeZ: ((o,0)elVAcE' A) = o E AA-D
Indukci vzhledem k j.

*x j=0. Jelikoz I'°(@) = 0, neplati antecedent dokazované implikace.
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* Indukeni krok:  Predpokladejme, ze D(j) plati. Dokazeme, ze plati D(j + 1). Necht tedy

(0,0") € PT(0) a o ! A. Podle definice T jsou dvé moznosti:

+ B[bJo = true a (0,0") € I(P) o C[c]. Pak o ' b (uZitim lematu 8), tedy o ' A A b.
Déle existuje o” takové, ze (o,0”) € C[c] a (¢”, ') € (D). Jelikoz = {A A b} ¢ {A},
plati ” E! A. Nyni podle D(j) dostavame o’ =" A A —b, tedy D(j + 1) plati.

« B[b]o = false a ¢’ = 0. Plati o ' —=b atedy o ' A A —b, coz bylo dokazat.

e Pravidlo dusledku. Pak koten {A} ¢ {B} ma nasledniky £ (A = A’),{A’}c{B'}ak (B’ =
B). Podle I.P. je {A'} ¢ {B’} platné tvrzeni. Necht I € Z a ¢ € L. Jestlize o ! A, plati také
o = A/, proto C.[c]o E' B’ atudizi C[c]o =" B.

L]
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Nejslabsi vstupni podminka

Chceme-li odvodit tvrzeni {A} co; c1 {B}, Ize to podle pravidla pro sekvenéni kompozici provést
tak, ze pro vhodné zvolené C € Assn odvodime tvrzeni {A} ¢, {C} a {C} ¢; {B}.

Dokazeme, Ze takové C existuje pro libovolné A, B, ¢y, c1; timto C bude tzv. nejslabsi vstupni
podminka pro c; a B (vyjadiena v Assn).

Necht ¢ € Com, B € Assn a I € Z. Nejslabsi vstupni podminka pro B vzhledem k ¢ a I,
oznacovana wp'[c, B], je definovana takto:

wp'le,B] = {o€z. | Cilclor"B)
Zavedeme znageni Al={cecZ, | o' AL

Dané A € Assn vyjadruje nejslabs$i vstupni podminku pro B a ¢, pokud pro kazdé I € Z plati
Al = wp'[c, B].

Plati E'{A}c{B} < A'C wp'[c,B].

Predpokladejme, ze A, € Assn vyjadiuje nejslabsi vstupni podminku pro B a c. Pak vySe

uvedenou ekvivalenci Ize prepsat na ="' {A} c (B} <= A'C A} < k' (A= A),
coz plati pro libovolné 1, tedy = {A} c {B} <= E (A = Ay) (odtud privlastek ,nejslabsi®).
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Nejslabsi vstupni podminka — priklady

e wp'[skip, false] = {L}. Vyjadfitelné jako false.

e Obecné wp'[skip, B] = BL

e wp'[while true do skip, true] = Z,. Vyjadfitelné jako true.

e wp'[while true do skip, false] = X,. Vyjad¥itelné jako true.

o wp[X:=2Y:=4 X=3] = {L.

e WX =X+1Y:=Y—1,X=3AY=6] = {LlUufcer|oX)=2A oY)=7).

Vyjadritelné jako X =2 A Y =7.

e w[X:=Y,i=X] = {L}U{oce€X | o(Y)=I{) VyjadfitelnéjakoY = i.
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Godellv predikat

e Definujeme 4-arni predikat f na nezapornych celych Cislech predpisem
Bla,b,i,x) <= x=amod(1+b(1+1))

e Bud S nekoneé&na posloupnost nezépornych celych &isel, a,b € No. Rekneme, Ze S splfiuje
B (pro dané a a b), jestlize pro kazdé i € Ny plati f(a, b,1, S(i)).

e Pro kazdé a,b € N, existuje jedind posloupnost splfujici (3; tou je posloupnost S, dana
pfedpisem Sy (1) = amod(1 + b(1 + 1)).

e Predikat B je vyjadritelny v Assn, nebot x = a mod b Ize napsat jako
a>0 N b>0 A
dk: (k>0 A kxb<a A (k+1)xb>a /A x=a—(kx*xb))

Véta 11. Pro kaZdou konecnou posloupnost n, - - - , ny nezapornych celych Cisel existujin, m €
No takova, Zen; = Sym(j) pro kazde 0 < j < k. To znamena, Ze pro kazdé 0 < j < k plati

B(na m,j,x) — X ="

Dukaz. (osnova)
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e Necht
m = (max{k, ng, - - -, g })!
Cisla
pi=1+m(l+1), 0<i<k
jsou navzajem nesoudélnd a n; < p; pro kazdé 0 < i < k.
e Dale pro kazdé 0 < i < k definujeme
Ci="Po-:-... Px/Pi-
Nyni pro kazdé 0 < i < k existuje pfesné jedno d;, 0 < d; < p;, takové, Ze (¢i-di) mod p; = 1

e Definujeme

k
n = Zizoci-di-m.

Pro kazdé 0 < i < k platin; = nmod p;, coz je tvrzeni véty.
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Rozsifeny predikat p+

e Cilem je vytvorit prostiedek pro kddovani kone¢nych posloupnosti hodnot proménnych jazyka
IMP, tj. koneCnych posloupnosti celych Cisel.

e Cela Cisla Ize serfadit do posloupnosti 0,0,1,—1,2,—-2,3,—3,---. Kazdé celé Cislo je pak
.kb6dovano“ pozici v této posloupnosti, coz je nezaporné celé Cislo (0 ma dokonce dva kody, 0
al).

e Definujeme binarni predikat F(x,y) (,x je kédem y“) na celych Cislech predpisem

Fxy) & x2>20 A Vz: (x=2xz = y=z) N (x=2xz+1 =
Yy =-z)

e Nyni Ize definovat 4-arni predikat f* na celych &islech (vyjadfitelny v Assn) predpisem
prm,mjy) &= 3x: Bumjx) A Fixy)

Analogicky jako pro B definujeme posloupnost splfiujici = a posloupnost STfm, ktera je jedinou
posloupnosti splfiujici = (pro dané n, m € No).

Véta 12. Pro kaZdou konecnou posloupnost n, - - - , n celych Cisel existujin, m € Ny takova, Ze
ny = S,,.(j) pro kazdé 0 < j < k. To znamend, Ze pro kazdé 0 < j < k plati

Bi(n) m,j,X) — X=".
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Piiklad uziti predikatu g+

e LzevAssnvyjadiit X>0 A Y=X!?

e ,Zakédujeme® posloupnost 1,1,2,6,24, - - - | X!

%Y = X!
x3S. S(0) =1
A V. 1<1<X = (SH=81—-1)%1)
A Y =S8(X)
¥ 3S. S(0)=1
A V. 1<1<X = (MuWwu=SUO Av=S8l-1 = u=vxl
A Y =S(X)

* In.Im.pT(n, m,0,1)
A V. 1<1<X = (VuwpfnmlLu ABFm,ml-1v) =
u=vsxl
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Vyjadritelnost nejslabsi vstupni podminky v Assn

Véta 13. Pro kaZzdé ¢ € Com a B € Assn existuje A[c,B] € Assn takové, Ze pro kazdé 1 € T
plati Afc, B]' = wp'[c, B].

Dikaz. Je dobré si znovu uvédomit, ze
Alc,B]' = wp'[c,B] <= VoeL:(okE Afc,B] < Ci[c]oE'B).
Ddkaz je veden indukci ke strukture c.
e c = skip. Staci polozit A[skip, B] = B. Prokazdé 1 € Za o € X plati
o € wp'[skip, B]
& C,[skip]o E'B
&= ok'B
« o E! A[skip, B].
e ¢ = X:= a. Definujeme A[X := a,B] = Bla/X]. Pakprokazdé 1 € Z a o € Z plati
o € wp'[X := a,B]
— of[A[a]o/X] E' B
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& o E!'Bla/X] (uzitim lematu 9)
— oK' A[X :=q,B].
e c = co;c;. Definujeme Afco; c1, B] = Afco, Aflc1, B]]. Prokazdé 1 € Z a o € L plati
o € wp'[co; ¢1, B
& Cifcy;cilo =B
& C[co]o ' Afcs, B] (podle I.P)
«— o E' Afco, Afci, B]] (podle I.P)
— o E' Afcg; c1, B].

e ¢ = if b then ¢ else c;. Definujeme A[if b then c, else ¢;, B] = (b A Afco, B]) V (=b A
Alci, B]). Pakprokazdé I € Z a o € X plati

o € wp'lc, B]
& Ciclo "B
& (B[b] = true A C,[co]o ' B) \V (B[] = false A C[ci]o E! B)
= (cE'v Ao E Afco, B]) V (0 E!' =b A o E! A[cy, B]) podle I.P.
— o k' (bAA[co,B]) V (b AA[c1,B]) & o E'Afc,B].

e ¢ = while bdocy. Plati 0 € wp'[while b do ¢y, B] <
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Vk Vg, - - .00 € I :
(0=00 A Vi(0<i<k):(oiE'bA Cleoloi=0i11)) = (o bVB)1)

Staci tedy vySe uvedené tvrzeni ,prelozit” do Assn. K tomu vyuZijeme nasledujici pozorovani:
Bud A € Assn takové, ze vSechny proménné vyskytujici se v A jsou mezi X, - - -, X; (misto
Xi, - -+, Xy budeme psat také )2). Pro kazdé o € X Ize nyni definovat 1-tici s, kde s(i) = o(Xj).
Pro kazdé I € I plati

cE'A = E AKX (")
coz Ize snadno ukazat strukturalni indukci. Necht' X;, - - -, X jsou v§echny proménné, které se
vyskytuji v ¢ a B. Nyni Ize (1) pfepsat na
Vk VS, .Sk € Z :
(cE'X=8 A
Vi(0 <i<k) : (F OE/XIA E (Aleo, X = il A —Alleo, false])[51/X]))
= E'(bVB)[s/X] (2)

Ukazeme, ze (1) a (2) jsou ekvivalentni. K tomu je (zejména) tfeba dokazat, Ze pokud o; resp.
oi+1 Maji na X hodnoty s; resp. si. a jinde jsou stejné, plati

Clcoloi = 011 <  E'(Afco, X = si1] A —A[co, false]) [5i/X]

pro kazdé I € Z. Snadno se vidi, ze
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Clcoloi = o1 < o€ wp'[co, X =51] A Clco]oi je definovano.

Podle I.P. o; € wp'[co,X = sin] <& o E' Alco,X = §i]. Dale Cco]o; je
definovano pravé kdyz o; =' —A[cy, false]). Nyni jiz staéi aplikovat (*) a dostaneme tvar pouzity
v (2). Formuli (2) Ize nyni transformovat na vyraz jazyka Assn pomoci predikatu B*. Nejprve
,zakédujeme* jednotliva s; jako dvojice nezapornych celych Cisel:

vk, no, Mo, - - -, N, My > 0 ¢
(Ao BE(o, mo,§, X)) A
VA0 <i<k) :((Vxo, - +yx1 Ao BE (i, miyjyxg) = bIR/XD) A
(¥Xoy 5 X, Y0y 5 Yt 1 (Ajo B (1, miy§y %) A B (Migr, mig, §, y5))
= (Allco, X = 1 A —Alco, false]) [/X])))
= (Vxo.ryx1 1 A BE (i, muydy %) = (b V B)R/X]) (3)

Zbyva zakddovat posloupnost ng, my, - - - , Nk, my do jediné dvojice Cisel. Ziskané tvrzeni bude
kvantifikovano takto:

Vk,n,m >0 :

Dale provedeme tato nahrazeni:

x Aj_o B*(no, mo,j,X;) nahradime vyrazem
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vp,q @ (BT, m,0,p) ABT(m,m,1,q)) = A;B (P, d,),X)
* WXy ey %1t Ao BE(ni, My, %) = blX/X]) nahradime vyrazem
vp,q : (Bi(n,mz*i,pg A BEnym2xi+1,q) =
(VX0, -+ -y x1 = Ay B (Py 0y 3y x5) = bIX/X]))
* (VXO)"'axbl.JO)"')yl . (/\jlzo Bi(niambj)xj) AN ﬁi(niH)mierj)yj)) nahradime
vyrazem
vp, gy, v s (B (nym 2% i,p) A BT, m,2 %1+ 1,q) A
BEm,m,2xi+2,u) A pE(n,m2x1i+3,v)) =
(VXO) X Yoyt oy Yt oo (/\]’120 ﬁi(p> q>j>Xj) AN Bi(u)vyj>yj)))
x Vxo. oy x s A BE (g miyyx;) = (bVB)E/X]  nahradime vyrazem
vp,q ¢ (BF(m,m2xk,p) A BF(,m2xk+1,q) =
(Vxo, -+ 51 Ajmo BE(P,4,3,%5) = (bV B)R/XI.
Ziskana formule jiz patfi do Assn. O
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Uplnost Hoareova odvozovaciho systému

Lema 14. Necht ¢ € Com a B € Assn. Dale necht A[c,B] € Assn vyjadrfuje nejslabsi vstupni
podminku pro c a B. Pak + {A[c, B]} c{B}.

Ddkaz. Indukci ke struktufe ¢ (vyuzijeme poznatkl z dukazu véty 13).

e ¢ = skip. A[skip, B] je ekvivalentni B, zejména tedy  A[skip,B] = B. Proto
+ {A[skip, B]} skip {B} (uzitim axiomu pro skip a pravidla dusledku).

e ¢ = X:=a. Pak A[X := a,B] je ekvivalentni B[a/X]. Uzitim axiomu pro pfifazeni a pravidla
dusledku dostavame + {A[X := a, B]} X := a{B}.

e c = cp;c1. Pak Afco; i, B] je ekvivalentni A[co, A[c1, B]], kde A[ci, B] vyjadfuje nejslabsi
vstupni podminku pro ¢; a B, a Afco, Afc1, B]] vyjadfuje nejslabsi vstupni podminku pro co
a Afci, B]. Podle I.P. - {A[c1, B} c1 {B} a = {A[co, Allc1, BII} co {Allc1, B]}. Podle pravidla pro
sekvenéni kompozici - {A[co, Afc1, BII} co; c1 {B}, proto také + {A[co;c1, B]} co; c1 {B} uzitim
pravidla dusledku.

e ¢ = if b then ¢, else c;. Pak A]c, B] je ekvivalentni (b /\ Afco, B]) V (—b A Afcy, B]), kde
Alco, B] resp. Afci, B] vyjadifuje nejslabsi vstupni podminku pro ¢y resp. c; a B. Podle I.P.
= {Afco, B} co{B} a = {A[cq, B]} ¢1 {B}. JelikoZz & (A[lc, B] A b) = Afco, B], uzitim pravidla
disledku dostavame + {A[c, B] /A b}co{B}. Podobné - {A[c, B] A\ —b}c;{B}, mizeme tedy
pouzit pravidlo pro vétveni ¢imz obdrzime + {A[c, B]} ¢ {B}.
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e ¢ = while b do cyp. Dokazeme, ze
a) F {Alc, B] A b}co{Alc, Bl
b) & (Afc, B] /A —b) = B.

Vyjadfuje-li Afco, Afc, B]] nejslabsi vstupni podminku pro cy a Afc,B], pak podle I.P.
= {A[co, Alc, B} co {Afc, B]}. Podle a) pak plati = (Afc,B] A b) = Afco, Alc, B]], proto
= {A[c, B] A\ b} co{A[c, B]} uzitim pravidla dusledku. Dale podle pravidla pro while dostavame
= {A[c, B]} c{A[c, B] /A —b} a pomoci b) a pravidla disledku kone¢né + {A[c, B]} ¢ {B}.

ada) Necht 0 € Zal € 7. Jestlize 0 ! Afc,B] A b, plati o ' AJc,B] a o E! b, .
C.[c]Jo E' B a o E' b. Denotaéni sémantika byla definovana tak, ze plati:

Cilc] = C.[if b then cy; c else skip]

To znamena, ze C,[co;c]o ' B, tedy C.[c](CL[co]o) E' B. Proto C[co]o ' Afc, B], tedy
F {Alc, Bl A b} co {Alc, BT

adb) Necht o € Zal e 7. Jestlize o = AJc, B] A —b, pak o ' Ac,B] a o ' —b. Jelikoz
Cilc] = C._[if b then cy; c else skip],
dostavame C, [c]o = o, proto o =' B. Tedy E (A[c, B] A —b) = B.
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Véta 15 (o uplnosti). Jestlize = {A} ¢ {B}, pak - {A} c {B}.

Dukaz. Predpokladejme, ze = {A} ¢ {B}. Podle véty 13 existuje Afc, B] € Assn, které vyjadruje
nejslabsi vstupni podminku pro ¢ a B. Plati tedy £ (A = A[c, B]). Podle lematu 14 plati -
{Afc, B]} c {B} atedy F {A} c {B} uzitim pravidla dusledku. O
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Ekvivalence axiomatické a denotacni sémantiky

e Axiomaticka sémantika pfirozenym zplsobem definuje sémantickou ekvivalenci ~ na
prikazech:

Co ™ C1 & VA/,BeAssn : (E{A}lc{B} < E{A}ci{B})

Véta 16. Pro kazdé cy, c; € Com plati: Clco] = Clci] & c¢o =~ ¢

Dukaz.

=" Budteo € Zal e 7 takové, ze o E! A. Jelikoz C | [co]o = C.[c1]o, plati
Ciledo ' B < Cifalo'B

~=" Ukazeme, Ze pokud C[co] # Clc1], pak existuje 0 € X a A, B € Assn takové, Ze
F{Alco{B} &= FE{Alci{B}
Jestlize C[co] # Clci], existuje o € X takové, ze C,[co]lo # C.i[ci]o. Necht X je mnozZina
vSech proménnych, které se vyskytuji v ¢y a ¢;. Definujeme
A = AY=n
YeX

kde ny je hodnota proménné Y ve stavu o. Dale oznaCme oy = C_[coo a o1 = C.[ci]o.
RozliSime tfi moznosti:
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e 00 # L # o07. Jelikoz oy # o7, existuje X € X takové, ze op(X) # o1(X). Definujeme
B = X=m, kde m je hodnota proménné X ve stavu oy. Pak = {A} ¢, {B}, zatimco £ {A}c; {B}
(nebot o ' {A} c; {B} pro libovoIné I € 7).

e 0o = 1. Pakoj # L. Proto = {A}co{false}, zatimco t£ {A} c; {false}.

e 07 = 1. Podobné.
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Oznackované prikazy

Platnost tvrzeni {A} c{B} o Castecné korektnosti Ize (efektivné) redukovat na platnost tvrzeni
A = A]c, B], kde A[c, B] vyjadfuje nejslabsi vstupni podminku pro c a B.

Pokud bychom méli k dispozici program, ktery rozhoduje platnost tvrzeni z Assn, bylo by mozné
algoritmicky ovérit i platnost tvrzeni o ¢astecné korektnosti.

Takovy program z principielnich divodd neexistuje; existuji ale ,dokazovace vét“ (theorem
provers), které umoznuiji efektivné dokazat platnost urcitych podtfid platnych tvrzeni Assn.

Tyto nastroje mohou byt velmi uzite¢né, pokud se kombinuiji s lidskou inteligenci.

Myslenka: misto konstrukce nejslabsi vstupni podminky doplnime prvky Assn pfimo do prikazu
(programu), ¢imz vznikne oznackovany pfikaz. Pak algoritmicky sestavime mnozinu tvrzeni
z Assn (tzv. verifikacnich podminek), jejichz platnost je postacujici podminkou pro korektnost
daného oznackovani.

Oznackované pfikazy ACom
c == skip | X:=a | co; X:=a | co;{D}c | if b then c( else ¢c; | while b do {D}c
kde X € Var, a € Aexp, b € Bexp, D € Assn a ¢ je oznackovany pfikaz ktery neni pfifazenim.

OznacCkované tvrzeni o Caste¢né korektnosti je trojice tvaru {A}c{B}, kde A,B &€ Assn a
¢ € ACom. Toto tvrzeni je platné, je-li platné tvrzeni {A}c’{B} kde ¢’ € Com vznikne z c
vynechanim vSech prvku Assn.
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Verifikaéni podminky

e Oznackovany while-cyklus
{A} while b do {D}c {B} ()

obsahuje D € Assn, které by mélo byt invariantem, coz znamena ze {D A b}c{D} je platné
tvrzeni. Pokud uz vime, Ze D je invariant, staci pro platnost (*) dokazat platnost tvrzeni A = D
aD/A—-b= B.

e Mnozina verifikaCnich podminek pro oznackované tvrzeni {A}c{B}, psano V({A}c{B}), je
definovana induktivné takto:

V({A}skip {B}

V({A} X := a{B}

V({A}co; X == a{B}
V({A}co; {D}c{B}

V({A}if b then c else c; {B}
V({A} while b do {D}c {B}

= {A=B}
= {A = Bla/X]}
= V{A}co{Bla/X]})

= V({A}co{D}) U V({{D}ci{B}) kde ¢ neni pfitazeni
= V{AAblco{B}) U V{AA—b}c1{B})

(

)
)
)
)
)
) = V({DAblc{D}) U{A =D} U {DA-b= B}
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Véta 17. Necht {A}c{B} je oznaCkované tvrzeni o ¢astecné korektnosti. Jestlize vSechny prvky
V({A}c{B}) jsou platna tvrzeni, je i{A} c{B} platné.

Dukaz. Indukci ke strukture c. O

Priklad:

{true} while false do {false} skip {true}

Toto oznackované tvrzeni o CasteCné korektnosti je platné.

V ({true} while false do {false} skip {true}) =
V ({false /\ false} skip {false}) U {true = false} U {(false /\ —false) = true}

true = false €  V({true} while false do {false}skip {true}) platné neni; platnost prvki
V({A}c{B}) je tedy pouze postacuijici, nikoliv nutna podminka platnosti {A} c {B}.
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Operacni sémantika paralelnich programu

e Syntaxi jazyka IMP rozS$ifime o paralelni operator ||; paralelni pfikazy PCom jsou definovany
rovnici

c == skip | X:=a | cocy | if bthencyelsec; | whilebdoc | coflc

e SOS sémantiku Il. typu rozSifime o pravidla

<CO> G> — <C(;) G/> <C1>G> — <C1/)U/>
(coller, o) = (coller, o) (coller, o) = (collcy, o)

e Podle stavajicich pravidel napr.
(X:=1||X:=2);X:=3,0) —
((skip|| X := 2); X := 3, 0[1/X])
((skip||skip); X := 3, o[2/X])

Z konfigurace ((skip||skip); X := 3, o[2/X]) neni moZné odvodit Zadny pfechod, ackoliv pfikaz
X := 3 je v této konfiguraci proveditelny (podle intuitivniho chapani vyznamu ,;“ a ,||“).
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e Zavedeme predikat IsSkip predpisem

IsSkip(skip) = true

IsSKkip(X := a) = false
IsSKkip(co;c1) = IsSkip(co) /\ IsSkip(cq)

IsSKip(if b then cy else c;) = false

IsSkip(while bdo c) = false
IsSKip(co|lc1) = IsSkip(co) /\ IsSKip(cy)

e Pravidlo (skip;c, o) — (c, o) nahradime pravidlem

{co;c1,0) — (c1,0) IsSkip(co)

e Nyni je jiz odvoditelny pfechod ((skip||skip); X := 3, o[2/X]) — (X := 3, 0[2/X])

e Paralelni programy mohou byt nedeterministické.
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Verifikace paralelnich a neukoncenych programu

e Ovéreni sémantické ekvivalence.

* Specifikace i skute¢na implementace se popise ve vhodném ,vy8Sim* jazyce (CCS, Petriho
sité, apod.) s dobre definovanou operacni sémantikou.

* Dokaze se, Ze specifikace a implementace jsou ekvivalentni.

* V tomto kontextu je formalizace pojmu sémantické ekvivalence netrivialni problém
(bisimulacni ekvivalence apod.)

Ovéreni platnosti formule vhodné logiky.
* ,Vhodnou* logikou je v tomto pFipadé obvykle néjaky typ modalni (temporaini) logiky.
* temporalni logiky Ize klasifikovat z mnoha hledisek, napf.

* State-based” x ,action-based*

x Jinear-time“ x ,branching-time*

Z praktického hlediska je hlavni omezujici faktor velikost mnoziny konfiguraci.
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,Obecna“ definice LTL

Syntaxe LTL
Bud Ar = {p, q,1,...} spocetna mnozina atomickych vyroku.
@ u= true [ p | ~o | ¢Ap2 | Xo | o1U @2
Dale definuieme Fo = trueld o a Go = —~F—o
Bud ¢ LTL formule.
* At(@) oznacuje mnozinu vSech atomickych vyroku, které se vyskytuji ve ;
* charakteristicka abeceda formule ¢ je mnozina £, = 2(%/;
* L, oznacuje mnoZzinu vSech nekonecnych slov nad abecedou Z;

* necht w € X. Symbol w(i) oznacuje i-ty znak slova w; symbol w; oznacuje i-ty sufix slova
w pro kazdé i € No.

Priklad:

¢ = (pVaglUlpAq)

At(e) = {p,q}

Lo = {0,{p}{dh{p,a}}

jelliw = 0{p}t@{qH{atp,q} - - -, platiw(2) = 0, w(3) = {q}, w2 = O{q}{qgHp,q} -
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Sémantika LTL

e Bud ¢ LTL formule. Platnost ¢ pro dané w € L je definovana indukci ke struktufe ¢:

w [ true

wip & pew(0)

wE @ = Wwke
wEeNP &= wkEe A wEe
wE Xo & wWEo

wEeUe & 3Fj: wikEe A Vi<j:wiE e
o Charakteristicky jazyk LTL formule ¢ je mnoZina nekonecnych slov L, ={w € £ | w = ¢}
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LTL jako jazyk vlastnosti paralelnich a neukoncenych
programui

e Uvazime ,instanci® LTL logiky, kde Ar = Assn, .
@ u= true | A | —o | ¢N\p2 | Xo | o1l @2
kde A € Assn.

e Necht ¢ € PCom a 0 € X. Béh programu c ze stavu o je nekoneCna posloupnost konfiguraci

x = (co, 00) (€1, 01) (€2, 02) {c3,03) - -,

kde co = ¢, 0p = 0 a (ci, 01) — {Cit1,01+1) pro kazdé i € No.

e Bud ¢ LTL formule, I interpretace a « béh. Charakteristické slovo béhu « vzhledem k formuli
¢ ainterpretaci I je slovo o, € £, kde o (i) = {A € Assn(¢) | 0; ' A}

e Bé&h o spliiuje LTL formuli ¢ pFi interpretaci I, psano « =' o, jestlize ocfp E o.

e Konfigurace (c, o) splfiuje LTL formuli ¢ pti interpretaci I, psano (c, o) E! ¢, jestlize pro kazdy
bé&h « zadinajici v (c, o) plati a = .

e Mnozina vlastnosti béhl vyjadritelnych v LTL je uzavienda na negaci. Mnozina vlastnosti

konfiguraci vyjadritelnych v LTL na negaci uzaviena neni (v disledku ,vestavéné® univerzalni
kvantifikace pres béhy)!
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Priklady:

c = whilettdoX:=X+1. Pak{(c,0) ' F(X>5)prokazdéocal.

c = X:=2. Pak(c,0) E' G(X = 3) pro kazdé o a I, nebot neexistuje zadny b&h
zacinajici v (c, o).

¢ = X := 2| whilettdoskip. Pak (c,o) ' G(X = 3) pro kazdé o a 1. Napt. ale plati
(o) ' (X=2) = G(X=2)

c = X :=2]| X := 3| while tt do skip. UvaZme stav o kde o(X) = 2. Pak (c, o) K
=3)a(c,0) ¥ G(X #3) pro kazdé 1.

Problém: Jak efektivné ovéfit, zda (c, o) ' ¢ ?
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w-regularni jazyky a Biachiho automaty

Blchiho automat je pétice A = (Q, L, 6, qo, F), kde

* Q je kone¢nd mnozina stavu;

* X je konecnd abeceda;

* & C QxZxQ je pfechodova relace (misto (p, a, q) € & budeme psatp = q);
* qo € Q je pocatetni stav;

* F C Q je mnozina koncovych stavu.

Vypocet automatu A na slové w € X je nekonec¢na posloupnost stavl popip2 - - - takova,
Ze po = qo @ pi ) pir1 pro kazdé i € Ny. Vypocet je akceptujici, jestlize se v ném néektery
koncovy stav vyskytuje co-krat.

Automat A akceptuje jazyk L(.A) C X% slozeny ze slov, pro ktera existuje akceptujici vypocet.

Bud X kone¢na abeceda. L C X% je w-regularni. pokud existuje Biichiho automat A takovy,
zelL(A) =L.
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Priklad: Uvazme nasledujici Blichiho automat .A:

0,1 1

Pak L(.A) obsahuje prave ta nekonecna slova nad abecedou 0,1, ve kterych se 0 vyskytuje
konecné-krat.
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Vlastnosti Biichiho automatt a w-regularnich jazyku

Véta 18. Necht 1, L, jsou w-regularni jazyky nad abecedou X. Pak 1, U L, al; N L, jsou také
w-reqularni jazyky.

Dukaz. Necht L; = L(A]) al, = L(Az), kde A; = (Q], 2, 81, q1,F]) aA = (Qz, 2,87, qz, Fz).
Bez Gjmy na obecnosti miZzeme pfedpokladat, ze Q; N Q, = (0. Zfejmé L; U L, = L(.A"), kde

A” = (QUQU{qey, I, 5 UHU{(gea,q) g1 > qVaSql, g, F1UF)
kde qo % Q] U Qz. Dalel;NnL, = L(.Am), kde
-Am = (Q1 XQZ X {]>2}> Z) 5ﬁ) (q1> q2, 1)) F XQZXU})

a 8" je urCena predpisem

e (p,q,1) 5 (p,q',1), jestizep S p’.,q > q'ap &Fi;

) )
e (p,q,1) = (p,q’,2), jestlizep S p',q = q'ap € Fi;
e (p,q,2) > (p',q’,2), jestlizep S p’,q > q aq¢ Fy;
e (p,q,2) 5 (p',q',1), jestizep S p’,q > q'aqéeF..
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Véta 19. Necht' A je Blichiho automat. Problém, zda 1. (.A) = () je rozhodnutelny (v polynomialnim
case).

Dikaz. Necht A = (Q, L, 5, qo, F). Staci si uvédomit, ze L(.A) # () pravé kdyz existuje f € F
takovy, Ze f je v (grafu) automatu .A dosazitelny z q, a existuje cesta z f do f délky alespon
1. Oba tyto (grafové) problémy jsou snadno rozhodnutelné v polynomialnim ¢ase (dokonce
v nedeterministickém logaritmickém prostoru). O
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Vztah LTL a Biichiho automatu

Véta 20. Bud’ ¢ LTL formule. Jazyk L,, je w-regularni a Ize algoritmicKy sestrojit Blichiho automat
A, velikosti O(2'%"), ktery akceptuje L.

Priklad: Uvazme formuli ¢ = F(m A G—c). Pak jazyk L, (nad abecedou X, =
{@,{m},{c},{m, c}}) je akceptovan Blichiho automatem

@ {m} N O {c}, {mc} . O
o O O

0, {c}, {m}, {m,} 0, {m} 0, {c}, {m}, {m,c}

Ovérovani platnosti LTL formuli

e Bud ¢ € PComa o € I takové, Ze prechodovy systém (S, {t}, ), kde S = {{(c’, 0’} | {c, o) —~
{c’, ")}, m& konecné mnoho konfiguraci.

e Necht ¢ je LTL formule a I interpretace. Definujeme Bichiho automat A = (S, Z, 9, (c, 0), S),
kde (c’,0") %5 (c”,¢") pravé kdyz M = {A € Assn(o) | o’ E' ¢},
e Plati {c, o) E' ¢ pravé kdyz L(A) NL(A-,) = 0.
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Priklad:

e Necht ¢ = whilettdo (X := 1;)X := 2), ¢
o(X) = 2.

e OznaCime-liw = while ttdo (X := 1; X := 2), plati

G(X=1 = F(X=2),1 € Taoc c I kde

(wy0)

(if tt then (X := 1; X := 2; w) else skip, 0) +—
(X=1X:=2w, 0)

(skip; X := 2;w, o[1/X])

(X:=2;w, ol1/X]) +

(skip;w, 0)

(w, o)

Automat A tedy vypada nasledovné:

{X=2) {X=2} {X=2} (X=1} {X=1)
Q O——© O0——© O

IX=2]

(

e Dale—p = F(X=1ANG(—(X=2)), Ize tedy pouzit (mirné modifikovany) automat z pfedchoziho
prikladu.

e Nyni stadi sestrojit automat A" z dikazu véty 18 a ovéfit, zda L(A") = 0 (coz Ize rovnéz
provést algoritmicky podle véty 19).
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