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Zakladni pojmy

Motivaci pro vznik Petriho siti bylo modelovat fidici systémy. Neformalné je Petriho sit
graf se dvéma typy uzlt (misty a pfechody) s nasobnymi hranami. Hrany jsou pfitom
pouze mezi uzly riznych typt. Obecné zadna dalsi omezeni nejsou, zejména tedy nemusi
byt vyvazeny vstupni a vystupni stupné uzlu.

"'Definice| (Petriho sit)
Petriho sit je trojice N = (P, T, F), kde P # ) je kone¢n4a mnozina mist (places), T # ()
je kone¢nd mnozina pfechodt (transitions) a F je pfechodova funkce (float)

F:(PxT)U(T x P) — Ny

WPoznamka’ (Neprizdnost mnozin mist a pfechodii Petriho sité)
Zde jsem se dopustil nejvétsi odchylky od poznamek z prednasek, kde toto omezeni na
Petriho sité nebylo kladeno. Vsechny ,zajimavé“ sité jej vsak jisté splnuji. Toto omezeni
je nutné pii analyze free-choice systému a zavést jej pfimo v hlavni definici mi pfipadalo
nejrozumnéjsi. Platnost ostatnich tvrzeni tim jisté nebude ovlivnéna — jedna se o striktni
omezeni mnoziny petriho siti.




"Netace! (Mnoziny uzll, které ,berou” a ,davaji“ do uzlu Petriho sit&)
Necht ' = (P, T, F) je Petriho sitf. Pro kazdy prechod ¢ € T' a pro kazdé misto p € P
definujeme mnoziny
t*={peP| F(tp) >0}
*t ={peP|F(pt)>0}
= {teT | Fp,t) >0}
‘p={teT|F(p) >0}

Notace se pfirozené rozsifuje na mnoziny prechodt a mist.

Pro misto p € P je p® neformalné mnozina pfechodi, z nichz misto mize ziskat token,
a *p mnozina pfechodt, do nichz muze token odevzdat (viz niZe).

WPriklad" (Jednoduché Petriho sit)

Na nésledujicim obrazku je priklad jednoduché sité, kde

P = {p1,p2,p3}

T= {tl,tg,tg}
F ={(p1,t1,1), (p3, t3,2), (t3,p1,0,...) }
F(pi,t2) =1
F(ps,t3

)=
F(ts,p1) =
{p1.p2}* = {tl,tz}




P1

tl t3

D2

Definice’ (Oznackovani, uschopnény piechod)
Necht N = (P, T, F) je Petriho sit. Oznackovdni (marking) je funkce M : P — No.
Prechod t € T je uschopnén v M, pokud

Vpet®: M(p) > F(p,t)

Neformélné lze oznackovani chépat jako distribuci tokenu v siti: uddva pocet tokent
v jednotlivych mistech.

WPoznamka' (Vyjadiovaci sila Petriho siti)
V definici uschopnéného prechodu je klicové pouziti relace > misto =. Pfi pouziti rovnosti
by Petriho sité byly stejné silné jako Turingovy stroje a mnoho vlastnosti siti by bylo
nerozhodnutelnych. Cilem je pfitom umoznit efektivni verifikaci dostatecné velké t¥idy
systémti — s rovnosti by trida byla prilis velka.

Definice! (Piechodovy systém Petriho sité)
Necht N' = (P, T, F) je Petriho sif a A je mnozina navésti (abeceda). Nechf je ddna
funkce [ : T — A piifazujici pfechodim ne nutné vzajemné ruzna navésti. Prechodovy
systém s ndvédtimi pro Petriho sit A s olabelovanim [ definujeme jako Ty = (5, A, —),




kde S je mnozina vech oznackovani, =C S x A x S a M % M’ pravé tehdy, kdyz
existuje pfechod t € T uschopnény v M takovy, ze [(t) = a a

Vpe P: M (p) = M(p) — F(p,t) + F(t,p)

WPFiklad! (Producent-konzument s neohranienou vyrovnavaci paméti)

consume

Vyznam tokenil je verzatilni. Zatimco v misté cache tokeny reprezentuji vypocetni zdroje
(data), tokeny v ostatnich mistech udévaji tok Fizeni (uschopiiuji pfechody odpovidajici
jednotlivym akcim).




WWPriklad' (Producent-konzument s ohrani¢enou vyrovnavaci paméti)

consume

Pocet tokent v misté capacity udava velikost volné vyrovnavaci paméti. Pfechody store
mohou byt odpéaleny (provedeny) jen tehdy, pokud je v misté capacity alespoi jeden token
— v paméti je misto pro uloZeni. Pfechod fetch vybira data z paméti, takze ptidava jeden
token do mista capacity. Inicidlni pocet tokenti v misté€ capacity udava velikost vyrovnavaci
pameéti.

WPFiklad! (Model chemické reakce)

Necht v systému mohou probihat nésledujici reakce:

H20204 — 2002 + 2H+ + 2e”
2e” + 2H+ + H202 — 2H20




Petriho sit modelujici takovy systém je na nasledujicim obrazku. Inicidlni marking udava
inicialni pocet jednotlivych molekul v systému. Jedna reakce je reprezentovana jednim
prechodem.

HT H>02 (4 molekuly)

IPriklad' (Systém s omezujicimi podminkami)
okna pricky omitka  elektfina topeni

instalace oken pricek omitky elektro topeni

Petriho sit z pfedchziho obrazku popisuje zavislosti mezi jednotlivymi pracemi pii stavbé
domu. Plati-li pro prechod ¢ a misto p vztah F(p,t) = F(t,p) = 1, misto p tvofi omezujici
podminku pro prechod ¢t — odpaéleni prechodu t nezméni distribuci tokenti v misté p,
ale vyzaduje pfitomnost alespon jednoho. V nékterych pfipadech se hovori o run-place
hranach.




Ve vétsim systému je mozné analyzovat, zda je projekt realizovatelny (dosazitelnost kon-
cového markingu z inicidlniho), které ¢asti jsou kritické apod. V tomto pfipadé neni
nutnd ani dosazitelnost (umoziuje specifikovat presny pocet tokeni v daném misté), ale
sta¢l pokrytelnost — v kazdém misté musi byt alesponl néjaky pocet tokent (zde jeden
token).

Model lze navic modifikovat tak, aby v kazdém misté mohl byt nejvyse jeden token.
Modifikace je analogickd omezeni vyrovnavaci paméti v modelu producent-konzument.

nehotova prace hotova prace

provedeni prace




Analyza Petriho siti

Zakladni problémy feSené u vSech formaélnich modelt jsou dosazitelnost, ukonceni a
zivost. Aby byl model efektivné analyzovatelny, musi byt tyto vlastnosti rozhodnutelné.
DalSim stupném je rozhodnutelnost obecnéjsich temporalnich vlastnosti (formuli tem-
poralni logiky) a nejvyssim stupném je plné formélni verifikace (ovéfeni ekvivalence viici
dané specifikaci).

Definice’ (Dosazitelné oznackovani)
Oznackovani M’ je dosaZitelné z M v Petriho siti NV = (P, T, F), jestliZe je v pfechodovém
systému indukovaném siti N stav M’ dosaZitelny z M.

'Notace'! (Mnozina dosazitelnych oznackovani)
Pro Petriho sit A a jeji oznackovani M definujeme funkci

Reach(N, M) = {oznackovani M’ sit¢ N | M’ je dosazitelné z M}

WDéfinice’ (Zivost prechodu, Zivost site)
Bud NV = (P, T, F) Petriho sit, My jeji oznackovani. Pfechod t € T je Zivyg pro My, jestlize
pro kazdé M dosazitelné z My existuje M’ dosazitelné z M tak, Ze t je uschopnény v M.

Petriho sif nazveme Ziwou pro marking My, pokud je pro My zivy kazdy jeji pfechod.

'Definice’ (Mrtvé misto, mrtvy prechod)
Necht N' = (P, T, F) je Petriho sit. Misto p € P se nazyva mrtvé v markingu M, pokud
pro vSechna oznackovani M’ dosazitelnd z M plati M'(s) = 0. Pfechod t € T se nazyva
mrtvy, neni-li pfipraveny v zadném oznackovani dosazitelném z M.




"Définice’ (Problémy pro Petriho sité)
Problém dosazitelnosti (reachability)
Instance: Petriho sit N' = (P, T, F) a jeji oznackovani M, M'.
Otazka: Je oznackovani M’ dosazitelné z M v N'?

Problém sub-marking reachability

Instance: Petriho sit N' = (P, T, F), jeji oznackovani M, a ¢4stené oznackovani M.
Otéazka: Existuje oznackovani M’ sité A/ dosazitelné z My takové, ze kdykoli je pro p € P
definovano M (p), potom M’ (p) = M(p)?

Problém zero-reachability
Instance: Petriho sit N' = (P, T, F) a jeji oznackovani M.
Otéazka: Je z My dosazitelné nulové oznackovani sité N (sit neobsahuje z4dné tokeny)?

Problém single-place zero-reachability
Instance: Petriho sit N' = (P, T, F), jeji oznackovani My a misto p € P.
Otéazka: Je z My v siti N dosazitelné oznackovani M takové, ze M (p) = 07?

Problém pokrytelnosti

Instance: Petriho sit N' = (P, T, F) a jeji oznackovani M, M’

Otézka: Existuje oznackovani M" dosaZitelné v Petriho siti N z markingu M takové, Ze
Vp e P:M"(p) = M'(p)?

Problém ohrani¢enosti mista

Instance: Petriho sit N' = (P, T, F), jeji oznackovani M a misto p

Otézka: Existuje k € Ng takové, %e pro kazdé oznackovani M’ dosazitelné z M v N plati
M'(p) < k?




Problém k-ohrani¢enosti mista
Instance: Petriho sit N' = (P, T, F), jeji oznackovani M, misto p a k € Ny
Otéazka: Plati pro kazdé oznackovani M’ dosazitelné z M v N nerovnost M’'(p) < k?

Problém ohraniéenosti sité

Instance: Petriho sit N' = (P, T, F) a jeji oznackovani M

Otézka: Je kazdé misto sité ohranic¢ené? Alternativné (mnozina mist je koneénd): Existuje
k € Ny tak, ze kazdé misto je k-ohranicené?

Problém k-ohraniéenosti sité
Instance: Petriho sit N' = (P, T, F), jeji oznackovani M, k € Ny
Otézka: Je kazdé misto sité k-ohranicené?

Problém inkluze mnozin dosazitelnych oznackovani

Instance: Petriho sité¢ N7 = (P, Ty, F1), Na = (P, T, F2) nad stejnou mnoZinou mist
a jejich pocatecni oznackovani My, Ms.

Otéazka: Plati Reach(N7, M7) C Reach(Na, My)?

Problém rovnosti mnoZin dosaZitelnych oznackovani

Instance: Petriho sité N7 = (P, Ty, F1), No = (P,Ts, F») nad stejnou mnozinou mist
a jejich pocatecni oznackovani M, M.

Otéazka: Plati Reach(N7, M;) = Reach(Na, My)?

Problém Zivosti pfechodu
Instance: Petriho sit N' = (P, T, F), jeji oznackovani My a prechod ¢t € T'.
Otézka: Je ptechod t Zivy pro My v N'?




Problém Zivosti sité
Instance: Petriho sit N' = (P, T, F') a jeji oznackovani M.
Otézka: Je sit N ziva pro My? (Je zivy kazdy jeji pfechod pro My?)

Problém uvaznuti sité (mrtvost sit&)

Instance: Petriho sit N' = (P, T, F) a jeji oznackovani M.

Otéazka: Existuje pro (N, M) dosazitelné oznackovani M takové, ze (N, M) je mrtva,
tj. neni pfipraven zadny prechod?




Strom pokrytelnosti

'Definice’ (Rozsifené oznackovani)
Rozgirené oznackovdni M Petriho sité N' = (P, T, F) je funkce M : P — No U {w}, kde
definujeme Va € Ny
wta =w
a <w

w<w

'Definice’ (Strom pokrytelnosti)
Strom pokrytelnosti (coverability tree, Karp-Miller tree) pro danou Petriho sit N =

(P, T, F) a jeji marking My je strom, ktery vznikne nasledujici iterativni konstrukei.

Kazdy uzel x stromu pokrytelnosti je ohodnocen pravé jednim rozsifenym oznackovanim
sité N. V kazdém okamziku konstrukce stromu pokrytelnosti mé kazdy uzel pravé jeden
z nasledujicich méd: hraniéni, duplikovany, vnitini, koncovy. Konstrukce kon¢i, pokud
ve stromé nejsou jiz zadné hranic¢ni uzly.

vytvorl hrani¢ni uzel ohodnoceny markingem Mj.
while existuje hrani¢ni uzel = do
if existuje nehranicni uzel y takovy, ze M, = M, then
x se stava duplikovanym
elseif v M, nejsou uschopnény zadné prechody then
x se stava koncovym
else




forall prechod ¢ uschopnény v M, do
pridej novy hrani¢ni uzel z jako naslednika uzlu x
uzlu z pfifad marking M, definovany nasledovné:
forall p € P do
if M(p) = w then
M.(p) =w
elseif
na cesté z kofene do z existuje uzel y tak, ze
Vg€ P: My(q) < My(q) — Fq,t) + F(t,q) a
My (p) < Ma(p) — F(p,t) + F(t,p)

then
M, (p) =w
else
M. (p) = M.(p) — F(p,t) + F(t,p)
fi
done
T se stéva vnitinim
done
fi
done

WPoznamka' (Rozhodnutelnost problému pokrytelnosti)
Strom pokrytelnosti umoziuje rozhodovat pokrytelnost a ohrani¢enost sité. Neumoziiuje
vsak rozhodovat dosazitelnost.




WPriklad' (Strom pokrytelnosti Petriho sité)

(1,0,0)
t1 p2 13 / \
lw() 011
p1 t2  Dp3 /\ \
t3
(1I,w,0)  (0,w,1) (0,0,1)
(0,w,1)

Lemma’ (Nekone¢na neklesajici podposloupnost)
Z libovolné nekoneéné posloupnosti s = sq, sa, ... prvki z NgU{w} 1ze vybrat nekone¢nou
neklesajici podposloupnost.

Diikaz: Pokud posloupnost obsahuje nekonecnou podposloupnost prvki w, pak je to
podposloupnost hledanych vlastnosti. V opacném pfipadé po vynechani vSech prvki w
dostaneme nekoneénou posloupnost pfirozenych ¢isel s nulou. Je-li tato neohranicend,
pak obsahuje nekone¢nou ostie rostouci podposloupnost, kterou lze vybrat i z ptvodni
posloupnosti. Je-li ohrani¢end, pak obsahuje néjaké ptirozené ¢islo nekone¢nékrat a ne-
konec¢na podposloupnost tvorena timto ¢islem je podposloupnost hledanych vlastnosti.




WLemma’ (Dicksonovo lemma, Dickson’s Lemma)
Z libovolné nekone¢né posloupnosti prvki z (Ng U {w})*, k € N, lze vybrat nekoneénou
(po slozkéch) neklesajici podposloupnost.

Drikaz: Indukci vzhledem ke k. Pro k = 1 dle pfedchoziho lemmatu. Necht tvrzeni plati
pro k, uvazujme piipad pro k + 1. Podle pfedchoziho lemmatu lze vybrat nekone¢nou
neklesajici podposloupnost podle slozky k + 1. Nekoneénou neklesajici podposloupnost
(k+1)-tic z ni mizeme vybrat podle indukéniho predpokladu, uvazujeme-li pouze prvnich
k slozek.

JIVé&ta' (Ukonceni konstrukce stromu pokrytelnosti)
Algoritmus konstrukce stromu pokrytelnosti vytvoii koneény strom.

Drikaz: Protoze pocet prechodl Petriho sité je z definice kone¢ny, obsahuje strom pokry-
telnosti vzdy jen konecné vétveni. Pokud by mél byt nekoneény, musel by obsahovat
nekonecnou vétev. Podle dikazu Dicksonova lemmatu vSak tato vétev musi obsahovat
bud opakujici se uzly nebo ostfe rostouci podposloupnost. V prvnim pfipadé bude opaku-
jici se uzel oznacen jako duplicitni, v druhém piipadé vznikne w. V obou pripadech dojde
k ukonceni vétve.




Funkce, které nejsou primitivné rekurzivni

Obarvime-li v klice K kazdou hranu nahodné jednou ze dvou barev, vznikne monochro-
maticka klika C.

"Definice! (Ramseova funkce)
Funkce R : N — N, kde R(m) = k, se nazyva Ramseova, jestlize pfi ndhodném obarveni
hran dvéma barvami v Ky vznikne monochromaticka klika /Cy,.

V&ta' (Ramseova véta)
Ramseova funkce je definovana pro kazdé m € N. Existuje limita Ramseovy funkce pro
m — 0.

Diikaz: Neni snadny a patii do kombinatoriky.

WDéfinice’ (Hilbert-Ackermannova funkce)
Pro kazdé i € Ny definujme induktivné funkci A4; : Ng — Ny

Ao(z) =2z +1
Ai1(0) =1
A; 1) = A;(A; =A;0---0A4;(1
+i(z+1) (Ait1(z)) o---0A(l)
x-krét

Funkce A; je primitivné rekurzivni pro kazdé i € Ny, ale pocet for-cykla potfebnych pro
jejil vypocet roste s i. Funkce

A(z) = A (2)

tedy neni primitivné rekurzivni. Dilkaz patii do vy¢islitelnosti.




Slozitost konstrukce stromu pokrytelnosti

JIVEtal (Velikost stromu pokrytelnosti)
Velikost stromu pokrytelnosti Petriho sité nelze ohranicit zadnou primitivné rekurzivni
funkei.

Diikaz: Pro kazdé i € Ny sestrojime Petriho sit a jeji oznackovani velikosti O(n) tak, aby
sit pocitala Hilbert-Ackermannovu funkci A;. Petriho sité definujeme induktivné tak, ze
kazd4 bude obsahovat mista in, out a run. Vlozime-li m tokent do in a jeden token do run,
bude existovat takovy béh sité, ktery skonéi s A;(m) tokeny v out.

Sit pro Ag

memory

Na pocatku lze odpalit pouze prechod init, ¢imz se Fidici token dostane do mista multiply,
a do paméti memory se vlozi jeden token, coz odpovidé pficteni jednicky. Dokud ztstava
fidici token v multiply, je mozné nasobenim dvéma piesouvat tokeny z in do memory. Jak-




mile se provede ptrechod finish, token se do multiply uz nemuze nevratit, protoze misto run
je jiz prazdné. Ridici token zfistava v misté copy a piesunuje (kopiruje) tokeny z memory
do out.

Sit pro Ai+1

memory

Petriho sif pro funkei A;

out

copy-in copy-out

finish

Vlozime-li m tokenti do in a jeden token do run, vypocet, jehoz vysledkem bude A4;11(m)
tokenti v out, bude probihat nasledovné. Nejprve se odpali prechod init, ¢imz se do i-out
vlo#i jeden token (argument m slozenych funkci A;). Ridici token potom ziistane v copy-in,
dokud se nepremisti vSechny tokeny z in do memory.




Nyni se m-krat spusti sit pro A;. Dokud je v memory alespoi jeden token, mohou se
premistit tokeny z i-out do i-in. Potom se vloZi jeden token do i-run a nechd se pocitat sit
pro A; tak, aby po skonéeni jejiho vypoctu v i-out bylo A4,(x) tokent, kde x byl po¢atecéni
pocet tokend v i-in. Dokud jsou v memory tokeny, postup se opakuje.

Nakonec se odpali prechod finish, ¢imz se Fidici token dostane do copy-out. To umozni
premistit vSechny tokeny z i-out do out.

Pro velikost siti (velikost graf a velikost marking) se vstupem m plati

Wa,| = c+0O(m)
|NAi+1| =k + |NA1|
INa,| = O(i +m)

Protoze je sit ohrani¢end, p¥i konstrukci stromu pokrytelnosti nevznikne w a je tedy
totozny se stromem dosazitelnosti. Do out se navic tokeny premistuji po jednom, takze
pro sit Ny, existuje alespoti A;(m) markingt dosazitelnych z poc¢ate¢niho markingu s m
tokeny v in. Velikost stromu pokrytelnosti sité A4, je tedy zdola ohranicena funkci A (7),
tedy je rovna Q(A(i+m)). Protoze A(z) neni primitivné rekurzivni, nelze velikost stromu
pokrytelnosti ohranicit zadnou primitivné rekurzivni funkci.




Hierarchie problému vzhledem k redukci

JIVé&ta' (Polynomialni ekvivalence reachability problémii)
Reachability, zero-reachability, single-place zero-reachability a sub-marking reachability
problémy jsou polynomiélné ekvivalentni.

Drikaz: Ukédzeme néasledujici redukce:

single-place zero-reachability redukujeme na sub-marking reachability

~ o~~~
W N
= D D = —

sub-marking reachability redukujeme na zero-reachability
zero-reachability redukujeme na reachability
reachability redukujeme na sub-marking reachability
zero-reachability redukujeme na single-place zero-reachability
Vzniknou tedy néasledujici cykly redukei: (1) — (2) — (5) a (2) — (3) — (4).

Redukce single-place zero-reachability na sub-marking reachability Problém single-place
zero-reachability je specidlnim pfipadem sub-marking-reachability, redukce je trivialni.

Redukce sub-marking reachability na zero-reachability Méjme instanci problému sub-
marking reachability, tedy Petriho sit N, jeji podatecni oznackovani My a ¢astecné oz-
nackovani M. Oznaéme p1,...,p, mista, na nichz je M definovéano, a q1,..., g, mista
ostatni. Déle ozna¢me t1,...,t; viechny prechody N. Vytvoiime sit N/ a jeji podatecni
oznackovani M| (instanci problému zero-reachability) nésledovné:




Petriho sit N s oznackovanim My

Dokud je fidici token v run, provadi sit N’ vypodet sité N. V ur¢itém okamziku se N/’
nedeterministicky rozhodne provést piechod halt a ové¥i se shoda oznackovani sité N
se sub-markingem M. Nakonec se Fidici token zahodi pfechodem trash a vypocet kondci.
Nulovy marking je v N’ dosazitelny pravé tehdy, pokud je v siti A/ dosazitelny sub-
marking M. Jinak by nutné ztistaly tokeny bud v r; nebo p; podle toho, kde by jich bylo
vice v okamziku provedeni halt.

Redukce zero-reachability na reachability Problém zero-reachability je specidlnim pii-
padem reachability, redukce je trivialni.




Redukce reachability na sub-marking reachability Problém reachability je specidlnim
pfipadem sub-marking reachability, redukce je trivialni.

Redukce zero-reachability na single-place zero-reachability Méjme instanci problému
zero-reachability, tedy Petriho sit N' = (P,T,F) a jeji oznackovani My. Necht T =
{t1,...,tn}. Definujme déle funkci f : T — Ny pfedpisem

Ft)=>_(F(t.p) — F(p.t))
pEP
Funkce f udava efekt prechodu na celkovy pocet tokeni v siti. Instanci problému single-
place zero-reachability N/, My, p, p € P vytvofime takto:

Petriho sit V' s podateénim markingem My

SN

220w, Mi(p) = [ Mo

-1 f()hranztdop,gehf()
t"D —f(t) hran z p do ¢, je-li f(¢ )

Misto p slou#i jako poéitadlo tokend v siti N'. Sit A/’ je ekvivalentni siti A/, ale navic v p
udrzuje podet tokenti ve zbylé ¢asti sité. Pokud ve zbylé &asti (v siti N) nejsou zadné
tokeny, je i misto p prazdné.




WIVEtal (Zivost sité a single-place zero-reachability)
Problém single-place zero-reachability je polynomialné redukovatelny na problém Zzivosti
sité.

Diikaz: Necht Petriho sit NV = (P, T, F'), oznac¢kovani My a p € P tvori instanci problému
single-place zero-reachability. Ozna¢me t1,...,t,, vSechny pfechody sité N a py,...,pn
vSechna mista sité N kromé mista p. Instanci N/, My problému Zivosti sité vytvoiime
tak, %e z mista p pfiddme run-place hranu do vsech piechodt sité N a dale piechody
keep, emit a misto store podle obrazku.

Petriho sit A/ s poc¢ateénim markingem M

Pn

keep  store emit

Kazdy vypocet sité N lze provést i v N’. Pokud se zejména miize vyprazdnit misto p
v N (je dosazitelny prislusny marking), mize se vyprazdnit i v N’ a sit se zastavi kvili
run-place hrandm — tedy neni ziva. Pokud se misto p naopak vyprazdnit nemtze, vzdy
lze provést prechod keep, ktery umisti token do mista store. Je-li v misté store alespon




jeden token, lze libovoln& provadét piechod emit a piipravit tak libovolny piechod v N’
— sit je tedy ziva.

WPoznamka' (Ostatni varianty Zivosti a single-place zero-reachability)
Problém single-place zero-reachability lze analogicky polynomidlné redukovat na prob-
lémy nezivosti sité, Zivosti pfechodu i neZivosti pfechodu. Zivost prechodu je specialni
pripad zivosti sité, 1ze pouzit totoznou redukci. Pfi redukci na nezivost sité by konstrukce
byla také totozna, zménila by se jen interpretace vysledki: pokud instance nespliuje
single-place zero-reachability, redukci vznikne neziva sif; pokud instance spliiuje single-
place zero-reachability, redukci vznikne sit, kterd nebude neziva.

WIV&tal (Zivost prechodu a dosazitelnost)
Problém Zivosti pfechodu je redukovatelny (v Turingové smyslu — Turingovym strojem
s ordkulem) na problém dosazitelnosti.




Minského stroj
Definice’ (Minského stroj)

Minského stroj je posloupnost instrukei

11 : Comy
Iy : Comy,
lm+1 : halt

kde kazda instrukce Com; je typu I
l;: inc ¢
nebo typu II
lizifc; =0
then goto [

else dec ¢;; goto [,

kde ¢; € Ng, j € {1,2}, jsou dva neomezené nezaporné celociselné registry.




Ekvivalence prechodovych systému

V této ¢asti se budeme zabyvat ekvivalencemi pifechodovych systémi s navéstimi, které
jsou indukovany Petriho sitémi — definujeme nékolik typt ekvivalenci a ukazeme nékteré

vztahy mezi nimi.

Definice! (Stopy stavu, trace-ekvivalence)
Necht 7 = (S,.A,—) je pfechodovy systém. Funkci Traces : S — A* definujeme pted-

pisem
Traces(s) = {w € A* | 35’ : s 5 5’}

Trace-ekvivalenci = C S x S definujeme predpisem
def
s =, t < Traces(s) = Traces(q)

Definice’ (Bisimulace, bisimula¢ni ekvivalence)
Necht 7 = (5, .A, —) je pfechodovy systém. Relaci R C Sx.S nazveme (silnou) bisimulac,

jestlize pro vSechna (s,t) € R plati

Nejvétsi relaci bisimulace ~C S x S (takova ziejmé existuje) nazveme bisimulacni ekvi-
valenci. Ziejmé s ~ t pravé tehdy, kdyz existuje bisimulace R takové, ze (s,t) € R.




Poznamka' (Vztah bisimula¢ni ekvivalence a trace-ekvivalence)
Pro kazdy prechodovy systém 7 = (5, A4, —) a kazdé dva jeho stavy s,t € S zfejmé plati

s ~t=>8 =t
Opac¢na implikace obecné neplati. Uvazme naptiklad prechodovy systém na obrazku,

ktery je slozen ze dvou Casti. Zfejmé s1 =y, s, ale s, %, so ani sh #y, s3, takZe trace-
ekvivalence neni bisimulaci.

b
e .
s1 ) ——sh—= s
a “s3——»s5; ¢
¢

Takovy pfechodovy systém je soucasti pfechodového systému generovaného Petriho siti
na nasledujicim obréazku, kde stavu s; odpovida oznackovani oznackovani M; a stavu s
oznackovani M, dané pfedpisem

_J1 p=m
Ml(p)_{o jinak

M{(p):{l p=p1Vp=p2

0 jinak




WVe&ta' (Nerozhodnutelnost ekvivalenci)
Necht 7 = (S, A, —) je pfechodovy systém indukovany Petriho siti A/, &#C S x S relace
takovd, ze ~CaC=y,. Problém, zda dvé dand oznackovani M; a M (stavy pfechodového
systému) spliiuji M; =~ My je nerozhodnutelny.

Diikaz: Redukei (nerozhodnutelného) problému zastaveni Minského stroje. Pro dany Min-
ského stroj M sestrojime Petriho sit A/, jeji olabelovani a dvé oznackovani M7 a Mo tak,
ze
M nezastavi = My ~ My = My = M,
M zastavi = M1 75" M2 = M1 #ﬁ M2

Necht je tedy dan Minského stroj M. Petriho sit definujeme po instrukcich nésledovné.

instrukce /;: inc c;; goto Iy instrukce [;: halt




Polozme
1 =51 Vp=
A [1( ) { p=s1 p=npr

0 jinak
_J1 p=siVp=po
M2(p)‘{0 jinak

V takto definované siti odpovida korektnimu vypoctu pravé jeden béh. Ostatni béhy jsou
nekorektni v tom smyslu, ze néktery prechod z; byl proveden v okamziku, kdy prislusny
¢j nebyl nulovy.

Necht M nezastavi, nikdy se tedy neprovede instrukce halt. Ani pfi jednom inicidlnim
oznackovani se tedy v korektnim béhu nemutze provést prechod h. Ostatni béhy ob-
sahuji alespon jeden nekorektni krok. Uvazme libovolny nekorektni béh z pocatecniho
oznackovani M; a v ném prvni nekorektni krok z;. Z markingu M; lze pfesné simulo-
vat tento béh az k prvnimu nekorektnimu kroku. Misto néj (protoze pfislusné M (c;) =
Ms(c;) # 0) lze provést jiny piechod z;, kterym se premisti token z p, do p; a sif se
dostane do identického stavu jako v simulovaném béhu. Symetricky pro simulovani béhu
z My béhy z M.

Necht M zastavi. V korektnim béhu z poéateéniho oznackovéni M; je poslednim piecho-
dem pfechod h. P¥i simulaci tohto b&hu z pocateéniho oznackovani My musi sit provadét
pouze korektni kroky, jinak by provedla pfechod z; misto d;. Misto p; bude tedy stale
prazdné a pfechod h se proto neprovede. Z toho Traces(M;) # Traces(Ms).

IV&tal (Nerozhodnutelnost inkluze a rovnosti mnozin dosazitelnych oznackovéani)
Problém inkluze a rovnosti mnozin dosazitelnych oznackovani je nerozhodnutelny.




Dikaz: Redukei problému zastaveni Minského stroje. Pro dany Miského stroj M sestro-
jime Petriho sité N7 a N2 a oznackovani M7 a M, tak, aby nésledujici podminky byly
ekvivalentni

M nezastavi (a)
Reach(N7, M;) = Reach(Na2, M3) (b)
Reach(N7, M7) C Reach(N;, Ms) (c)

Tvrzeni dokdzeme pomoci t¥f implikaci, pficemz (b) = (c) plati vzdy.

(a) = (b) = (c) = (a)
Pro dikaz (a) = (b) redukujme M podobné jako v dikazu pfedchoziho tvrzeni po in-
strukcich. Vytvofme tedy sité N7 a N3 a oznackovani M; a M. I kdyZ v tomto piipadé
neni olabelovani pfechodt podstatné, zavedeme jej pro snazsi vyjadiovani. Casti odpovi-

dajici instrukcim typu I a II jsou stejné v obou sitich:

instrukce I;: inc c;; goto lx

instrukce /;: if ¢; = 0 then goto Ij, else dec c; ; goto [,




Instrukce I;: halt se do sité N; zakéduje jinak nez do N>.

instrukce I;: halt v siti AV} instrukce [;: halt v siti A5

()

Oznackovani definujme takto (mnoziny mist jsou stejné v obou sitich):

1 p=s1Vp=p
Ml(p):M2(p):{0 jinakl !

Jediny rozdil mezi sitémi N7 a N2 je pfechod t;. Proto

Reach(N2, M3) C Reach(N7, M;)

zfejmé plati. Necht M € Reach(N7, M;). UkdZeme, ze potom také M € Reach(Na, Ma).
Rozlisime dva pifpady.

Pokud lze v N7 dosdhnout M posloupnosti piechodt, kter4 neobsahuje piechod t;, lze
tutéz posloupnost provést v siti N3 a dosdhnout téhoz oznackovani.

Naopak, necht M lze v N7 dosdhnout pouze takovymi posloupnostmi pfechodd, které
obsahuji pfechod t, (a tento pfechod je tam nejvySe jednou, protoZe se token presune
z p1 do p2). ProtoZe podle (a) stroj M nezastavi, musela sit N; alespoii jednou provést
t? misto t2” (nekorektni krok). Pfechod d; to byt nemohl, protoze pak by nebylo mozné




provést t, — v p1 uz by nebyl token. Sit A’> misto jednoho takové pfechodu mohla provést
prechod d; a dale se opét chovat jako Ni. Protoze je v N> jiz token z p; presunut do po,
miize Ny provést prechod t, misto ¢, v siti N7 a dostat se tak do tého% oznackovani.

Misto implikace (¢) = (a) dokézeme jeji obménu —(a) = —(c). Sité N7 a Ny z dikazu
implikace (a) = (b) modifikujeme tak, aby sit N; po provedeni nekorektniho kroku
vypoctu jiz nemohla dosdhnout oznackovani odpovidajicitho korektnimu vypoctu. Kazdy
prechod siti N7 a N kromé ¢, a t; modifikujeme podle nasledujicitho obrazku. Pfitom
pfechod t dava token do mista cod (pferuSovana Sipka) pravé tehdy, kdyz ¢ = ¢}* pro
néjaké i. Modifikované sité ozna¢me N a Nj. Modifikovana pocatecni oznackovani M
a M} jsou totoznd s My a My aZ na pfidany token do mista rq.

Petriho sit N7 nebo N5




V bézich, které maximalizuji pocet tokent v cod, dochazi v pridané podsiti k nasledujicim
operacim. Pro kazdy pfechod pivodni sité, ktery je rtzny od ¢}* pro vSechna 7, je pocet
tokent v cod zdvojnasoben. Provede-li se v ptivodni siti pfechod ¢} pro néjaké i, pak
je nejprve jeden token do cod pridan a potom je pocet zdvojnasoben. Binarni zapis
poctu tokent v cod tedy udavéa, kdy byl v posloupnosti prechodt piivodni sité proveden
pfechod t2* pro néjaké i (a to od prvniho provedeni takového prechodu).

Ukézeme, Ze existuje oznackovani M takové, ze plati M € Reach(N], M1) a zaroven
M ¢ Reach(N3, Ms). Necht oznackovani M odpovidé korektnimu vypoctu sité Ny, ktery
maximalizuje pocet tokeni v cod, po provedeni pfechodu t;,. Zejména tedy plati M (p;) =
0 a M(p2) = 1. Aby se sit M} mohla dostat do takového oznackovani, musela nékde
provést prechod d;. Ukazeme, ze po provedeni takového pfechodu se jiz nikdy nedostane
do oznackovani odpovidajiciho korektnimu vypoctu.

Sit N3 musela piechod d; provést misto néjakého prechodu t9* sité N]. Misto pfechodu t%
to nebylo mozné, protoze uvazujeme korektni vypocet sité N] — prechod t# se provadi
pouze v piipads, Ze je pfislusné misto ¢; prazdné. Zatimco se tedy v N7 piidd do cod
token a potom se jejich podet vynasobi dvéma, v siti N3 dojde pouze k vyndsobeni dvéma.

Pokud toto nenastane pii prvnim provedeni nékterého z pfechodii t2* v siti A, pocty
tokenti v cod se jiz nikdy nebudou shodovat — zfejmé z vyznamu jejich binarniho zapisu.
Pokud to ovSem nastane pfi prvnim provedeni nékterého ze vSech t}*, pak by se jesté
pocty tokenil shodovat mohly, protoZe misto cod sité N3 zistava prazdné. Sit AV tak miize
provést jesté néjaké vypocty neobsahujici zddny pfechod t}* a potom presné simulovat
vyskyty ne nutné stejnych prechodt t*. V takovém pripadé se ovSsem budou alespoil o
jedna lisit po¢ty v misté sc — sif N3 musela provést alespoii pfechod d; navic.




Model-checking Petriho siti

Nésledujici obrazek znazortuje hierarchii jednotlivych fragmentt temporalnich logik vzh-
ledem k vyjadfovaci sile.

linearni p-kalkul p-kalkul
| |
LTL CTL*
| |
LTLY CTL
/N |
LTLF LTLG CB
VRN
EF EG
N/
H.M. logika

UkéZeme nerozhodnutelnost model-checkingu pro LTLF a EG a EF fragmenty CTL, z e-
hoz bude plynout nerozhodnutelnost vSech logik silnéjsich nez néktery z téchto fragmenti.
Model-checking pro LTLS a H.M. logiku je rozhodnutelny.

WWPoznamka’ (Logiky LTLF a LTLE)
Fragment LTLF obsahuje pouze temporalni operator F a negace je omezena pouze na
atomické propozice. Fragment LTLG m4 podobné omezenou negaci, z operatort obsahuje
pouze G. Temporalni operatory F a G jsou duélni, negace proto musi byt omezena, aby
fragment neobsahoval oba tyto operatory.




WPoznamka' (Sémantika temporélnich logik pro Petriho sité)
Sémantika je definovdna nad pfechodovym systémem indukovanym Petriho siti NV =
(P, T, F) a jejim pocateénim oznackovanim M. Protoze u state-based logik, kterymi se
budeme zabyvat, nezéalezi na navéstich prechodti, jsou vSechny indukované prechodové
systémy z pohledu temporalnich logik totozné.

Sémantiku atomickych propozic a jejich valuaci je pro model-checking Petriho siti nutno
omezit, jinak by pomoci vhodné zvolené valuace atomickych propozic mohl byt nerozhod-
nutelny i model-checking pouze jediné atomické propozice. Pfirozené omezeni je nasle-
dujici. Ke kazdému mistu s Petriho sité zvolime (jedine¢nou) atomickou propozici ps.
Valuaci, vzhledem k niz se definuje sémantika logik, definujeme pro atomickou propozici
p a stav pfechodového systému (oznackovani) M takto

Mevp) & IseP:p=p, AM(s)>0

Pfipomerime jen, Ze platnost atomické propozice p pro béh a (logiky linedrniho éasu),
resp. ve stavu M (logiky vétviciho se ¢asu) je definovana vztahy

o= p <5 a(0) € v(p) (LTL)
MEp&E e vp) (CTL)

kde a(0) je pocatecni stav béhu « a v je funkce pfifazujici atomickym propozicim mnozinu
stavi, v nichz plati.

Je-li sémantika definovana uvedenym zpusobem a plati-li formule —ps ve stavu M, zna-
mena to, ze M(s) = 0.




Vé&ta' (Nerozhodnutelnost LTLF)
Model-checking LTLF vlastnosti je pro Petriho sité nerozhodnutelny.

Diikaz: Redukei problému zastaveni Minského stroje. Konstrukce Petriho sité N a jejiho
pocatecniho markingu M, bude podobnéa jako v pfedchozich pfipadech — transformace
jednotlivych instrukci je na nésledujicim obrazku. Pocatecni marking bude mit pouze
jeden token v misté si.

instrukce /;: inc ¢;; goto [y l;: if ¢; = 0 then goto I, else dec c; ; goto [,

l;: halt

S; = haItO—-D

Instrukce halt byla modifikovana tak, aby korektni béh systému byl nekonec¢ny. Do sité
byly pfidany stavy s}, aby bylo mozné LTL formuli rozpoznat béhy, které neodpovidaji
korektnimu vypoctu simulovaného Minského stroje. Tato formule, oznacme ji ¥, ma tvar

Y= \V (e, ADL)

instrukce typu 2

Definujme nyni formuli ¢ takto

© = F(Phats V V)



Pro kazdy béh « zalinajici v My plati a = ¢ prévé tehdy, kdyz simulovany Minského
stroj zastavi. Model-checking této vlastnosti je tedy nerozhodnutelny.

WVé&tal (Nerozhodnutelnost EG-fragmentu CTL)
Model-checking vlastnosti EG-fragmentu CTL je pro Petriho sité nerozhodnutelny.

Diikaz: EG-fragment CTL obsahuje dualni operétor AF, je tedy nerozhodnutelny ze stej-
ného dtvodu jako LTLF.

Vétal (Nerozhodnutelnost EF-fragmentu CTL)
Model-checking vlastnosti EF-fragmentu CTL je pro Petriho sité nerozhodnutelny.

Diikaz: Dukaz provedeme redukci problému inkluze mnozin dosazitelnych oznackovani.
Pro dané sité N7 = (P,T1,F1) a No = (P, Ty, F2) a jejich pocateéni oznackovani M
a M, definujeme sit N s poateénim oznackovanim My a vlastnost ¢ EF-fragmentu
CTL tak, aby My = ¢ pravé tehdy, kdyZ Reach(N7, M;) C Reach(Nz, M3). Necht T} =
{ut, ..., um}, To = {v1,...,v,} a P = {s1,...,5}. Konstrukce N/ a definice My je
znézornéna na nasledujicim obrazku.




Sité M1 a N byly spojeny pomoci &tyf run-place mist r1, 7, 7o a empty. Dokud je Fidici
token v r1, pocitd Ni. Jakmile se fidici token piemisti do 7, sift N7 uz nebude moci
provést zadny pfechod. Misto r je pfidano z jediného diivodu — aby bylo mozZno formuli
uréit okamzik, kdy piestala poéitat N7 a zacne pocitat A>. Z mista r se token musi
okamZité pfesunout do 7o, ¢imZ se umozni béh sité Na, ktera se ,snazi“ dostat do stejného
oznackovani, v jakém se nachdzi Nj. Ve vhodném okamziku se fidici token pfesune do
empty, v némz se srovnaji oznackovani siti A7 a N. Protoze v logice je k dispozici pouze
test na prazdnost mista, umoziuje konstrukce vyprazdnit vSechna mista sy, ..., s; pravé
tehdy, pokud jsou oznackovani totozné.




Pro formuli ¢,
l

¢ = AG(p, = EF(/\ (=s; A —5)))
=1

plati My = ¢ pravé tehdy, kdyz Reach(N7, M;) C Reach(Na, My).

Poznamka' (EF-fragment CTL bez zanofeni temporalnich operatorti)
Formule ¢ z pfedchoziho dikazu mé zanofené temporalni operatory. Vlastnosti EF-
fragmentu CTL bez zanofenych temporalnich operatora jsou pro Petriho sité rozhod-
nutelné.

WPoznamka' (,Action-based” logiky)
V predchozi ¢asti jsme se zabyvali tzv. state-based logikami. Pro action-based logiky,
v nichZ sémantika neni definovana nad stavy, ale nad navéstimi prechodd, jsou vysledky
podobné s vyjimkou LTL, kterd je pro action-based logiky rozhodnutelné.




Klasické techniky analyzy Petriho siti

WPoznamka' (Omezeni pro klasické techniky analyzy)
Pro Gcely této kapitoly se omezime pouze na sité bez nadsobnych hran a se slabé souvislym
grafem. Ve vSech dalsich definicich a tvrzenich budeme tedy predpokladat, ze Petriho sit
N = (P, T, F) splituje
F:PxTUTx P —{0,1}

a ma slabé, tj. bez ohledu na orientaci hran, souvisly graf.

Definice’ (Incidencni matice)
Necht N' = (P, T, F) je Petriho sit. Incidencni matici N : P x T — {—1,0,1} rozumime
funkci udavajici efekt prechodu ¢ € T' na misto p € P, tj. danou vztahem

N(p,t) = F(t7p) - F(pvt)

'Definice’ (Kroneckerovo delta)
Pro snadnéjsi zapis nékterych vztaht je vhodné zavést tzv. Kroneckerovo delta, funkci
definovanou vztahem o
1 proi=
5ij =

0 jinak

WPoznamka' (Notace vektort, oznackovani jako vektory)
Tato kapitola vyuziva aparat linedrni algebry. Budeme pouzivat nésledujici konvence.
Vektory budeme chapat jako sloupcové matice, které budeme casto zapisovat parametri-
zované 4 = (u;)}—. Oznackovani budeme formalné chapat jako vektory M = (M (p))pep,
kde P je mnozina mist.




WPriklad' (Inciden¢ni matice)

Pro sit z pfedchoziho obrazku mé inciden¢ni matice tvar

1 la 13 4 s

s1/1-1 0 0 0

ssI-1 1 0 0 O

s31 0 1-1 0 1

s4/ 0 0 1-1-1

ss| 0—-1 0 1 0
Pokud N(p,t) = 0, neznamen to, ze by mezi p a t nevedla zddna hrana, ale ze pocet
hran z mista p do prechodu t je roven poctu hran z ¢t do p. ProtoZe uvazujeme pouze sité
bez nasobnych hran, mtize tento pocet byt bud 0 nebo 1.

Necht ¢; € T je pfipraven pii oznackovani M. VS§imnéme si, ze plati
M5 M &M =M+N-(5;),
Deéfinice’ (Parikiv obraz)

Bud N = (P,T,F) Petriho sit, kde T' = {t1,...,t,}. Necht ¢ € T* je posloupnost
ptechodti. Parikovym obrazem posloupnosti o rozumime vektor

0= (01,...,0n)T
kde o; je pocet vyskytt t; v o.




V&ta'! (Nutna podminka dosazitelnosti)
Necht N' = (P,T,F) je Petriho sif s inciden¢ni matici N. Nechf oznackovani M’ je
dosazitelné z M, M % M’, kde o € T*. Potom existuje feseni rovnice

M =M +NX
a TeSenim je i 7.
Diikaz: Necht T = {t1,...,t,}. UkdZeme-li, Ze & je feSenim uvedené rovnice, bude tim

zaroven dokazana i existence feseni. Indukci vzhledem k délce posloupnosti pfechodu o.
Proo =c¢je d =0, tedy No = 0 a skuteéné M’ = M.

Uvazme nyni M % M’ % M" a oznaéme o = ot;. Tedy §= & + (3;;)7_;. Z indukéniho
predpokladu plati M’ = M + Ng&. Efekt prechodu ¢; na oznackovani M’ je urcen vek-
torem (N(p,t;))pep = N+ (d5)}—;. Celkem plati

M" =M +N-(8;5)j—
=M +N&+N-(0;5)]_4

=M +N- (7 + (6:;)]=1)
— M +Ng




S-invarianty

WPFiklad' (Motivace pro S-invarianty)
S-invarianty jsou vlastné globalni vlastnosti siti. Neformalné se jednéd o vektor uréujici
véahy jednotlivych mist tak, aby vazené soucty oznackovani dosazitelnych z daného ini-
cialniho markingu byly stejné. Pismeno ,S“ znaci, ze S-invarianty vypovidaji o stavech
(z némeckého die Stelle). Pro sit na nasledujicim obrézku jsou S-invarianty napiiklad
vektory (1,1,2)T, (1,0,1)T, (0,1,1)T, (0,0,0)".

Pfitom nulovy vektor je S-invariantem pro kazdou sit. Povolime-li jako vahy (koeficienty)
racionalni ¢isla nebo libovolné jiné pole P, budou S-invarianty sité s n misty tvorit vek-
torovy podprostor P — jsou uzavieny na nasobeni skalarem i soucet.

Uvedend intuitivni definice nevypovida nic o tom, jak S-invarianty vytvofit pro danou
sit. Proto se definuji jinak.




"Definice’ (S-invariant)
Necht N' = (P,T,F) je Petriho sif s inciden¢ni matici N. Vektor I € Q¥ nazveme
S-invariant, jestlize I je FeSenim rovnice

XT.N=0"T

WUPriklad" (Urceni S-invariantt)

Mgjme (mrtvou) sit danou nésledujicim obrazkem
S1

82

Incidenéni matice této sité je N = (0, —1)T. S-invarianty jsou tedy fesenim rovnice

() () = 0.0

—IE2=0
fL'2:0
I e{(k,0)"|keq}

Vzhledem k intuitivni definici S-invarianti by vsak kazdy vektor I € Q2 mél byt S-
invariantem, protoze sit je mrtvd — mad pouze jediné dosazitelné oznackovani. Formélni
definice nepokryva vsechny S-invarianty podle intuitivni definice. ReSeni rovnice z for-
malni definice totiz nejsou na rozdil od intuitivni definice zavisla na inicidlnim markingu
— jsou to S-invarianty pro kazdé pocatecni oznackovani. Omezenim se na konkrétni ini-
cidlni oznackovani a markingy z néj dosazitelné, se mnozina uvazovanych oznackovani
zmens$i a proto se mize zvétsit mnozina S-invarianti.




V&tal (Alternativni definice S-invariantii)
Necht N' = (P, T, F) je Petriho sit. Vektor I € QI”! je S-invariant sité A pravé tehdy,

kdy?z V¢ € T plati
Z I(s) = Z I(s)
seot sete

kde I(s) je slozka vektoru I pro misto s, tj. zadny pfechod nezméni vazeny soucet oz-
nackovani.

Driikaz: Necht I je fesenim rovnice X TN = 07, kde N je inciden¢ni matice sité /. Ozna¢me

t_;» j-ty sloupec N. Vektor I je S-invariant pravé tehdy, kdyz I Tf;- = 0 pro kazdé j.
Rozepisme levou stranu rovnosti. Necht |P| = m

Ity = Z (si)N(si,t; ZI 5:)(F(t;,s:) — F(si, t;))

@
Il
-

-p”qs

Il
—

(Sz)F t]asz ZI S, S“

3

Protoze sit podle pfedpokladt neobsahuje nasobné hrany, pro vSechna i plati F'(¢;,s;) €
{0,1} a F(s;,t;) € {0,1}, pficemz

F(tj,si) =15, €t

F(Si,tj) =1&s; € °t
odkud

m

Y I(s:)F(ty,s0) = I(s)

> — L]
i=1 setj




m

S I(s)F(sit) = Y 1(s)

i=1 s€ot;

Celkem dostavame pro kazdé t; € T'
0=1"%

D Is) = D 1(s)

sEts seot;

Vektor I je tedy S-invariant pravé tehdy, kdyz pro vsechna ¢; € T plati

Z I(s) = ZI(s)

s€°t; set;.

IVe&tal (Alternativni nutnd podminka dosazitelnosti)
Pro Petriho sit N' = (P, T, F) s inicidlnim markingem M, a inciden¢ni matici N jsou
nasledujici podminky ekvivalentni
pro kazdy S-invariant I plati ITMy = I M (a)
rovnice My + NX = M ma feSeni v Q (b)

Drikaz: (b) = (a) Necht I je libovolny S-invariant sité N, tedy plati ITN = 0T. Tedy

M = My +NX
I™ =TI (My + NX) = ITMy + I™NX = I"My + 07X
I™™ = 1M,




(a) = (b) S-invarianty jsou fesenim rovnice XTN = 0T. Necht I, ..., I,, je baze prostoru
feSeni této rovnice. Pokud n = 0, neexistuje zadny S-invariant a implikace plati trivialné.
Necht tedy n > 0.

Ozna¢me A = (I)™_, matici, jejiz fadky tvoii jednotlivé bézové S-invarianty. Tedy

plati A- N = 0 a sloupce matice N generuji prostor feseni rovnice

AX =0

Je-1i totiz m velikost nejvétsi linedrné nezavislé mnoziny tvorené sloupci N, potom n =
|P| — m. ProtoZe fadky matice A jsou tvofeny bazi, jsou linedrné nezdvislé a dimenze
prostoru FeSeni rovnice AX = 0 je |P| — n = m. Pfitom kazdy sloupec N je feSenim a je
mezi nimi m linedrné nezavislych — béaze prostoru reseni.

Podle (a) pro v8echna i, 1 < i < n, plati

ITMy =1 M
IF(My — M) =0
A(M — My) =0

Vektor M — My je tedy fesenim rovnice AX = 0 a lze jej proto vyjadfit jako linedrni
kombinace sloupcii N, které tento prostor generuji. Pro vhodné R tedy plati

M — My =NR = M = My+NR

Posledni rovnost lze chapat i tak, ze R je feSenim rovnice

M = My + NX




WDéfinice’ (Semipozitivni a pozitivni S-invarianty)
S-invariant I sité N = (P, T, F) se nazyva semipozitivni, jestlize I(s) > 0 pro vSechna
s € P a existuje s € P takové, ze I(sg) > 0. S-invariant I se nazyva pozitivni, jestlize
1(s) > 0 pro vSechna s € P.

IV&ta' (Nutnd podminka Zivosti sité)
Necht ' = (P, T, F) je Petriho sit s po¢atenim oznackovanim M. Je-li (N, My) Ziv4,
pak pro kazdy semipozitivni S-invariant I plati

I™My >0

Diikaz: Sit NV je ziva, jestlize pro kazdy dosazitelny marking M a kazdy pfechod ¢t € T
existuje marking M’ dosazitelny z M, v némZ je t uschopnény. Predpoklddejme nyni
sporem, ze IT My = 0. P¥ipad IT My < 0 nemiiZe nastat, protoze pro viechna s € P plati
I(s) > 0 z predpokladu a My(s) > 0 z definice.

ProtoZe I je semipozitivni, existuje sg € P takové, ze I(sg) > 0. Nebot uvazujeme pouze
sité se slabé souvislym grafem, existuje prechod t € T takovy, Ze t € ®sg nebo t € s¢°.
Sit NV je Ziva, tedy existuje oznackovani M dosaZitelné z My, v ném? je pfechod ¢ uschop-
nén. Oznadime-li M’ oznackovani, do néjz se sit dostane z oznackovani M provedenim
piechodu ¢, potom ITM > 0 nebo ITM’ > 0, protoze M(sy) > 0 nebo M'(sq) > 0. Tedy
I neni S-invariant — spor.

V&ta' (Postacujici podminka ohrani¢enosti sité)
Necht N' = (P, T, F) je Petriho sit. M&-1li N pozitivni S-invariant, pak je ohranic¢end pro
vSechna pocateni oznackovani.

Diikaz: Sporem. Necht méa sif pozitivni S-invariant I, ale neni ohrani¢end, tj. existuje
neohranicené misto p € P. Nechf M je oznackovani sité. ProtoZze p neni ohraniéené,




existuje dosazitelny marking M’ takovy, Ze

L I™M
M'(p) > )

Potom, protoze I je pozitivni, a mista nemohou obsahovat zdporny pocet tokenu, plati

I'™M' > 1(p)M'(p) > I*M

Tedy I neni S-invariant — spor.




T-invarianty

Poznamka’ (Motivace pro T-invarianty)
S-invarianty jsou definovany jako feSeni rovnice XTN = 0T. Je piirozené zajimat se o
vlastnosti feSeni dudlni rovnice NX = 0 a pokusit se je interpretovat.

Definice’ (T-invariant, semipozitivni a pozitivni T-invariant)
T-invariantem Petriho sité A s incidenéni matici N nazveme kazdé feseni v Q rovnice

NX =0
T-invariant J se nazyva semipozitivng, jestlize J(t) > 0 pro vSechna ¢t € T a existuje
to € T, pro néjz J(to) > 0. T-ivariant J se nazyva pozitivni, jestlize J(t) > 0 pro vSechna
teT.

Ve&tal (Alternativni definice T-invariantu)
Necht ' = (P, T, F) je Petriho sit. Funkce J : T — Q je T-invariant pravé tehdy, kdyz

pro kazdé misto p € P plati
>_JB =2 J®
te*p tep®

Diikaz: Dikaz je analogicky dikazu alternativni definice S-invariantu.

JVé&tal (Parikiiv obraz posloupnosti piechodt jako T-invariant)
Necht je posloupnost piechodt o € T* proveditelna v siti ' = (P, T, F') z oznackovéni M.
Pak & je T-invariant pravé tehdy, kdyz M = M.

Diikaz: PFHimy diisledek nutné podminky dosazitelnosti.




WV&ta' (Nutna podminka Zivosti a ohrani¢enosti — pozitivni T-invariant)
Necht je Petriho sit N' = (P, T, F) s inicidlnim markingem Mj Ziv4 a ohrani¢ené. Potom
existuje pozitivni T-invariant sité A.

Diikaz: Protoze (N, My) je 7iva, lze z kazdého oznackovani pfipravit libovolny pre-
chod. Z kazdého oznackovani tedy existuje proveditelnd posloupnost prechodti, kterad
obsahuje kazdy prechod alespon jednou. Definujme rekurzivné oznackovani M;, 0 < i.
Oznackovani My je pocatecni oznackovani sité. Oznackovani M;; vznikne posloupnosti
pfechodtl o; z oznackovani M;, kde o; obsahuje kazdy prechod alespon jednou.

Protoze (N, My) je ohranicend, existuje pouze koneéné mnoho riiznych oznackovani, oz-
nacme jejich pocet n. Mezi vyse definovanymi oznackovanimi M;, 0 < i < n, tedy musi
byt alesponi dvé totoznd. Necht M;, = M;,, i; < iz. Potom

F =G 4ty

je pozitivni T-invariant.

V&ta! (Nutna podminka Zivosti a ohrani¢enosti — silnd souvislost)
Necht je Petriho sit ' = (P, T, F) s inicidlnim markingem M, Ziv4 a ohrani¢ena. Pak
graf A je silné souvisly.

Diikaz: Pfipomenme, ze uvazujeme pouze sité se slabé souvislym grafem. Jedna se tedy o
zesileni charakteristiky. Sporem pfedpokladejme, Ze se graf sklada alespon ze dvou silné
souvislych komponent. Kviili slabé souvislosti tedy existuje alespon jedna terminalni
komponenta Cs a jeji pfedchiidce C;. Konkrétné, existuje prechod t, ktery bere z p; € C;
a dava do ps € Cy. Rozlisime dvé moznosti podle toho, kde se nachézi t.




Necht ¢t € C1. Protoze N je Ziva a Cy nemiize davat tokeny do C;, musi byt C; schopna
libovolnékrat pripravit a odpalit prechod ¢. Tim dochézi ke kumulaci tokent v p; — spor
s ohranicenosti.

Necht ¢ € Co. Protoze misto p; dava do ¢, musi mit libovolnékrat k dispozici token,
aby bylo mozné libovolnékrat provést prechod ¢. Uvazime-li takovou posloupnost, ktera
opakované pripravuje pfechod ¢ a vynechdme-li z ni pfechod t € Cq, dojde ke kumulaci

tokenti v p; — spor s ohranicenosti.

et N

02 C2
teCy te Cy




S-systémy

EEDERHEE (S-systém)
Petriho sit N = (P, T, F) nazveme S-systém (S-sit), jestlize pro vSechny prechody t € T
plati

[*t] =t =1

V&ta' (Nutnd podminka dosazitelnosti v S-systému — zachovani po¢tu tokent)
Necht je oznackovani M’ dosaZitelné z M v S-systému N = (P, T, F'). Potom plati

> Mp) =Y M(p)

peP peEP
Dikaz: Ztejmé — zadny prechod neméni pocet tokenti.

WLemma' (Nutnid podminka silné souvislosti grafu S-systému)
Necht N'= (P, T, F) je S-systém se silné souvislym grafem. Pro kazda dvé mista p;, ps €
P a oznackovani M, M(p;) > 0, existuji ¢ € T* a oznackovani M’, M % M’ takové, Ze

M(p1) —1 prop=p;
M'(p) =< M(p2) +1 prop=p;
M(p) jinak

Diikaz: Ze silné souvislosti grafu N plyne existence cesty o mezi p; a ps. Oznaéme ji
0 = SotpSiti...th—1Sn, i € P, t; €T, so = p1 a S, = pa. Kaid},’ pfechod t;i, 0<i<n
odebere token z s; a vlozi jej do s;11. Protoze so = p; obsahuje pfi M alespoii jeden
token, je posloupnost pfechod o = tg...t,_1 proveditelnd v M a oznackovani se zméni
predepsanym zptisobem.




WVetal (Zivost S-systémi)
S-systém N = (P, T, F') s po¢ateénim oznackovanim My je zivy pravé tehdy, kdyz graf A/
je silné souvisly a existuje p € P : My(p) > 0.

Diikaz: ,=“ Piimym dtsledkem nutné podminky dosazitelnosti je skutecnost, ze kazdy
S-systém je ohraniceny. Zivy S-systém je tedy Ziva a ohranicena Petriho sit. Graf N je
proto silné souvisly. Aby byla jakakoliv sif Zivd, musi jisté obsahovat nenulovy podet
tokentl. Proto 3p € P : My(p) > 0.

»<=* Necht M je libovolné oznackovéani dosazitelné z My. Protoze v S-systému se za-
chovéva pocet tokentl, existuje s € P : M(s) > 0. Necht ¢ € T je libovolny. Necht
*t = {s'} . Ze silné souvislosti grafu A existuje posloupnost pfechodii o € T*, ktera
presune token z s do s’ — uschopni piechod t.

WWLeémma’ (Postacujici podminka dosazitelnosti v S-systému)
Necht N' = (P, T, F) je S-systém se silné souvislym grafem a necht pro dvé oznackovani

M, M’ plati
> M(p)=> M(p)
peP peP

Potom existuje o € T* takové, ze M % M.

Diikaz: Pro kazdé p € P, pro né&jz M(p) > M’(p) lze kvili silné souvislosti grafu N
pfebytecné tokeny piesunout do mist s € P, pro néz M(s) < M'(s).




JV&tal (Ohranicenost Zivych S-systémi)
Necht je S-systém N = (P, T, F) s po¢ateénim oznackovanim My zivy. Potom (N, M)
je b-ohraniceny pravé tehdy, kdyz plati

Z Mo(p) <b

peEP

Dikaz: ,=“ Zivy S-systém ma silné souvisly graf. VSechny tokeny v ném lze tedy
premistit do jediného mista py € P. Oznafme tomu odpovidajici marking M. Plati
M(pg) < b z b-ohranicenosti sité a M(p) = 0 pro p # po. Protoze S-systém zachovava
pocet tokentl v siti, plati

ZMO(P)Z ZM(p) = M(py) <b

peP peEP

»<=* Protoze S-systém zachovavd pocet tokeni, nemuze zaddné misto obsahovat vice
nez »_ . p Mo(p) < b tokentt. Tedy sit je b-ohranicend.

Vétal (Dosazitelnost v zivém S-systému I)
Necht N' = (P, T, F) je Zivy S-systém. Marking M je dosaZitelny z My pravé tehdy, kdyz

> My(p) =Y M(p)

pEP peEP

Diikaz: Smér = vyjadifuje nutnou podminku dosazitelnosti. Pro opacny smér si uve-
domme, zZe zivy S-systém je ohrani¢eny a ma tedy silné souvisly graf. Je tedy splnéna
postacujici podminka pro dosaZitelnosti v S-systému.




Vétal (Charakterizace S-invarianti)
Necht N/ = (P, T, F) je S-systém. Vektor I je S-invariant pravé tehdy, kdyz I = (x)lill
pro néjaké x € Q.

Dikaz: ,,<* Pro kazdé t € T plati

dIp)=x=> I
pe et pete
coz je alternativni definice S-invarianta.

»=" Necht |P| = n a p € P je libovolné misto. Definujme induktivné mnoziny F,
0 <i <n, takto
Py = {p}
Pi1={pet*|(3seP)FteT):se *t}U
Ufpe®t | (3seP)(3teT):sct’}

Jisté pro vSechna 7 plati P; C P;11 a kviili slabé souvislosti grafu A/ plati P, = P. Necht
I je libovolny S-invariant. Indukci vzhledem k ¢ ukdzeme, ze (Vi)(Vs € B;) : I(s) = I(p).
Pro ¢ = 0 tvrzeni plati. Necht s € P;;1 je libovolné. Pak existuje s’ € P; a pfechod t € T
tak, ze {s'} = *t a {s} =¢*, nebo {s'} =t* a {s} = *t. Protoze I(s') = I(p) z indukéniho
predpokladu, v obou pfipadech dostavame z alternativni definice S-invariantu

I(p) = I(s") = I(s)

V&ta' (Dosazitelnost v Zivém S-systému IT)
Necht N = (P, T, F) je 7zivy S-systém pii oznackovani My. Oznackovani M je dosaZitelné
z My pravé tehdy, kdyz pro kazdy S-invariant I plati

I"My=I"M




Driikaz: Implikace ,,=* plati obecné — alternativni nutnd podminka dosazitelnosti. Zbyva
tedy ukazat ,<“. Podle charakterizace S-invariantt S-systému je I = (l)lill S-invariant,

tedy plati
> Mo(p) =>_ M(p)

pEP peEP

Podle prechozi véty o dosazitelnosti je M dosazitelné z M.




T-systémy

T G ——
Petriho sit N/ = (P, T, F') nazveme T-systémem, jestliZe pro vSechna mista p € P plati

Ip*| =[*p| =1

WPFiklad! (Neohrani¢eny T-systém)

Definice! (Cyklus)
Cyklem v siti N' = (P, T, F) rozumime cestu z uzlu x grafu N do uzlu y takovou, Ze
F(y,z) =1 a z4dny uzel se na této cesté nevyskytuje vice nez jednou.

Necht M je marking N, v je cyklus v M a R je mnoZina mist v 7. Definujeme

M(y)=>_ M(p)

PER

Rekneme, Ze cyklus v je oznackovdn v markingu M, jestlize M (vy) > 1.




WPriklad" (T-systém s cykly)
Sif s markingem na nésledujicim obrazku obsahuje dva cykly, v1 = pitepat; a v2 =
Patapsts, z nichz prvni je oznackovany a druhy neni.

IVé&tal (Nutna podminka dosazitelnosti v T-systému)
Necht « je cyklus T-systému N = (P, T, F) a My jeho inicidlni marking. Pak pro kazdé
oznackovani M dosazitelné z My plati

Diikaz: Protoze M je dosazitelné z My, existuje posloupnost piechodit o € T*, My 2 M.

Indukei k délce o. Zékladni krok je ziejmy. Uvazme tedy M’ dosazitelné z My, M’ - M",
Moy (v) = M’(v) pro libovolné pevné t € T. Rozlisime dvé moznosti.

Necht v obsahuje t. Potom ¢ bere z jednoho mista cyklu — z kazdého mista vede prévé
jedna hrana, hrany z ostatnich mist cyklu musi tvorit tento cyklus, vedou tedy do jinych
prechodti. Ze stejného duvody t dava do pravé jednoho mista cyklu. Pocet tokeni v cyklu
se tedy odpalenim prechodu ¢ nezméni.

Necht v neobsahuje t. Vsechny hrany, které vedou z mist cyklu a do mist cyklu, tvori
tento cyklus. Proto ¢ nebere z zddného mista cyklu ani do zddného nedéva. Odpalenim
takového prechodu se distribuce tokenil v cyklu nezméni.




JDisledek! (Nutna podminka neohranicenosti mista v T-systému)
Neohranicena mista v T-systémech nelezi na zadném cyklu.

V&tal (Zivost T-systémil)
T-systém (N, My), N = (P, T, F), je zivy pravé tehdy, kdyz kazdy cyklus v spliiuje
Mo(v) = 1.

Diikaz: Implikace ,=* se snadno dokaze ze své obmeény.

Pro dikaz ,,<=“ uvazme libovolny marking M dosazitelny z My a libovolny pfechod ¢t € T'.
Ukazeme, ze existuje oznackovani M’', M —* M’ a t je uschopnén v M’. Pro kazdé
oznackovani M definujme mnozinu Sy, predpisem

Sy = {s € P | existuje cesta z s do t, na niZ jsou vSechna mista prazdnd v M}

Indukei k |Sys| dokéZeme, Ze pro libovolnou Sy, lze piipravit prechod t. Je-li |Sys| = 0,
pak t je ptipraven v M. Necht tedy |Sys| = n+ 1. Oznacme 7 cestu v (N, M) maximalni
délky, na niz jsou vSechna mista prazdnd, a ktera konci v ¢. Cesta 7 je nutné konecna,
jinak by obsahovala neoznackovany cyklus, coz z pfedpokladi neni mozné. Z maximality 7
potom plyne, zZe prvni uzel je pfechod, oznacme jej u, a tento je pfipraven v M. Uvazme
marking M’, M % M’'. Ukazeme, ze Sy C Sy, z indukéniho predpokladu bude tedy
mozné uzaviit, ze z M lze piipravit ¢.

Necht je tedy s € Sp;. Pak existuje cesta z s do ¢, na niZz jsou vSechna mista pii
oznackovani M’ prazdna. Uvédomme si, ze M’ vzniklo z M provedenim prechodu wu.
Oznackovani se tedy lisi pouze v mistech z *u a u® a uvazovana cesta z s do t neobsahuje
pfechod wu, protoze pak by obsahovala neprazdné misto z u® — vSechna mista z u®
jsou bezprostiedné po provedeni pfechodu u neprazdna. Tato cesta neobsahuje ani mista




z *u, protoze N je T-systém, takZe z kazdého takového mista vede jedind hrana — do
prechodu u. Na vSech mistech uvazované cesty z s do ¢ jsou M a M’ totozné, tedy s € Syy.

Zbyvé ukazat, Ze existuje s € Sy takové, ze s € Sp. Pii oznackovani M existuje
prazdné misto s € u®, s € Sy, druhy uzel maximalni cesty uvazované na zacatku ditkazu.

V oznackovani M’ — po provedeni prechodu u — je toto misto neprézdné, tedy s & Say-.

WIPriklad" (Ilustrace k diikazu charakteristické podminky Zivosti T-systém)

Disledek! (Slozitost problému Zivosti T-systémii)
Problém zivosti sité je pro T-systémy rozhodnutelny v polynomialnim case. Na zakladé
predchozi véty lze totiz problém zivosti T-systémil rozhodovat nasledujicim algoritmem.

while existuje prazdné nenavstivené misto do
prohledévanim do Sitky hledej cyklus slozeny ...
... pouze z prechodi a prazdnych nenavstivenych mist
mista, kterymi prohledavani proslo, se stavaji navstivena
if nalezen cyklus then

return sit neni Zivd

fi

done

return sit je ziva




WVétal (Charakterizace T-invariantii)
Necht N' = (P, T, F) je T-systém. Vektor I je T-invariant A pravé tehdy, kdyz I = (z)
pro néjaké x € Q.

17|

i=1

Driikaz: Dikaz je duadlni diikazu charakterizace S-invariant pro S-systémy.

WPFiklad| (Zivy 1-ohraniceny T-systém)

WIV&tal (Ohranicenost zivych T-systémil)
Zivy T-systém N = (P, T, F) s inicidlnim markingem Mj je b-ohrani¢eny pravé tehdy,
kdy?Z kazdé misto s € P lezi na néjakém cyklu « takovém, ze My(vy) < b.

Dikaz: ,<=“ Tento smér plyne primo z nutné podminky dosazitelnosti v T-systému —
pocet tokentd v cyklech se zachovava. V kazdém misté tedy mize byt nejvyse tolik token,
kolik tokent je v cyklu s nejméné tokeny, na némz misto lezi. Dle pfedpokladd implikace
je to pro kazdé misto nejvyse b.

»=% Necht s € P je libovolné pevné misto. Musime ukézat, Ze existuje cyklus v ob-
sahujici s, pro né&jz M(y) < b. Uvazme dosazitelné oznackovani M, kde M(s) je max-




imalni mozné. Z b-ohranicenosti sité v predpokladech je jisté, ze M(s) < b. Definujme
oznackovani L predpisem
pror=s

0
Lr) = {M(r) jinak

Potom systém (N, L) neni Zivy. Kdyby byl, potom by z L existovala proveditelna posloup-
nost prechodii o, ktera by pfipravila a provedla pfechod ¢t € ®s. Tim by se sit dostala
do oznackovani L', L'(s) = 1. Poslopnost pfechodti o by vsak jisté bylo mozné provést
i z oznackovani M, ¢imz by se sit dostala do oznackovani M', M'(s) = M(s) + 1, coz je
spor s predpokladem maximality.

ProtoZe systém (N, L) neni Zivy, z obmény charakteristiky zivych T-systému plyne, Ze
existuje cyklus v, L(y) = 0. OvSem systém (N, M) zivy je, tedy M(y) > 0. Protoze
oznackovani M a L se lisi pouze hodnotou pro misto s, musi s lezet na . V oznackovani M
je to navic jediné neprazdné misto tohoto cyklu. Pro cyklus v proto plati

M(y) =M(s) <b
Protoze M je dosazitelné z My, z nutné podminky dosazitelnosti plyne My(vy) = M (7).

Tedy = je cyklus pozadované vlastnosti.

Lemmal (Vlastnosti feSeni nutné podminky dosazitelnosti pro T-systémy)
Necht N je incidenéni matice T-systému N = (P,T,F) a necht je oznackovani M
dosazitelné z My. Potom existuje takové feseni rovnice

Mo +NX =M (+)

které ma vSechny slozky kladné.




Dikaz: Z nutné podminky dosazitelnosti pro obecné Petriho sité je zarucena existence

néjakého feseni Xg. Necht I = A(l)gll je T-invariant T-systému. Potom i X + I je feSeni

rovnice (x). Protoze I je T-invariant, plati NI = 0, takze
N(X+I)=NX+NI=NX

Protoze slozky Xy jsou konecné a slozky I lze zvolit libovolné velké, existuje feseni X; =

Xo + I, jehoz vSechny slozky jsou kladné.

ILemma’ (Celoc¢iselné feseni nutné podminky dosaZitelnosti pro T-systémy)
Jestlize pro oznackovani M dosaZitelné z My v T-systému N = (P,T,F) s incidenéni

matici N existuje feSeni rovnice
My +NX =M (%)

potom ma tato rovnice i celociselné Teseni, jehoz vSechny slozky jsou kladné.

Diikaz: Na zékladé piedchoziho lemmatu existuje feseni X € Q/T!, jeho# viechny slozky
jsou kladné. Definujme Y : T — N predpisem
Y(t) = [X(®)]
Ukézeme, ze Y je také feSenim rovnice (). Necht s € P je libovolné. Protoze N je T-
systém, plati |*s| = |s*| = 1. Ozna¢me ¢; € s* a ta € *s jediné pfechody vedouci z s
a do s. Protoze X je feSenim rovnice (x), plati
M(s) = Mo(s) + X(t2) — X (t1)

Pritom jisté Mo(s) € Z a M(s) € Z, tedy X(t2) — X(t1) € Z a existuji x1,22 € Z,
r € (0,1) takové, ze

X(t)=a1+r

X(tQ) =T9+T

Proto plati




X(t2) — X(tl) =T2—T1 = (:EQ + 1) - (1‘1 + 1) = Y(tz) — Y(tl)
M (s) = Mo(s) + Y (t2) — Y (1) pro viechna s € P, t; € s* a 15 € ®s
M = My +NY

V&tal (Dosazitelnost v zivém T-systému)
Necht N' = (P, T, F) je Zivy T-systém s inicidlnim markingem Mj a incidenéni matici N.
Marking M je dosazitelny z My pravé tehdy, kdyz pro kazdy S-invariant I plati ITMy =
I™M.

Dikaz: ,=“ Plati obecné — alternativni nutna podminka dosazitelnosti.

<= Protoze ITMy = ITM pro kazdy S-invariant I, ma podle alternativni nutné pod-
minky dosazitelnosti soustava
Mo +NX =M

feSeni v Q. Podle pfedchoziho lemmatu navic existuje feseni Y, jehoz vsechny slozky
jsou prirozend Cisla. UkaZeme, Ze existuje posloupnost o € T™ proveditelnd z My, & =Y
jejimz vysledkem je marking M. Indukei k n = 7, Y (t). Je-li n = 0, potom M = M,
z (*).

Uvazme piipad pro n + 1. Ukazeme, Ze existuje t € T proveditelny v My, Y (¢) > 0.
Polozme

Yy={teT|Y(t)>0}

Sy ={seP|se*Y)ADMys)=0}
Necht s € Sy, tedy My(s) = 0. Pak existuje takovy prechod t € (Y'), ze s € t*. Uvédomme
si totiz, ze pro Y plati M = My + NY. Kdyby zminény prechod neexistoval, bylo by




M(s) < 0, coZ pro oznackovani neni moZné. ProtoZe N je T-systém, je tento prechod
jediny, pro néjz plati s € t°.

Uvazme nyni cestu pres mista z Sy. Takova cesta je nutné koneéna, jinak by T-systém
obsahoval cyklus prazdnych mist — spor s zivosti. Podle predchoziho odstavce musi tato
cesta zadinat pfechodem t € (Y). Pokud by nezadinala pfechodem, bylo by mozné ji
prodlouzit. Pokud za¢in pfechodem, musi to byt pfechod z (V).

Piechod t je v My piipraven. V opaéném pfipadé by existovalo misto s € *t, ¢t € (Y),
My(s) =0, tedy s € Sy, a cestu by bylo mozné prodlouzit.

. s . ¢ o e .
Ozna¢me M’ oznackovani, pro néjz My— M’. Pro oznackovani M’ a feSeni Y’ rovnice (x)
definované pro kazdé u € T pfedpisem

o= {3

podle indukéniho piedkpokladu existuje takovd posloupnost piechodt o/ € T* pro-
veditelnd z M’, ze &/ =Y'. Potom o = to’ je hledand posloupnost.




Free-choice systémy

I Definice’ (Free-choice systém)

Petriho sit N/ = (P, T, F) nazveme free-choice systémem, jestlize plati
F(s,t)=1= (Vs' € *t)(Vt' € s*): F(s',¢') =1

JIV&tal (Alternativni definice free-choice systémil)
Necht N' = (P, T, F) je Petriho sit. Nésledujici podminky jsou ekvivalentni

N je free-choice systém (a)
Vs,re P:s*Nr*=0Vvs*=r* (b)
VibueT:*tN*u=0V"°="u (c)

Dikaz: Ziejmé.

Definice’ (Cluster uzlu)
Necht N/ = (P, T, F) je Petriho sit a x uzel jejiho grafu. Cluster uzlu x je nejmensi
mnoZina [z] uzlt grafu N, ktera spliiuje

z € [z]
s€ P selz]=s* Cx]
teT,te(z] = C[z]




Poznamka' (Clustery v obecné Petriho siti a ve free-choice systému)
U free-choice systému je kladeno omezeni na hrany mezi misty a prechody, které z téchto
mist berou — na hrany v clusterech. Rozdil je znidzornén na nasledujicim obrazku.

cluster v obecné Petriho ve free-choice systému
siti mize vypadat musi cluster se stejnymi
napiiklad takto misty a prechody vypadat

vzdy takto

IVe&tal (Rozklad na clustery)
Necht N' = (P, T, F) je Petriho sif. MnoZina vSech clustert tvoii rozklad na mnoZiné
uzlt grafu N.

Dikaz: Ziejmé.

WPFiklad! (Rozklad na clustery)
Na nasledujicim obrazku je zndzornén free-choice systém a rozklad jeho grafu na clustery.
Rozklad grafu na clustery lze ovSem provést i pro obecnou Petriho sit, i kdyz tam neni
tento pojem tak dutlezity.




Definice’ (Stabilni predikdty — sifony a pasti)
Necht N' = (P, T, F) je Petriho sit, R C P mnoZina mist. MnoZinu R nazveme sifon,
jestlize *R C R®. Mnozinu R nazveme past, jestlize R®* C *R.

WPoznamka' (Vyznam pojmi sifon a past vzhledem k oznackovani)
Z definic pojmu lze snadno dokézat nasledujici tvrzeni. Je-li sifon prazdny, prazdny jiz
zustane. Obsahuje-li past alespon jeden token, jiz nikdy nebude prazdna.

V&tal (Sifon v uvaznuté siti)
Necht (N, My) je uvdznuta Petriho sit, tj. zddny prechod neni pfipraven. Potom mnozina
prazdnych mist sité N pii oznackovani My tvor{ mnozinové neprazdny sifon.

Diikaz: Mnozinu prazdnych mist v uvaznuté siti (N, My) ozna¢me R. Protoze je sit
uvaznutd a existuje t € T # (), musi existovat prazdné misto p € P, t € p®. Tedy R # 0.
Ukézeme, ze R je sifon. Nechf ¢ € *R. ProtoZe sif je uvaznuta, existuje misto p € P,
t € p®, které je prazdné, tedy p € R. Proto také t € R®.




WV&ta' (Postacujici podminka neuvaznuti)
Jestlize kazdy neprazdny sifon sité (N, My) obsahuje past, ktera je pfi My oznackovan,
pak v systému nemutze dojit k uvaznuti.

Diikaz: Sporem piedpokladejme, ze My-> M, kde o € T* je proveditelna posloupnost pie-
chodii z My, a sit (M, M) je uvdznuté. Dle piedchozi véty existuje mnozinové neprazdny
sifon R C P, ktery neni oznackovany. Pak R obsahuje past, ktera byla pfi My oznacko-
vana, ale pfi M jiz oznackovana neni — spor.

WLemma’ (Nutnid podminka pro existenci mrtvého prechodu free-choice systému)
Necht N = (P, T, F) je free-choice systém. Je-li ¢ € T mrtvy v markingu M, pak existuje
misto s € *t a oznackovani M’ dosazitelné z M tak, ze s je mrtvy v M’.

Diikaz: Mé&jme mrtvy prechod ¢ € T'. Protoze N je free-choice systém, jsou mrtvé i viechny
piechody z mnoziny (°t)°, protoze berou tokeny ze stejné mnoziny mist. Sporem pred-
poklddejme, ze zadné misto z °*t neni mrtvé. Protoze vSechny piechody, které berou
tokeny z téchto mist jsou mrtvé, tokeny v téchto mistech se mohou pouze kumulovat.
Postupné lze tedy dosadhnout oznackovani, v némz jsou vSechna tato mista neprazdna,
coz je spor — potom by byly mrtvé prechody pripraveny.

WLemma’ (Nutna podminka nezivych free-choice systémii)
Kazdy nezivy free-choice systém (N, My), N' = (P, T, F), mé takovy neprazdny sifon
R C P a dosazitelny marking M, ze R neni oznackovany v M.

Diikaz: Protoze (N, Mp) neni Zivy, existuje ¢ € T a dosazitelny marking M’ tak, Ze
t je mrtvy v M’. Podle pfedchoziho lemmatu existuje marking M"” dosazitelny z M’
a misto p € °t, které je mrtvé v M". Ozna¢me M marking dosaZitelny z M", ktery
maximalizuje mnozinu mrtvych mist a tuto mnozinu ozna¢me R C P.




Mnozina R je neprézdné, protoze p € R. Necht ¢t € *R. Potom ¢t je mrtvy v M, jinak
by mnozina R obsahovala i mista, ktera v M nejsou mrtva. Podle predchoziho lemmatu
tedy t € p® pro néjaké misto p € P mrtvé v M. Protoze p je mrtvé v M, plati p € R
a tedy t € R®* — mnozina R je sifon. Protoze sifon R obsahuje pouze mista mrtva v M,
neni R oznackovan v M. Je to tedy sifon pozadovanych vlastnosti.

V&ta' (Postacujici podminka Zivosti free-choice systému)
Necht (N, My) je free-choice systém. Jestlize kazdy neprazdny sifon R obsahuje past
oznackovanou v My, pak (N, Mp) je ziva sit.

Diikaz: Obména predchoziho lemmatu.

Poznamka' (Existence nejvétsiho sifonu a nejvétsi pasti)
Protoze sjednocenim sifond je sifon a sjednocenim pasti je past, je korektni hovofit o
nejvétsim sifonu a nejvétsi pasti, protoze oba existuji.

Definice’ (Alokace, doména)
Necht C' je n&jakéd mnozina clusterti Petriho sit¢ N = (P, T, F) takovd, Ze kazdy cluster
z C obsahuje alesponi jeden prechod. Alokaci rozumime funkci o : C — T takovou, Ze

Vee C:alc) el
Potom C nazyvame doménou c.

Rekneme, Ze posloupnost piechodt o souhlasi s alokaci o : C — T, pokud pro vechny
pfechody ¢ € T vyskytujici se v o plati [t] € C < a([t]) =t.




IWLemma’ (Nekone¢na posloupnost prechodii k alokaci)
Necht o je alokace Zivého free-choice systému AN s neprazdnou doménou C' a poc¢ateénim
oznackovanim M. Potom existuje nekone¢na posloupnost prechodi proveditelnd z M,
takova, Ze o souhlasi s o a alespon jeden prvek z a(C) se v o vyskytuje nekonecénékrat.

Diikaz: Necht t je prechod pripraveny v néjakém oznackovani M free-choice systému.
Potom jsou pfipraveny i vSechny pfechody u € [t], protoZe berou ze stejné mnoziny mist
jako prechod t. Proto lze hovofit o pfipravenosti clusteru — je-li cluster pfipraven, lze
provést libovolny jeho prechod.

Definujme posloupnost pfechodti proveditelnou z My v N induktivné takto:
gg =€

oir1 = oymia([ti])

o= lim o;
i—00

kde m; je nejkrat$i posloupnost pfechodi, ktera pfipravi n&jaky cluster [¢;] € C. Posloup-
nost o souhlasi s alokaci «, protoze pfechody z zddného 7; nendlezi kvtli minimalité do
zéddného clusteru z C. Z kazdého pfipraveného clusteru [¢;] € C je proveden pravé piechod
a([t;]). Mnozina «(C) je kone¢né, ale posloupnost o obsahuje nekoneéné mnoho vyskytt
jejich prvki, nutné se tedy alesponi jeden z nich musi v o vyskytovat nekonecnékrat.

IDefinice! (Alokace bez cyklt vzhledem k mnoZiné mist)
Necht R je né&jaks mnozina mist Petriho sité A'. Oznadéme

C=A{[t]|teR"}
Mnozina C' je mnozina clusteri generovand mnozinou mist R, z nichz kazdy obsahuje

alespoti jeden piechod. Rekneme, Ze alokace a s doménou C' je bez cykli pro R, jestlize
sit N neobsahuje cyklus tvofeny pouze misty z R a pfechody z o(C).




WLemma' (Existence alokace bez cyklt v Petriho siti pro danou mnoZinu mist)
Necht ' = (P, T, F) je free-choice systém, R C P n&jakéd mnoZina mist a necht Q@ C P
je maximalni past obsazend v R. Neni vylouceno, ze @Q = (). Oznacme

D=R\Q
C=A{[t]|te D}
Pak existuje alokace s doménou C, ktera je bez cykla pro D takova, ze alokované prechody

nedavaji do pasti @, tj.
alC)n*Q =0

Diikaz: Indukei k |R|. Je-li R = @, potom i D = Q = C = (). Jedina alokace s domé-
nou C' =  je prazdn4 alokace, ktera je jisté bez cyklt pro D a jisté plati o(C) N *Q = 0.

Necht |R| > 0. Je-li R past, potom @ = R a D = C = (). Zbytek je totoZny se zdkladnim
krokem indukce.

Necht tedy R neni past. Potom existuje prechod ¢t € T takovy, Zze t € R®* at € °R.
Ozna¢me R’ = R\ °t. Jisté plati R’ C R, |R'| < |R|. Necht @’ je maximalni past v R’
a oznacme

D =R/\Q/
C"={[u] | ue D"}

Podle indukéniho predpokladu existuje alokace o' : C — T, kterd je bez cykli pro D’
takovd, ze o/ (C") N Q" = 0.

Protoze prechod t porusuje vlastnost pasti pro mnozinu R, nemutze zadné misto z °t
patfit do pasti Q a tedy @ = Q’. Potom D = D'U *t a C' = U{[t]}. Definuyjme o : C — T




predpisem

a(c) = {o/(c) proce C’

t pro ¢ = [t]

Pokud by v D existoval prechod pres alokované prechody, musel by obsahovat prechod ¢.
V D’ totiz takovy cyklus nebyl a D obsahuje navic pouze mista z °t a t je jediny
alokovany prechod, ktery vede z mist z ®t. Jenze ¢t nevede ani do R, jisté tedy nevede
ani do D. Uvazovany cyklus tedy neexistuje. Pfechod ¢ navic jisté nevede ani do @, tj.
t ¢ *Q = *°Q’, pfitom je to jediny pfechod, ktery je v a(C') navic oproti o/ (C’). Proto
a(C)n*Q =0.

JIV&ta' (Nutna podminka Zivosti free-choice systému)
Kazdy neprazdny sifon zivého free-choice systému obsahuje inicialné oznackovanou past.

Diikaz: Necht (N, My) je zivy free-choice systém. Necht R # () je sifon a necht Q je
maximdlni past obsazend v R. Musime ukézat, ze My(Q) > 0. Pfedné si uvédomme, ze
z obmény nutné podminky nezivosti free-choice systému plyne, ze My(R) > 0. Ozna¢me
D=R\Q.

Pokud D*®* = (), potom je D past obsaZen4d v R. Protoze R=DUQ a D i Q jsou pasti,
je i R past. Z maximality Q potom plyne, %e Q = R a D = (). Potom z vyse uvedeného
My(Q) = My(R) > 0.

Necht tedy D*® # 0. Polozme C = {[t] | t € D*}. Podle piedchoziho lemmatu existuje
alokace @ : C — T, ktera je bez cyklii pro D a spliiuje o(C) N *Q = (. Podle lemmatu
o nekonecné posloupnosti prechodu k alokaci existuje k alokaci a nekoneéna posloupnost
pfechodt o € T*, kterd souhlasi s o a alesponl jeden prechod z «(C) je v ni vyskytuje
nekonecnékrat. Dokazeme, ze plati

Al)n*Q c@Q* (i)




Q*NAlo) #0 (i)

Z podminky (i) plyne, %e se Q nemtize oznackovat b&hem posloupnosti prechodil o.
Z podminky (ii) plyne, Ze n&jaky pfechod z posloupnosti o bere z Q. Aby to bylo mozné,
musi byt My (Q) > 0.

Dukaz (i) sporem. Necht existuje ¢ € A(o) takovy, ze t € *Q, ale t € Q°. Protoze R je
sifon a @ C R, pfechod ¢ bere z néjakého mista s € R. Protoze t ¢ Q°, musi byt s € D,
tedy [t] € C. Ptechod t se navic vyskytuje v o, takze to musi byt alokovany prechod.
Alokace byla ovSem zvolena tak, ze «(C) N *Q = 0, takze musi platit ¢ & *Q) — spor.

Dikaz (ii). Definujme relaci < na a(C') takto: ¢ < ¢/, jestlize existuje cesta z ¢ do ¢’ pres
uzly z D U a(C). Cesta mize byt tvofena pouze jedinym uzlem t = t/, relace je tedy
reflexivni. Protoze graf D U «(C) neobsahuje cykly, je relace < uspotradani. Necht u je
néktery minimalni prvek v tomto uspoiradani takovy, Ze u se vyskytuje v o nekone¢nékrat.

Pfechod u bere z n&jakého mista s € D, protoze podle definice C' je u = «([t]) pro n&jaké
t € D*. Proto se v o musi nekone¢nékrat vyskytovat pfechod v, ktery dava do s, aby byl
uschopnén prechod u (pfechodii je kone¢né mnoho). Protoze v davé do sifonu R, musi
z néj také brat.

Tedy v bere z Q U D = R. Kdyby v bral z D, dostaneme spor s minimalitou u v us-
poradani <. Proto v bere z Q. Mame tedy pfechod vyskytujici se v o, v € A(0), ktery
bere z @, v € Q°. To je hledany pfechod pro dikaz (ii).

V&ta' (Commonerova véta)
Free-choice systém je zivy pravé tehdy, kdyz kazdy jeho neprazdny sifon obsahuje inicidlné
oznackovanou past.




Diikaz: Viz nutna a postacujici podminka zivosti free-choice systému.

Dusledek! (Slozitost problému zivosti a nezivosti)
Problém nezivosti free-choice systémiu je NP-tuplny. Z toho plyne, Ze problém Zivosti je
co-NP-tplny.

Diikaz: Redukei ze SAT. Pro danou formuli ¢ sestrojime free-choice systém tak, aby ¢
méla spliujici valuaci pravé tehdy, kdyz free-choice systém bude nezivy.
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