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Logika.

Logika (z feckého Aoyoc) zkouma zpusob
vyvozovani zavérd z predpokladu.

V bézné ftedi se ,logikou* oznacéuje
mySlenkova cesta, kterd vedla k danym
zavérim.

Logika nezkouma lidské mysleni
(psychologie) ani obecné hranice lidského
poznani (epistemologie).

,Muze vSemohouci Bih stvofit kamen, ktery
sam nedokaZe uzvednout?“
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Logika. Neformalni, formalni, matematicka.

@ Neformaini logika studuje problematiku spravné argumentace v pfirozeném jazyce.

@ Formalnilogika definuje a studuje abstraktni odvozovaci pravidla (ij. ,formy tsudk(*), jejichz
platnost nezavisi na vyznamu pojmda, které v nich vystupuiji.

@ Pojmem matematicka logika se obvykle mysli dvé rlzné oblasti vyzkumu:

@ aplikace poznatk( z oblasti formalni logiky na matematiku (napf. snaha ,vnofit"
matematiku do logiky ve formé kone¢ného systému axiom( a odvozovacich pravidel);

@ aplikace matematickych struktur a technik ve formaini logice (napf. teorie modeld, teorie
dukazl, apod.)



Matematicka

-« Aristotelova logika.

Antonin Kuéera

Uvod

Logicky étverec

Sylogismy
Booleova
algebra logiky

Dva zakl. problémy

Vyrokova logika

e @ Povazovan za zakladatele formalni logiky.
PInohodnotnost . .
Kompaktnost @ Zavedl a prozkoumal pojem sylogismu.

‘Odvozovaci systém

@ Aristoteles zkoumal také pravdivostni médy a
poloZil tak zaklady modalni logiky.

Predikatova
logika
Syntaxe
Seémantika
‘Odvozovaci systém
Véta o Uplnosti

Véta o

netplnosti
Turinguv stroj
Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
spinitelnost

PEROME Aristoteles (384-322 pf. Kr.)

Automatické
dokazovani




Matematicka
logika

Antonin Kuéera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky étverec
Sylogismy
Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
‘Odvozovaci systém

Predikatova
logika

Syntaxe
Seémantika
‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
netplnosti
Turingav stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

Aristotelova logika.

Logicky ctverec.

Necht S a P jsou neprazdné vlastnosti.

Aristoteles  rozliSuje  nasledujici
kategoricka tvrzeni:

@ A ,v8echna S jsouP*
@ £ ,Zadna S nejsou P*
@ /| ,néktera S jsou P*

@ O ,néktera S nejsou P*“

Mnemonika: Affirmo—nEgO
(tvrdim—popiram)

zakladni
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Aristotelova logika. Logicky Ctverec. (2)

@ A a O jsou kontradiktoricka, tj. nemohou byt sou¢asné pravdiva ani sou¢asné nepravdiva. | a
E jsou rovnéz kontradiktoricka.

@ A a E jsou kontrarni, tj. mohou byt sou¢asné nepravdiva ale ne sou¢asné pravdiva.
@ /aOjsou , tj. mohou byt sou¢asné pravdiva ale ne sou¢asné nepravdiva.

@ /je subalterni (podfizené) A, tj. | je pravdivé jestlize A je pravdivé, a souasné A je
nepravdivé jestlize | je nepravdivé. Podobné O je subalterni E.
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oetova @ Sylogismy jsou jednoduché Gsudky tvaru
Logicky &tverec . .

Sylogismy Hlavn{ premisa

Booleova VedlejSI premisa

algebra logiky Za'vér

Dva zakl. problémy

Vyrokova logika @ Obeé premisy i zaveér jsou kategoricka tvrzeni tvaru A, E, I, O obsahujici dohromady prave ffi

Syntaxe

Sémantika vlastnosti S, M, P, kde
okt @ hlavni premisa obsahuje P a M;
P°":’_:’,":°‘f”'°’" @ vedlej$i premisa obsahuje S a M;
loglka @ zavérjetvaru S z P.
yntaxe
—eem @ Lze tedy rozliSit nasledujici Ctyfi formy sylogismu:
Vf'""‘"""’" I: MxP I: PxM . MxP IV: PxM
::I'laplt:losti S y M S y M M y S M y S
;‘;kag‘::y‘:' .SzP .SzP .SzP .SzP
reupnost @ Celkem tedy existuje 4 - 4° = 256 sylogism.
spinitelnost
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Aristotelova logika. Sylogismy. (2)

@ Jen 24 sylogismU je platnych:

,Barbara, Celarent, Darii, Ferioque prioris

Cesare, Camestres, Festino, Baroco secundae
Tertia grande sonans recitat Darapti, Felapton
Disamis, Datisi, Bocardo, Ferison. Quartae

Sunt Bamalip, Calames, Dimatis, Fesapo, Fresison.*

@ Formal: AAA, EAE, All, EIO (Barbara, Celarent, Darii, Ferioque), AAl, EAO
(subalterni médy);

@ Formall: EAE, AEE, EIO, AOOQ, (Cesare, Camestres, Festino, Baroco), AEO, EAO
(subalterni médy);

@ Forma lll: AAIl, EAQ, IAl, All, OAQ, EIO (Darapti, Felapton, Disamis, Datisi, Bocardo,
Ferison);

@ Forma IV: AAl AEE, IAl, EAO, EIO (Bamalip, Calemes, Dimatis, Fesapo, Fresison),
AEOQ (subalterni méd).

@ O (ne)platnosti sylogismu se Ize snadno presvédCit pomoci Vennovych diagramd (John
Venn, 1834—-1923).
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Aristotelova logika. Platnost sylogismui. (2)

@ Uvazme nyni napt. AEE sylogismus druhé formy (Camestres):

Vsechna P jsou M ‘
Zédné S nejsou M 254
. Zadna S nejsou P v
Tento sylogismus je tedy platny.

@ Pro AlO sylogismus druhé formy dostavame:

Vsechna P jsou M

Nékterd S jsou M o"

. Néktera S nejsou P v

Druhy diagram podava protipfiklad, sylogismus platny neni.

0
(XN

Y
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Aristotelova logika. Platnost sylogismu. (3)

Rozeberme jesté AAI sylogismus treti formy (Darapti):

VSechna M jsou P ‘

Véechna M jsou S ‘V‘

. N&ktera S jsou P v

Tento sylogismus je v Aristotelové logice povazovan za platny. Je v§ak tfeba pouzit pfedpoklad,

ze kazda vlastnost je neprazdna. Tento predpoklad ale pfinasi jisté problémy:

VSechny sklenéné hory jsou sklenéné.
VSechny sklenéné hory jsou hory.
.. Nékteré hory jsou sklenéné.

Hlavni i vedlej$i premisa jsou na intuitivni Grovni pravdiva tvrzeni, zavér vSak nikoliv.
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Booleova ,,algebra logiky“.

Georae Boole (1815—1864)

@ Aplikoval algebraické techniky pfi formalizaci
procesu odvozovani. Nalezl souvislost mezi
algebrou a sylogismy.

@ Booleova ,algebra logiky“ se chova podobné
jako algebra Cisel. Nasobeni odpovida logické
spojce ,a soucasne”, sCitani logické spojce
,nebo*, apod. (Odtud pochazeji pojmy ,logicky
soucin“a ,logicky soucet".).
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Uvod Uvazme nasledujici sylogismus:
Aristotel v .
logika VSechna S jsou M
Loateky Sheree Zadna M nejsou P
ylogismy My 3 /
T .. Zadna S nejsou P

algebra logiky . . . . B . L L, o v ,
Dva zék. problémy Pokud vlastnosti identifikujeme se soubory objektd univerza, pro které plati, mdzeme uvedeny
Vyrokova logika

Syntaxe

Sémantika S g M

Plnohodnotnost

Kompaktnost sylogismus pfepsat na MnNnP=0
‘Odvozovaci systém S ﬂ P _ 0

Predikatova
logika

Syntaxe
Seémantika
‘Odvozovaci systém

Véta o plnosti S N M’ — 0 (1)
‘l:::’lapﬁlosli a dale na MNnP=0 (2)

Turingav stroj . -
Dikaz véty o S 8SNP=0 (3)
neiplnosti

Pravdivost a
spinitelnost

2vemoneipnosi  Pokusme se nyni ,odvodit* (3) z (1) a (2):

Automatickeé
dokazovani
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Algebra logiky. Motivacni priklad. (2)

@ Ztoho,zZe SNM' =0a0n X = 0 pro libovolné X dostavame
(SNM)YNP=0 (4)

@ Podobné z (2) plyne (MNP)N S =0 (5).

@ Ze (4), (5) afaktu,ze 0U 0 = 0, plyne
(SNM)YNP)U((MNP)NS)=0 (6)

@ Uzitim asociativity a komutativity U a N dostavame z (6)
(SNP)NM)YU((SNP)YNM)=0 (7)

@ Nyni podle distributivniho zakona Ize (7) pfepsat na
(SNP)N(MUM)=0 (8)

@ Jelkoz XU X’ =1a Xn1= X pro libovolné X, dostdvame z (8)
SNnP=0

coz bylo dokéazat.
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Algebra logiky. Motivacni priklad. (3)

V predchozim piikladu jsme k dokazani sylogismu pouzili symbolickou manipulaci se symboly
S, M a P podle nasledujicich algebraickych identit (tj. nezabyvali jsme se tim, jaky maji symboly

u,n,0,1,a’ vyznam).

XUuX
XnX
XuY
Xny

X

X

YUX

YnX
XuY)yuz
XnY)nz

X

X
XNY)u(Xn2z)
(XuY)n(Xu2z

XuX
XnXx
X

X U1

XN

XUo0

XNno

(Xuyy
(Xnyy

([ | I (A
© XX+ XxXo

X'ny
XUy
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Algebra logiky. Motivacni priklad. (4)

Tyto identity definuji algebraickou strukturu, které se pozdéji zacalo fikat Booleva algebra
(pfipadné Boolellv svaz).

V plvodni Booleové notaci se
@ misto X N'Y piSe X.Y (pfipadné jen XY);
@ misto XU Y piSe X +Y;
@ misto X’ piSe 1 - X.

V této notaci pak identity dostavaji ¢iselnou podobu a Boole sam se pokousel prevést dalsi
Ciselné konstrukce (napf. déleni, ale i TaylorGv rozvoj) do své ,algebry logiky“. Tyto Gvahy
vSak jiz byly zcela mylné.
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Algebra logiky. Dva zakladni problémy.

@ Podle Boolea je kazdy sylogismus mozné zapsat ve tvaru

Fi(P,M,A) = 0
F2(S,M,B) = 0
F(S,P,C) = 0

kde Fi(P,M,A), Fo(S,M, B), F(S, P, C) jsou vhodné vyrazy vytvorené ze symbold
0,1, U, n,” asymboll v zavorkach.
@ Symboly A, B, C plini roli ,blize neurenych vlastnosti“ pfi pfepisu kategorickych tvrzeni | a

O. Napf. ,nékterd S jsou P“ Boole vyjadfil pomoci rovnosti SN A = P N A, {j.
(SNA)N(PNA) =0, kde A je blize neurCena vlastnost. Tento postup neni zcela korektni.



" Algebra logiky. Dva zakladni problémy. (2)

Antonin Kuéera

Uvod
Aristotelova
logika

el @ Boole uvazil obecnéjsi usudky tvaru

Sylogismy

Booleova _
algebra logiky F1 (A1 JERRY Amr B1 Joeeer Bn) 0
Dva zékl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe

F(At,...,Am Bi,...,B)) = 0

Pinohodnotnost
Kompaktnost F(B1 PR Bn) = 0

‘Odvozovaci systém

Predikatova

logika . . . L .
Syntaxe @ Cilem jeho snah bylo vyvinout metodu, kterd umozni
Sémantika

QTR G @ zjistit, zda je dany Usudek pravdivy;
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Algebra logiky. Booleova metoda.

Definice 1

Necht A = A1,..., An. ﬁ—konstituentje vyraz tvaru {1 N --- N {,, kde ¢; je bud’ A; nebo A,.’.

Véta 2
Pro kazdé F(X,---, Xn) plati

F(X1,, Xp) = U F(V)n &y (V) N -0 €n(V)

ve(o,1)n

kde ¢;(V) je bud' X; nebo X/ podle toho, zda je V; rovno 1 nebo 0.

Priklad 3
Necht F(A,B) = (AU B’)n (A’ UB). Pak

F(A,B) = (F(0,00nA"nB’) U (F(0,1)NnA"NB)
U(F(1,0)0nANB") U (F(1,1)NANB)
(1NnA'NnB’)U (0NA’NB) U (ONANB’) U (1NANB)
(A’nB’) u (ANnB)
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Algebra logiky. Reseni 1. problému. (2)

Priklad 5
Uvazme opét sylogismus

SnM = 0
MNP = 0
SnP = 0

Pak A =MaB =S,P.Uvazme A, é-konstituenty jednotlivych vyrazu:

SnM : MnSnP, MnSnFP
MnP : MnSnP, MNS NP
SNnP : MnSnP, MnSnP

Podle véty 4 je tento Usudek pravdivy.
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Algebra logiky. Reseni 2. problému.

@ Necht A — A, ..., Amn, B = By, ..., B,. Uvazme ptedpoklady tvaru

Fi(A,B)=0,---,F(A B)=0

@ Cilem je nalézt nejobecnéjsi zaveér tvaru F(I§) = 0. Oznacme

E(A,B)=F(A,B)U---UF(A,B)
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Algebra logiky. Reseni 2. problému. (2)

Véta 6

Nejobecnejsi zavér F (é) = 0, ktery plyne z E (Z\, é) =0, je tvaru
() EW.B)

ve(o,1}m

F(B) =

Priklad 7

Nejobecnéjsi zavér F(S, P) plynouci z pfedpokladd SN M =0a Mn P =0 je tvaru
F(S,P) ((SNOHYU(ONP))N((SN1)u(NnP))

= SnP




" Vystavba formalnich logickych systému.

Aristotelova

o ctverc @ Potfebujeme znat jisté pojmy a umét myslet (metadrover).

Sylogismy e - v o 7 ’ 4 4

Booloous @ Musi byt napf. jasné, co myslime symbolem, kone¢nou posloupnosti, atd.

Igebra logik . v 1y vy sy s oo. P
ova 2. ey @ Metapojmy a formalni pojmy se bohuzel ¢asto ,znadi“ stejné. Tim vznika (nespravny)
Vyrokova logika dojem, Ze formalni pojmy jsou definovany pomoci ,sebe sama*“ (typickym pfikladem je
S dukaz nebo mnozina).

Sémantika

Kokt @ Co véechno si Ize na metatrovni dovolit? (potenciaini vs. aktualni nekoneéno).
Odvozovaci systém L, L, .

Predikitov @ Zakladni kroky:

logika P L, o

Syntaxe @ Vymezeni uzivanych symboll (abeceda).

Sémantika

Odvozovaci systém @ Syntaxe formuli.

Véta o uplnosti

Veta o @ Sémantika (zde se objevi pojem pravdivost).

neuplnosti

o] @ Odvozovaci systém (zde se objevi pojem dokazatelnost).

Dukaz véty o

neuplnosti

Fra:dlvosta

spinitelnost
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dokazovani
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Vyrokova logika

Syntaxe Abecedu vyrokové logiky tvofi nasledujici symboly:

Sémantika

Pinohodnotnost @ znaky pro vyrokové proménné A, B, C, ..., kterych je spocetné mnoho;
Kompaktnost

Odvozovaci systém ' /OgICké SpOjky /\, V, _>y =

Predikatova

logika @ zavorky (a)

Syntaxe
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‘Odvozovaci systém
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Véta o
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Vyrokova logika. Syntaxe. (2)

Definice 9

Formule vyrokové logiky je slovo ¢ nad abecedou vyrokové logiky, pro které existuje vytvorujici
posloupnost, tj. koneéna posloupnost slov V1, - -+ , 1y, kde k > 1, Yy je ¢, a pro kazdé 1 < i < k
ma slovo ; jeden z nasledujicich tvard:

@ vyrokova proménna,
@ —1); pronéjaké 1 <j <,
@ (Yjoyy) pronéjakd 1 <j,j <, kde o je jeden ze symboli A, V, —.

SlozZitost vyrokové formule ¢ je nejmensi ¢ takové, Ze existuje vytvotujici posloupnost pro ¢
délky prave <.
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Priklady:

@ A B,(AAB)

@ B,A,(AAB)

® B,C,(C—-B),A,(AA(BVB)),(AAB)
@ ABAAB
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Vyrokova logika. Syntaxe. (4)

Poznamka 10

V dal$im textu budeme ¢asto vynechavat v zapisech formuli vnéjsi zavorky. Napf. misto
(A v =B) budeme pséat A v -B. Po zavedeni sémantiky vyrokové logiky budeme ¢asto
vynechavat i dalsi dvojice zavorek v pfipadé, kdy vznikla syntakticka nejednoznacnost
nepovede k sémantické nejednoznacnosti.




“wis . Vyrokova logika. Sémantika.

Antonin Kuéera

Uvod Definice 11

YEee Pravdivostni ohodnoceni (valuace) je zobrazeni v, které kazdé vyrokové proménné priradi
Logicky étverec hodnotu 0 nebo 1.

Sylogismy

pocicors Metamatematickou indukci ke slozitosti formule Ize kazdou valuaci v jednoznaéné rozSifit na

algebra logiky . , ,
Dva zékl. problémy v8echny vyrokové formule:

Vyrokova logika

Syntaxe @ v(A) je jiz definovano;

Sémantika

DI oy [0 destizevp) =1

Odvozovaci systém 1 J | n ak .
Predikatova
e 0 jestlize v(¢1) = 0 nebo v(y) = 0;

yntaxe 1) = ) =0;

émantika Qv A =

(s)dvozx:v:ci systém (¢1 ¢2 ) { 1 J | n ak

Véta o uplnosti
vetao 0 jestlizev =0 a soutasné v =0;
nEU-PlrjOSlI- ) V(EZH v 1!}2) _ J (¢1) (IPZ)
i 1 jinak.

véty o

nedplnosti

Pravdivost a . v v

spinitinos 0 jestlizev =1 asoucasné v =0;
Z?Lé:alo r:l]plnosll [~ ] V(l]z)1 — 11112) = J (¢1 ) (IPZ)
Automatické 1 J in ak'

dokazovani
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Vyrokova logika. Sémantika. (2)

Definice 12

@ Vyrokova formule ¢ je
@ pravdiva (resp. nepravdiva) pfi valuaci v, pokud v(¢) = 1 (resp. v(¢) = 0);
@ splnitelnd, jestlize existuje valuace v takova, Ze v(p) = 1;
@ tautologie (také (logicky) pravdiva), jestlize v(¢) = 1 pro kaZdou valuaci v.

@ Soubor T vyrokovych formuli je spinitelny, jestlize existuje valuace v takova, Ze v(¢) = 1 pro
kazdép z T.

@ Formule ¢ a 1 jsou ekvivalentni, psano ¢ =~ 1, jestlize pro kaZzdou valuaci v plati, Ze

v(p) = v(¥)-
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Vyrokova logika. Sémantika. (3)

Priklad 13

@ Formule A A B je pravdiva pfi valuaci v, kde v4(A) = v4(B) = 1, a nepravdiva pfi valuaci vz,
kde v»(A) = 0. Jde tedy o splnitelnou formuli, ktera neni tautologii.
@ Pro kazdou formuli ¢ plati, ze ¢ je tautologie pravé kdyz —¢ neni spinitelna.

@ Necht ¢, ¢, & jsou vyrokové formule. Pak:

PAY = PA@

PAYPAE) = (pAYP)AE
pAPVE) = (pAd)V(pAg)
“(pAY) = -V
—|—|(p ~ ({)
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Vyrokova logika. Sémantika. (4)

Poznamka 14

Jdentity” z posledniho bodu pfikladu 13 umoznuji dale zprehlednit zapis formuli. Napf. misto
(A v B) v C mGzeme (nejednoznaéné) psat A v B v C. Tato nejednoznacnost nevede k
problémdm, nebot prislusné definice a tvrzeni ,funguji“ pro libovolné mozné uzavorkovani.

Poznamka 15

V teorii vypocetni sloZitosti se dokazuje, ze problém zda dané vyrokova formule ¢ je splnitelné
(resp. tautologie) je NP-tpiny (resp. co-NP-Uplny). Otazka, zda existuje efektivni (polynomialni)
algoritmus pro uvedené problémy, je ekvivalentni otazce zda P = NP.

Definice 16

Formule ¢ je tautologickym dtisledkem souboru formuli T, psano T = ¢, jestlize v(p) = 1 pro
kaZdou valuaci v takovou, Ze v(1) = 1 pro kaZdou formuli ) ze souboru T. Jestlize T |= ¢ pro
préazdny soubor T, piSeme kratce |~ ¢.
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Vyrokova logika. Pravdivostni tabulky.

Nékdy se sémantika vyrokovych spojek definuje ,pfedem* pomoci pravdivostnich tabulek:

X|Y|XAY X|Y|XVY XY | X>Y X | =X
0|0 0 0|0 0 0|0 1 0| 1
0|1 0 0|1 1 0|1 1 1] 0
110 0 110 1 110 0
111 1 111 1 111 1

Pojmy ,pravdivostni tabulka“ a ,vyrokova spojka“ je mozné dale zobecnit a uvazit formalni
logické systémy budované na obecnéjs$im zakladu:

Definice 17
Vyrokova funkce je funkce F : {0,1}" — {0,1}, kde n > 1.
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Vyrokova logika. Systém L(F;,---, Fx).

Definice 18
Necht Fy,--- , Fx je kone¢ny soubor vyrokovych funkci. Definujeme formalini logicky systém
L(F,---, Fk), kde

@ Abeceda je tvorena znaky pro vyrokové proménné, zavorkami a znaky F,--- , ¥« pro
uvedené vyrokoveé funkce.

@ V definici vytvofujici posloupnosti formule (viz definice 9) poZadujeme, aby 1; bylo bud’
vyrokovou proménnou nebo tvaru (v, -~ , ), kde 1 < j;,--- ,j, <ian jearita Fj.

@ Valuace rozsifime z vyrokovych proménnych na formule predpisem

V(F (@1, ¥n)) = F(V(1),--, V()

Poznamka 19

Ve smyslu definice 18 je dosud uvazovany systém vyrokové logiky systémem L(A,V, —, ).
Drive zavedené sémantické pojmy (splnitelnost, pravdivost, atd.) se opiraji pouze o pojem
valuace a ,funguji“ tedy v libovolném systému L(Fy,-- -, F).
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Uvod

Aristotelova

logika

Logicky étverec - . G . . . T T
Sylogismy Pro U€ely nasledujici definice zvolme libovolné (ale dale pevné) linearni uspofadani C na
Booleova souboru v§ech vyrokovych proménnych.

algebra logiky

Dva zékl. problémy

Definice 20

Vyrokova logika
Syntaxe

Sémantika Necht ¢ je formule L(F;,---, F¢) a necht Xi,---, X, je vzestupné usporadana posloupnost

Kompatinast (vzhledem k C) vsech vyrokovych proménnych, které se ve ¢ vyskytuji. Formule ¢ jednoznacné
onezeweisstn  yréuje vyrokovou funkei F,, : {0,1}" — {0, 1} danou pfedpisem F,,(U) = v;(¢), kde v; je valuace
fEen definovand takto:

Syntaxe

Sémantika o V[j(X,‘) = ﬁ(l) pro kazdé 1 <i<n,

‘Odvozovaci systém

Véta o uplnosti [+ VD»(Y) = O prO OStatnf Y-

Véta o

netplnosti
Turinguv stroj

Dukaz véty o
netplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
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Sylostsmy @ Necht ¢ = X — (Y A Z). Pak F, je nasleduijici funkce:
:Z:I::;v:)glky
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4l a2l 2|lololo|o| x
4| 2|o|o|=|=|o|o|x
alo|=|o|=|ol=|o|N
—~|olo|o| == ==

Véta o
neuplnosti
Turinguv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
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Vyrokova logika. Systém L(Fy,---, Fx). (4)

Definice 21

Systéem L(F;,---, Fx) je plnohodnotny, jestlize pro kaZzdou vyrokovou funkci F existuje formule
¢ systému L(Fy,---, Fy) takova, Ze F = F,,.
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Vyrokova logika. PInohodnotnost.

Véta 22

Systém L(A,V, =) je plnohodnotny.

Duikaz.

z {0, 1}", pro které nabyva F hodnoty 1. Pokud zadny takovy vektor neni (tj. k = 0), klademe
('():X1 A=Xy AXo Ao A X, Jinak

kd
E

e

k
¢ =\/ ta(u) A+ A lo(uy)
i=1

(i(u;) je bud” Xj nebo —.X; podle toho, zda u;(j) = 1 nebo u;(j) = 0. Nyni se lehce ovéfi, ze
F

¢

Necht F : {0,1}" — {0, 1} je vyrokova funkce a necht i, - - -, U jsou v8echny vektory

O
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ogika

Logicky &tverec
Sylogismy

XAY XY o(X,Y,2)

Booleova

algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika

Syntaxe
Sémantika

_L_Loo><

Y
0
1
0
1

_;_Loox
—|lo|l=|ol<

PInohodnotnost

|
1
1
1
0

O OO = >

Kompaktnost
‘Odvozovaci systém

Predikatova

logika
Syntaxe

—L—L—L—LOOOOX
= = OO =200
-l Ol =|Oo|=o|=Oo|N

O OO —= o =o =

Seémantika

‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
nedpinost @ Funkce A se nazyva Schrddertiv operétor. Plati o A ~ =(¢ V).

Turinguv stroj

e @ Funkce | se nazyva Sheffertv operétor. Plati ¢ | ) = —(p A1).

nedplnosti

Pravdivost a
splnitelnost
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oetova Nasledujici systémy vyrokové logiky jsou plnohodnotné:
e @ L(AV,m)  Vétaz22

T @ L(A ) PVY = =(~p A-y)

wowaoga @ LV @AY x S(opvy)

e @ L(—7) VY x -y

PInohodnotnost

s @ L(A) ap AP, VY = (PAY)A(pAY)
prdictons @ () o= ple, oAy~ (1Y)l (elY)
ogika

® L) o ~ Oe e),

Odvozovaci systém (p - I)D ~ O((P’ O((p’ (P’ (p)’ Q((p’ IP’ Q((p’ (p’ (p)))

Véta o uplnosti

neipinost Nasleduijici systémy plnohodnotné nejsou:
Turingdv stroj
o @ L(N), L(V), L(—), L(—), atd.

Pravdivost a
splnitelnost
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Vyrokova logika. Shefferovské spojky.

Definice 23
Viyrokova funkce F je Shefferovska jestlize L(F) je plnohodnotny systém.

Véta 24

@ Necht S(n) znaci pocet vsech Shefferovskych funkci arity n > 1. Pak
S(n) = 2@ -D2@""-1) _ 1) (Pron=1,2,3,4,5,... dostdvdme postupné
0,2,56,16256,1073709056, ...)

@ JelikoZz limp_,« % = 1/4, je (pro velka n) zhruba Ctvrtina ze vSech vyrokovych funkci arity n
Shefferovska.
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Vyrokova logika. Shefferovskeé spojky. (2)

Poznamka 25

Vysledky o Shefferovskych funkcich nalézaji uplatnéni pfi vyrobé logickych obvod(; na
Jpodkladové desce” se napt. vytvori husta sit binarnich |-hradel. Obvody riizné funkce se pak
realizuji jejich vhodnym propojenim.

Integrovany obvod 4011 CMOS se ¢&tyfmi |-hradly.



Matematicka
logika

Antonin Kuéera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky &tverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
PInohodnotnost
Kompaktnost
‘Odvozovaci systém

Predikatova
logika

Syntaxe
Seémantika
‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
netplnosti
Turinguv stroj

Dukaz véty o
netplnosti

Pravdivost a
spinitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani

Vyrokova logika. Normalni formy.

Definice 26

@ Literal je formule tvaru X nebo —X, kde X je vyrokovd proménna;

@ Klauzule je formule tvaru ¢; Vv --- Vv €,, kde n > 1 a kazdé ¢; je literal.

@ Dualni klauzule je formule tvaru €1 A --- A €, kde n > 1 a kaZdé ¢; je literal.

@ Formule v konjunktivnim normalnim tvaru (CNF) je formule tvaru Cy A --- A Cr,, kdem > 1 a
kazdé C; je klauzule.

@ Formule v disjunktivnim normalnim tvaru je formule tvaru C; v ---V C,, kde m > 1 a kaZdé C;
je dualni klauzule.

v

Okamzitym dUsledkem véty 22 je nasledujici:
Véta 27

Pro kaZdou formuli ¢ existuje ekvivalentni formule v disjunktivnim normalnim tvaru.
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Vyrokova logika. Normalni formy. (2)

Véta 28

Pro kaZdou formuli ¢ existuje ekvivalentni formule i v konjunktivnhim normalnim tvaru.

Dukaz. Necht F, : {0,1}" — {0, 1} je vyrokova funkce uréena formuli ¢ (viz definice 20) a
necht Ui, -, Ux jsou véechny vektory z {0, 1}", pro které nabyva F,, hodnoty 0. Pokud zadny
takovy vektor neni (ij. k = 0), klademe ¢ = X; vV = X; V X5 vV --- v X,. Jinak

k
l/):/\f1(u,)v~--v€n(uf)

kde ¢;(u;) je bud’ X; nebo —X; podle toho, zda u;(j) = 0 nebo u;(j) = 1. Nyni se lehce ovéfi, ze
P~y

O
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pra sl proiemy Formuli (A — B) A (B — C) A (C — A) Ize v CNF reprezentovat jako
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. ® (FAVB)A(=BVC)A(~CVA)

PInohodnotnost

Kompaktnost nebo

‘Odvozovaci systém

Predikatova o (_‘A v C) A (_‘C v B) A (_‘B v A)-

logika . . ) v v . . , , . e
Syntaxe CNF tedy neni uréena jednoznacné az na poradi klauzuli a literald.
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Vyrokova logika. Véta o kompaktnosti.

Véta 30 (o kompaktnosti)

Necht' T je soubor formuli vyrokové logiky. T je splnitelny pravé kdyZ kaZzda konec¢nd ¢ast T je
splnitelna.

Dikaz. Smeér ,=“je trividlni. Dokdzeme ,<*. Pokud je T koneény, jsme hotovi ihned. Jinak
necht @1, >, ... je posloupnost vSech formuli z T. Pro kazdé i > 1 definujeme:

@ Fi={p1,...,pi,
@ v; je splfujici valuace pro F; (takova existuje, nebot’ F; je koneéna &ast T).
Necht Xi, X, ... je nekonecna posloupnost vSech vyrokovych proménnych. Pro kazdé i > 0

induktivné zadefinujeme nekonecnou rostouci posloupnost «; pfirozenych Cisel spliujici
nasledujici podminky:

@ VsSechny valuace v, takové, Ze j se vyskytuje v «;, souhlasi na vSech proménnych X, ..., Xi.

@ ;. je posloupnosti vybranou z «;.
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algebra logiky o ap = 1/ 2r 3/ 4/ e

Dva zakl. problémy

Virokova logika @ Necht g je podposloupnost «; slozena ze vSech Cisel j takovych, ze v;(Xi.1) = 1. Pokud je

e nekone¢na, pak a;.1 = f. Jinak je a;; 1 podposloupnost «; sloZzena ze vSech Cisel j takovych,
mantika ~

Plnohodnotnost ze ‘/j(Xi+1) =0.

Kompaktnost

‘Odvozovaci systém

o Necht v je valuace definovana pfedpisem v(X;) = v;(X), kde j je (libovolny) index z «;.
fEen Ukazeme, Ze v je spliiujici valuace pro T. Bud ¢ € T libovolna (nadale pevna) formule. Necht
Syniaxe v8echny vyrokové proménné obsazené ve ¢, jsou mezi {Xi,..., X;}. . Bud j €islo z a, takové, ze

Seémantika

e e j > k. Pak ¢, € Fj a valuace v souhlasi s valuaci v; na véech proménnych z {Xj, ..., X;}. Jelikoz
W] Vi(pk) = 1, plati také v(p,) = 1. O
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Turinguv stroj
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Vyrokova logika @ Graf G je dvojice (U, H), kde U je nejvySe spoCetny soubor vzl a H je areflexivni a

Syntaxe

Sémantka symetricka relace na U.

amnoss | @ Podgraf grafu G je graf G’ — (U, H'), kde U' € Ua H' € H.

Por:mkatova“ém @ Graf G = (U, H) je k-obarvitelny jestlize existuje funkce f: U — {1,--- , k} takova, ze
e f(u) # f(v) pro kazdé (u,v) € H.
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Véta o uplnosti

Véta o
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Vyrokova logika. Véta o kompaktnosti. (4)

Véta 31
Graf G = (U, H) je k-obarvitelny pravé kdyz kazdy konecny podgraf G je k-obarvitelny.

Dikaz. Necht B, ; je vyrokova proménna pro kazdy uzel u a kazdé 1 < i < k. Bud T soubor
tvoreny nasledujicimi formulemi:

@ B, V-V B,k pro kazdy uzel u;

@ B, — —B,; pro kazdy uzel uakazdé 1 <i,j <k, kde i # J;
@ B, —» —B,;prokazdé (u,v)e Hal<i<k.

Plati nasledujici pozorovani:

@ Graf G je k-obarvitelny prave kdyz soubor T je splnitelny.

@ Kazdy konecny podgraf G je k-obarvitelny pravé kdyz kazdy koneény podsoubor T je
splnitelny.

Nyni staci aplikovat vétu 30.
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Logika £(—, —). Odvozovaci systém.

@ Odvozovaci systém je kone€ny soubor pravidel, ktera umoziuji z daného souboru formuli
(tfeba i prazdného) odvodit dalsi formuli.

@ Odvozovaci pravidla jsou definovana na zakladé syntaxe formuli, nikoliv jejich sémantiky.
@ Jestlize je formule ¢ odvoditelnd ze souboru formuli T, piSeme T + ¢.
@ Dany odvozovaci systém je

@ korektni, jestlize T + ¢ implikuje T = ¢;

@ dpiny, jestlize T = ¢ implikuje T + ¢.
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Logika £(—, —). Odvozovaci systém. (2)

V této Casti se soustfedime na £(—,—). Uvazme nasledujici odvozovaci systém pro L(—, —)
(Lukasiewicz, 1928):

Schémata axiomu:

Q@ Al: ¢— (P— o)

QA2 (p—>([W—&))—>(p—y)—(p—8))

@ A3 (mp = ) = (Y = ¢)

Odvozovaci pravidlo:

@ MP: Zpa@p — 1 odvod ip. (modus ponens)
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Sylogismy Definice 32

Booleova , 5
algebra loglky Bud' T soubor formuli.

Dva zakl. problémy

Virokov ogika @ Dikaz formule { z pfedpokladi T je konecna posloupnost formuli ¢+, -- -, ¢k, kde i je ¢ a
Syntaxe pro kazdé ¢;, kde 1 < i < k, plati alespori jedna z nasledujicich podminek:

Sémantika
Plnohodnotnost (=] i je prvek T;
Kompaktnost Pil P ’

Odvozovac] systim @ ¢; je instanci jednoho ze schémat A1-A3;

Pre_dika’tové . . ; . ; .
e @ ¢; vznikne aplikaci pravidla MP na formule ¢, ¢, pro vhodné 1 < m,n < i.
Seémantika

ve——— @ Formule ¢ je dokazatelna z pfedpokladu T, psano T + 1, jestliZze existuje dikaz i
Uil z pfedpokladu T. Jestlize T + i pro prazdné T, fikame, Ze |’ je dokazatelna a piSeme + .

Véta o
netplnosti
Turinguv stroj
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nepinosti
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Vyrokova logika o L, I L. B
syy.“,xe ¢ Dukaz. Nasledujici posloupnost formuli je dikazem ¢ — ¢.
Sémantika
Plnohodnotnost
Kompaktnost
Odvozovaci systém

(p=>(p—>9)—= @)= (p— (o) (p—ep) A2
= ((p—9)—09) Al
(= (p—=9)—(p—09) MP na 2),1)
p—(p—9) Al
Q@ MP na 4),3)

Predikatova

logika
Syntaxe
Sémantika

O b W=
== —

‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o

netplnosti
Turingav stroj
Dukaz véty o
nepinosti
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e Pro libovolné formule ¢, ¢ plati {¢, ¢} + .
algebra logiky

Dva zakl. problémy

Duakaz. Nasledujici posloupnost formuli je dikazem i z {¢, —¢}:

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika

=@ = (=Y = —9) Al
P predpoklad
Predikatova P = - MP na 2),1)

1)
2)
3)
logika 4 (Y —=-p)=(p—y) A3
5)
6)
7)

Pinohodnotnost
Kompaktnost
Odvozovaci systém

Syntaze P MP na 3),4)
Q@ predpoklad
Y MP na 6),5)

Seémantika
‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o

netplnosti
Turingav stroj
Dukaz véty o
nepinosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani
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Vyrokova logika. Véta o dedukci.

Véta 35 (o dedukci)

Necht ¢, 1 jsou formule a T soubor formuli. Pak T U {i)} + ¢ pravé kdyZ T + ¢ — ¢.

Dukaz.

.="rNecht &,---, & je dikaz formule i — ¢ z pfedpokladl T. Pak &4, - -+, &k, 1, ¢ je dukaz
formule ¢ z ptedpokladd T U {} (posledni formule vznikne aplikaci MP na ¢ a &).

=" Necht &;,---, & je dlkaz ¢ z pfedpokladi T U {}. Metaindukci k j dokazeme, Ze
Try — & prokazdé 1 <j<k.

@ j = 1. Je-li & instance axiému nebo formule z T, plati T + &;. K didkazu &; z T nyni pfipojime
formule & — (Y — &1), ¥ — &q. Prvni formule je instanci A1, druha aplikaci MP na & a
prvni formuli. Mame tedy dikaz ¢ — &1z T.

Je-li & formule v, plati T + ¢ — ¢ podle prikladu 33.

@ Indukcni krok: Je-li formule &; instanci axiomu nebo prvek T U {i)}, postupujeme stejné jako
vyse (misto &1 pouzijeme &;).
Je-li &; vysledkem aplikace MP na &, &n, kde 1 <m,n <, je &, tvaru &, — &;. Podle |LP.
navicplati Ty = &naTry = (& — &). Dlkazy ¢ = Epay — (Em — &) 2 T nyni
zfetézime za sebe a pfipojime nasledujici formule:



Matematicka
logika

Antonin Kuéera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky &tverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
Odvozovaci systém

Predikatova
logika
Syntaxe
Seémantika
‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
netplnosti
Turinguv stroj
Dukaz véty o
nepinosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani

Vyrokova logika. Véta o dedukci. (2)

@Y= (En—=8) = (Y —=Em) = Y= 8))

@ (—&m) = (Y —¢)

ay—4
Prvni formule je instanci A2, dalSi dvé vzniknou aplikaci MP. Mame tedy dikaz formule
Y—=&zT.
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Vyrokova logika. Véta o korektnosti.

Véta 36 (o korektnosti)
Necht ¢ je formule a T soubor formuli. Jestlize T + ¢, pak T = ¢.

Dikaz. Necht &4, -+, & je dlkaz ¢ z T. Indukci vzhledem k j dokdZeme, Ze T |= &; pro kazdé
1 <j < k. (Staci ovéfit, Ze kazda instance A1-A3 je tautologie, a ze jestlize T=ya T E ¢ — &,

pak také T | &).

O
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Vyrokova logika. Véta o uplnosti.

Lema 37

Necht ¢, 1 jsou formule. Pak

@ r-p—-(p—1)

(b) F-—p -0

€ Fro—--p

d) F(p—> ) - (= - —p)

€ re—(Y—=-(p—v)

0 re—=9)>((mp - 9)—¢)
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Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (2)

@ (a): Podle prikladu 34 plati {p, ~¢} + 1, proto F = — (¢ — ) opakovanym uzitim véty o

Diikaz.
dedukci.
@ (b): Plati
1)
2)
3)
4)
5)
6)
@ (c): Plati

N —
— — —

F o = (¢ = —2=mg)

i e

F (= = —~=m9) = (m=¢ — ¢)
(=@l @ - @

{(~pl ko

F e

F@— g

podle (a)

véta o dedukci
A3

MP na 2), 3)
véta o dedukci
véta o dedukci

podle (b)
A3
MP na 1),2)



Matematicka
logika

Antonin Kuéera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky &tverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky

Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
Odvozovaci systém

Predikatova
logika
Syntaxe
Seémantika
‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o

netplnosti
Turingav stroj
Dukaz véty o
nepinosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani

Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (3)

@ (d): Plati

© 0O ~NO O~ WN =
—_— e DO —

@ (e): Plati

O b W=
=D ——

lp—-vlro—y

{==p} o

{p = Y, 7@} -y

F IP e —|—|11b

{(p - ¢, —|—\(p} [ —|—|1l)

lp =P} 2mp - -y
(7 = =) = (< = )
lp=¢lr-Y - ¢
Fle—¢)—= (¢ = —9)

lpp—-yYiry
Pl (p—9) >y

podle (b) a véty o dedukci
MP na 2),1)

podle (c)

MP na 3),4)

véta o dedukci

A3

MP na 6),7)

véta o dedukci

véta o dedukci

F(lp = ¢) = ¥) = (¢ = ~(¢p = ¢)) podle (d)

lplt = > =(p - ¢)
Fo = (=¢ - =(p - v))

MP na 2), 3)
véta o dedukci



Matematicka
logika

Antonin Kuéera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky &tverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky

Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
Odvozovaci systém

Predikatova
logika
Syntaxe
Seémantika
‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o

netplnosti
Turingav stroj
Dukaz véty o
nepinosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani

Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (4)

@ (f): Plati

—_

- O OO ~NO OIS~ WN =
— N N o —

F(p = ) = (=Y = —9))

{p =9, -¢lF-p

=9, -, —p—-Ptry
lpoY,~p oYty o9y
=y = (=) = =(=¢ = ¢))

(] F (= = )
Fog = (g = )

(=Y = =(y = 9)) = ((~¢ = ) = ¢)

(o= ¢) =

[ =v,=p—=yjry
o= 9) = ((mp = ¢) = ¢)

podle (d)

2x MP na 1)

MP na 2), ¢ — ¢
véta o dedukci
podle (e)

2x véta o dedukci
véta o dedukci
A3

MP na 7), 8)

MP na 4),9)

2x véta o dedukci



Matematicka
logika

Antonin Kuéera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky &tverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
‘Odvozovaci systém

Predikatova
logika

Syntaxe
Seémantika
‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
netplnosti
Turinguv stroj

Dukaz véty o
netplnosti

Pravdivost a
spinitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani

Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (5)

Definice 38

Necht v je valuace a ¢ formule. Jestlize v(¢) = 1, oznacuje symbol ¢ formuli ¢. Jinak ¢"
oznacuje formuli —¢.

Lema 39 (A. Church)

Necht' v je valuace, ¢ formule, a {Xi,--- , Xi} koneény soubor vyrokovych proménnych, kde
vsechny proménné vyskytujici se ve ¢ jsou mezi {Xi,--- , Xi}. Pak {X{,--- , X!} - .

Dukaz. Indukci ke slozitosti ¢.
@ Je-lip = X, pak X je mezi {Xy, -+, Xy} atedy {X{,---, X/} + XV.
@ Jelip = —1p, kde {X},---, X/} + ¢, rozli§ime dvé moznosti:

@ v(y) =0.Pak ¢ = -1 a ¢ = =), neni co dokazovat.

@ v(y)=1.Pak ¢’ = ¢ a @’ = -—1. Podle lematu 37 (c) plati + iy — ==, proto
(XY, X))+ == uzitim MP.



“me”  Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (6)

Antonin Kuéera

Uvod

Aristotelova

logika

Logicky étverec . ¢ v v v v v cv v , e ~ .
Sylogismy @ Jelip=19 — & kde (XY, X/ o a{X], -, X/} F & rozliSime nésledujici moZnosti:
Bool: C z

algebra loiky @ V() — &) = 1. Mame tedy dokazat, Ze (X!, , X/} - ) — &.

Dva zakl. problémy

R, @ Jestlize v(y) = 0, plati {X},---, X} + =. Podle lematu 37 (a) dale plati
Syntaxe Foy = (P - &), proto (XY, -+, X/} 1 — & uzitim MP.

Sémantika

Pinohodnotnost @ Jestlize V( ) =1 p|at| {Xy,-- XI:} + &. Podle A1 plati FE— (IP i 5)1 proto

Kompaktnost
Odvozovaci systém {XV, .. ,XV l— IP el (_} UZItIm MP.

Predikatova

logika @ vy —E&)=0.Pak{X/, -, X/} -y a{X/, -, X/} - =& Mame dokazat, ze
Eaass {Xv, . ,X V= — &). Podle lematu 37 (e) plati + ¢ — (=& — =(¢ — &)), proto
Odvozovact systém Xy, X/} F =( — &) opakovanym uzitim MP.

Véta o uplnosti

Véta o
neuplnosti
Turinguv stroj

Dukaz véty o
netplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani



i Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (7)

Antonin Kuéera

Uvod

Aristotelova
logika Véta 40 (o uplnosti)

Logicky Gtverec

Svlogismy Necht ¢ je formule a T soubor formuli. Jestlize T |= ¢, pak T  ¢.

Booleova

algebra logiky

Dva 24kl problémy Dukaz. Nejprve uvazime pfipad, kdy T je prazdny soubor. Necht ¢ je tautologie a Xi, -, Xk
Vyrokova logika & Y A A A A i

o v8echny vyrokové proménné, které se ve ¢ vyskytuiji.

ot @ Podle Churchova lematu plati {X!, -, X/} - ¢ pro libovolné v.

Kompaktnost . . . . L. « . o , ,
Odvozovaci systém @ Ukazeme, ze vSechny X/ Ize postupné ,eliminovat®, az dostaneme dikaz ¢ z prazdného
Predikatova souboru formuli.

logika

Syntaxe v . . ~ 7 . v 7 P

. Predpokladejme, ze pro dané 0 < n < k jsme jiz prokazali, ze

‘Odvozovaci systém
Véta o Uplnosti v v v

Véta o {X1,"',Xn,Xn_1}|—(P

netplnosti

Turingi stroj pro libovolné v. Dokazeme, ze pak také {XY,---, XY} - ¢ pro libovolné u.

Dukaz véty o
netplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani



Matematicka
logika

Antonin Kuéera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky &tverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
Odvozovaci systém

Predikatova
logika

Syntaxe
Seémantika
‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o

netplnosti
Turingav stroj
Dukaz véty o
nepinosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani

Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (8)

Bud' tedy u libovolna valuace. Necht' uy, u jsou valuace definované takto:
@ Ui (Xpp1) =1, Ux(Xn1) =0
@ prokazdé Y # X,.4 plati ui(Y) = u2(Y)

Plati

{X1U/"' /X#/XI'H»‘]} F(P

{X1u/'“ IX]l)j/_| I’1+1} I_(P

{X1U/ /Xr,:;,} "Xn+1 - @
XV X b Xy —

F(Xnp1 = @) = (5 Xnp1 = @) = @)
{X{ - Xtk

u(y).

predpoklad pro v = uy
predpoklad pro v = up

véta o dedukcina 1)

véta o dedukci na 2)

podle lematu 37 (f)

2x MP na 5) s vyuzitim 3),4)



“me”  Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (9)

Antonin Kuéera

Uvod
Aristotelova
logika

Logicky &tverec

Sylogismy s M

oo Nyni uvazime obecny pfipad. Bud T libovolny soubor formuli a ¢ formule takova, ze T |~ ¢.
algebra logiky Podle véty o kompaktnosti existuje kone&ny soubor {11, -+, 1} formuli z T takovy, ze
! {1, , ¥} = @. Lehce se ovéfi, ze

Vyrokova logika

Syntaxe

Sémantika ':¢1 —>(11[;2—)(1p3_>(17[;n_)([)))
Plnohodnotnost

Kompaktnost

Odvozovac systém Podle predchoziho bodu tedy plati

Predikatova

logik

e Fr = (P2 = (Y3 = - (Y = ) --)
Seémantika

‘Odvozovaci systém

———— Po n aplikacich véty o dedukci dostavame {1, -+ , ¥} F @, tedy také T + ¢.

Véta o
netplnosti
Turinguv stroj

Dukaz véty o
netplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani



" Vyrokova logika. Historické poznamky.

Antonin Kuéera

Uvod
ogia @ Vyrokova logika nebyla rozvijena samostatné, ale jako sougast slozit&jsich formalnich
"¢ systému.
o @ Gottlob Frege (1848-1925) polozil zaklady predikatové logiky a zaved| ,moderni“ odvozovaci
Dva zéKi problémy systém. ,Vyrokovy fragment” tohoto systému vypada takto (verze z roku 1879):
Vg’;:::):va’ logika @ 1: P N (Q N P)
::::::Ii::mos: a3 2 (P — (O — R)) — ((P — Q) — (P — R))
Kompaktnost
Odvozovaci systém a3 (P N (Q — R)) — (Q — (P — R))
Predikatova
logks @4 (P—-Q)—(-Q—-P)
yntaxe
2:':::.:/:; systém a 5 _|_‘P - P
Vvétaouplnosh a 6 P = —|—|P
Vel'ao .
o @ Odvozovaci pravidla: MP a substituce
repnos Fregeho vysledky byly védeckou komunitou ignorovany zhruba 20 let.
Pravdivost a g y
spinitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani



“wis - Vyrokova logika. Historické poznamky. (2)

Antonin Kuéera

Uvod
YEee @ Giuseppe Peano (1858-1932) doporucil na mezinarodnim matematickém kongresu v Patizi
Logicky étveree (rok 1900) mladému Bertrandu Russellovi (1872-1970) studovat Fregeho préce. Russell v
:V"’I’"s"" roce 1901 objevil inkonzistenci ve Fregeho systému (Russelldv paradox), sou¢asné plné
algebra logiky docenil Fregeho myslenky. V letech 1910-1913 byla publikovana tfidilna Principia
‘f“’*“"f””"f”’ Mathematica (autofi Whitehead, Russell). Tato monografie méla hluboky vliv na vyvoj logiky v
‘gy'"‘j:x"e"a loglka nasledujicich desetiletich. V&novana byla Fregemu. Pro fragment vyrokové logiky byly
Sémantika pouzity nasledujici axiomy a odvozovaci pravidla:
mi: (PVP)->P

lvozovaci systém
rediidtovs @2 Q- (PvQ)
@3 (PvQ)—(QVvP)
o @4 (PV(QVR)) > (QV(PVR))
@5 (@Q-R)->((PvQ)—(PVR)
B @ Odvozovaci pravidla: MP a substituce

nedplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani



" Vyrokova logika. Historické poznamky. (3)

Logicky &tverec
Sylogismy

L @ Vroce 1917 nalezl Jean Nicod nésledujici zjednodu$eni axiomatického systému z Principia
algebra logil .
D?m zéki. pr?)bléymy Mathematica:

Vsy';r::;va' logika 1 : (P V; P) N P
22 P> (PvQ)
4: (Pv(QVR)—-(QV(PVR))
5. (Q-R)-»((PvQ)—(PVR))
Odvozovaci pravidla: MP a substituce

Pinohodnotnost
Kompaktnost
Odvozovaci systém

* |
a
Predikatova
logika [+ |
Syntaxe
Seémantika [+
‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o

netplnosti
Turingav stroj
Dukaz véty o
nepinosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani



“wis - Vyrokova logika. Historické poznamky. (4)

Antonin Kuéera

Uvod

Aristotelova @ Ve stejném roce publikoval Henry Sheffer nasledujici axiomaticky systém zaloZeny na
o ctverc Shefferové operatoru:

oo @ Axiom: (PI(QIR))I((SI(SIS)I((UIQ)I((PIV)I(PIL)))

algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokovd logika @ David Hilbert (1862—1943) a Wilhelm Ackermann (1896-1962) publikovali v roce 1928

Syntaxe

Semantika nasledujici systém:

Plnohodnotnost

@ Odvozovaci pravidla: substituce a ,z F a F|(G|H) odvod' H*

Kompaktnost [+ ] 1: (P \Vi P) N P

‘Odvozovaci systém

il m2. P->(PvQ)

e @4 (PvQ)—(QVP)

e @5 (Q-R)—((PvQ)-(PVR)

e @ Odvozovaci pravidla: MP a substituce

:’J;:;uvvé;f' @ V roce 1927 navrhl John von Neumann (1903-1957) aplikovat substituci pouze na axiomy.
e Vznikly systémy zaloZzené na schématech axiémd.

spinitelnost
2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani



Matematicka
logika

Antonin Kuéera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky &tverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
‘Odvozovaci systém

Predikatova
logika

Syntaxe
Seémantika
‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
netplnosti
Turinguv stroj

Dukaz véty o
netplnosti

Pravdivost a
spinitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani

Vyrokova logika. Historické poznamky. (5)

@ Jan Lukasiewicz (1878-1956) prezentoval sv(j odvozovaci systém (pouzity v prednasce) v
roce 1928.

@ DalSi odvozovaci systémy:

@ V roce 1947 zjednodusili Gétling a Rasiowa systém z Principia Mathematica do
nasledujici podoby:

e1: (PVP)->P

e2: P> (PvQ)

3 (Q—-R)—-((PvQ)— (PVR)
o Odvozovaci pravidla: MP a substituce

@ V roce 1953 prezentoval Meredith systém s jedinym schématem a jedinym odvozovacim
pravidlem:

@ Schéma axiomu: ((((p = ) = (o — =&)) = 0) =) = ((y = @) = (£ = ¢))

o Odvozovaci pravidlo: MP



" Predikatova logika. Vznik a vyvoj.

Antonin Kuéera

Uvod

Aristotelova

logika

Logicky &tverec

Sylogismy

o o Pred{liét_ové logika (také Iogi’ka prvniho faduy) se opal’ré o) p?j'elm vlastn'o'stli (tj.opredikétu).
Dva zéid. problémy Umoznuje formulovat tvrzeni o vlastnostech objektd s vyuZzitim kvantifikatord.

‘gyr::iva oo @ Napf. Aristotelova logika je z dnesniho pohledu fragmentem predikatové logiky.

Sémantika

Pinohodnotnost @ Formule prvniho fadu byly soucasti Fregeho systému, pozdéji se objevily ve 3. dilu

Kompaktnost

v ———— Schréderovy monografie Algebra der Logik (1910) a monografii Principia Mathematica

Prediktova (Whitehead, Russel).
logika
T @ Logika prvniho fadu byla definovana jako samostatny systém az v monografii Hilberta a

Odvozovaci systém Ackermanna Grundziigen der theoretischen Logik (1928).

Véta o uplnosti

Véta o

netplnosti
Turinguv stroj
Dukaz véty o
neplnosti

Pravdivost a
spinitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani



Matematicka
logika

Antonin Kuéera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky &tverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
‘Odvozovaci systém

Predikatova
logika
Syntaxe
Seémantika
‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o

netplnosti
Turinguv stroj
Dukaz véty o
nedplnosti

Pravdivost a
spinitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani

Predikatova logika. Syntaxe.

Definice 41

Jazyk (stejné jako jazyk s rovnosti) je systém predikatovych symbolt a funkénich symbolt, kde
u kazdého symbolu je dana jeho cCetnost (arita), ktera je nezapornym celym Cislem. Jazyk bez
rovnosti musi obsahovat alespori jeden predikatovy symbol.

Poznamka 42

@ Predikaty arity nula v jistém smyslu odpovidaji vyrokovym proménnym, funkéni symboly arity
nula jsou symboly pro konstanty.

@ Predikatovym a funkénim symbollm se také fika mimologické symboly. Jazyk je tedy plné
uréen mimologickymi symboly.

@ Rozdil mezi jazykem a jazykem s rovnosti se projevi v tom, ze do predikatové logiky pro
jazyk s rovnosti pfidame specialni logicky symbol = jehoZz sémantika bude definovana
specialnim zplsobem.




Matematicka
logika

Antonin Kuéera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky &tverec
Sylogismy
Booleova
algebra logiky
Dva zaKl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
‘Odvozovaci systém

Predikatova
logika

Syntaxe
Seémantika
‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
netplnosti
Turinguv stroj

Dukaz véty o
netplnosti

Pravdivost a
spinitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani

Predikatova logika. Syntaxe. (2)

Priklad 43

@ Jazyk teorie mnoZzin je jazykem s rovnosti, ktery obsahuje jeden predikatovy symbol € arity 2.

@ Jazyk teorie pologrup je jazykem s rovnosti, ktery obsahuije jeden funkéni symbol ,-“ arity 2. )

Definice 44

Abecedu predikatové logiky pro jazyk L tvofi nasledujici symboly:

@ Znaky pro proménné x,y, z, ..., kterych je spoéetné mnoho

@ Mimologické symboly, tj. predikatové a funkéni symboly jazyka L.

@ Je-li L jazyk s rovnosti, obsahuje abeceda specialni znak = pro rovnost.
@ Logické spojky — a —.

@ Symbol ¥ pro univerzalni kvantifikator.

@ Cérka, a zavorky (a).




" Predikatova logika. Syntaxe. (3)

Antonin Kuéera

Uvod

Aristotelova
logika A
ge Definice 45
Logicky &tverec
Sylogismy

Booleote Termem jazyka L je slovo t nad abecedou predikatové logiky pro jazyk L, pro které existuje
i oy vytvofujici posloupnost slov t;, - - - , t, kde k > 1, tx je t, a pro kaZdé 1 < i < k m4 slovo t; jeden
z nasledujicich tvart:

Vyrokova logika
Syntaxe 2 ,
Sémantika o pI’OI’TIeI’ma,
Pinohodnotnost

Kompakinost @ f(ti,, -, t,), kde 1 <iy,--- i, <k, f je funkéni symbol jazyka L, a n je arita f.

‘Odvozovaci systém

Predikétova Term je uzavrieny, jestlize neobsahuje proménné.
logika

Syntaxe
Seémantika L,
Odvozovaci systém Poznam ka 46

Véta o uplnosti

Véta o U binarnich funkénich symboll (a pozdéji také predikat) dovolime pro vétsi Citelnost infixovy
nedplnosti zapis. U funkénich (a predikatovych) symbolu arity nula budeme pséat ¢ misto c().

Turingav stroj

Dukaz véty o
netplnosti

Pravdivost a
spinitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani



Matematicka
logika

Antonin Kuéera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky &tverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
‘Odvozovaci systém

Predikatova
logika
Syntaxe
Seémantika
‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
netplnosti
Turinguv stroj

Dukaz véty o
netplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani

Predikatova logika. Syntaxe. (4)

Priklad 47

@ (x-y)-zjetermem jazyka pologrup (v prefixové notaci -(:(x, y), 2))

@ 0+ (S(0)+ S(S(0))) je termem jazyka 0, S, +, kde 0, S a + jsou po fadé funkéni symboly
arity nula, jedna a dva.




Matematicka
logika

Antonin Kuéera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky &tverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
‘Odvozovaci systém

Predikatova
logika
Syntaxe
Seémantika
‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti
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Predikatova logika. Syntaxe. (5)

Definice 48

Formule predikatového poctu jazyka L je slovo ¢ nad abecedou predikatoveé logiky pro jazyk L,
pro které existuje vytvorujici posloupnost slov i1, --- , 1, kde k > 1, i je ¢, a pro kaZdé
1 < i < k ma slovo ; jeden z nasledujicich tvaru:

@ P(t,---,tn), kde P je predikatovy symbol jazyka L aritynaty,--- ,t, jsou termy jazyka L.
@ 1t = by, je-li L jazyk s rovnosti a ti, t> jsou termy jazyka L.

@ —1); pro néjaké 1 < j <,

@ (Yj — Yy) prongjaka 1 <j,j’ <,

@ Vx ), kde x je proménnd al <j<i.




" Predikatova logika. Syntaxe. (6)

Aristotelova

Itf;:(ciya.ve..,c Poznamka 49
oo Ve zbytku pfednasky budeme pouzivat nasledujici ,zkratky:

algebra logiky
Dva zaKl. problémy
Vyrokova logika b1
-
o @ ¢V znaci ~¢p — 1
Sémantika

Plnohodnotnost . (P /\ 1/} Znaéi _|(q0 = _‘llb)'

Kompaktnost

owvozovscisysem @ <> Y znaki (p — ) A (Y — @), kde symbol A déle ,rozvineme* podle pfedchoziho bodu.

@ dx ¢ znati —-Vx —¢

Predikatova
logika

Syntaxe . ,
Semantika Priklady formuli:

‘Odvozovaci systém

Veta o tplnosti @ VxP(x,y) Adx(P(x,x) Vv Q(c))
Véta o

nedplnosti @ Vx3x (P(x,x) vV Vy ¥x Q(X))
Turingv stroj

Dukaz véty o
netplnosti

Pravdivost a
splnitelnost
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Automatickeé
dokazovani
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Predikatova logika. Syntaxe. (7)

Definice 50

KaZdy vyskyt proménné ve formuli predikdtového poctu je bud’ volny nebo vazany podle

nasledujiciho induktivniho pfedpisu:

@ Ve formuli tvaru P(t;,--- ,t,) nebo t; = t, jsou vSechny vyskyty proménnych volné.

@ Vyrokové spojky neméni charakter vyskytu proménnych, tj. je-li dany vyskyt proménné ve
formuli i volny (resp. vazany), je odpovidajici vyskyt ve formulich =y, ¢ — 1,  — ¢ rovnéz
volny (resp. vazany).

@ Ve formuliVx 1 je kaZdy vyskyt proménné x (vCetné vyskytu za kvantifikatorem) vazany; byl-li
vyskyt proménné rizné od x volny (resp. vazany) ve formuli ¢, je odpovidajici vyskyt ve
formuli Y x i rovnéZz volny (resp. vazany).

Ptiklady (volné vyskyty jsou Cervené):
@ VxP(x,y) VVyP(x,y)
@ Vx(P(x,y)vVyP(x,y))
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Vyrokova logika -
Syntaxe Vy Sky t

Sémantika . v , L, . ,v ;v o, , v , , . .
Pinohodnotnost @ Formule je uzavrena (také sentence), jestlize v ni Zadna proménna nema volny vyskyt.

Kompaktnost

Odvozovaci systém @ Zapis p(x1, -+, Xn) znaci, Ze véechny volné proménné ve formuli ¢ jsou mezi xy,--- , X,
esatoa (nemusi nutné platit, Ze kazda z téchto promeénnych je volna ve ¢).
Syntaxe

Semantia @ Univerzalni uzavér formule ¢ je formule tvaru ¥ x; - - -V X, @, kde x4, - -+, x, jsou pravé
QTSR T v8echny volné proménné formule ¢.
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Predikatova logika. Substituce.

Definice 52

Term t je substituovatelny za proménnou x ve formuli ¢, jestlize Zadny vyskyt proménné v termu
t se nestane vdazanym po provedeni substituce termu t za kaZzdy volny vyskyt proménné x ve
formuli ¢. Je-li t substituovatelny za x ve ¢, znaci zapis ¢(x/t) formuli, ktera vznikne
nahrazenim kaZdého volného vyskytu x ve ¢ termem t.

Ptiklady:

@ Term y + 3 je substituovatelny za x ve formuli 3z x+y=z

@ Term y + z neni substituovatelny za x ve formuli 3z x+y=z
@ (P(x,y) AN YXxP(x,y))(x/3) je formule P(3,y) A YxP(x,y)
@ P(x,y)(x/y)(y/x) je formule P(x, x)
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Predikatova logika. Substituce. (2)

Definice 53

Necht ¢ je formule a t, - - - , t, termy, které jsou v uvedeném poradi substituovatelné za
proménné xi,--- , X, ve ¢ (pfedpokladame, Ze x1, - -- , X, jsou ruzné). Symbol ¢(x1/ti,- -+ , Xn/tn)
znadci formuli, ktera vznikne ,simultannim nahrazenim* kazdého volného vyskytu x; termem t;
pro kazdé 1 < i < n. Pfesnéji, p(x1/ti,--- , Xa/ty) je formule p(x1/z1) -+ (Xn/Zn)(Z1/t1) - - - (Zn/1n),
kde zy,--- , z, jsou (rizné) proménné, které se nevyskytuji v t;,--- ,t, animezi xi,--- , Xp.

Priklad:
@ P(x,y)(x/y,y/x) je formule P(y, x)
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Predikatova logika. Realizace jazyka.

Definice 54

Realizace M jazyka L je zadana

@ neprazdnym souborem M, nazyvanym univerzem (pfipadné nosicem). Prvky univerza
nazyvame individui.

@ prifazenim, které kazdému n-arnimu predikatovému symbolu P pfifadi n-arni relaci Py, na M

@ pfifazenim, které kazdému m-arnimu funkénimu symbolu pfifadi funkci fy, : M™ — M.

Ohodnoceni je zobrazeni pfifazujici proménnym prvky univerza M.
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Predikatova logika. Realizace jazyka. (2)

Definice 55

Realizaci termu t pfi ohodnoceni e v relizaci M, psano t*'[e] (pfipadné jen t[e], je-li M jasné
z kontextu), definujeme induktivné takto:

@ x[e] = e(x)

@ f(ty, -, tm)[e]l = fm(tile], -, tm[€])
(pro m = 0 je na pravé strané uvedené definujici rovnosti fx(0)).
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Predikatova logika. Realizace jazyka. (3)

Definice 56 (A. Tarski)

Bud’ M realizace L, e ohodnoceni a ¢ formule predikatového poctu jazyka L. Ternarni vztah
M = ple] definujeme indukci ke sloZitosti ¢:

@ ME P(ty,---,tn)[e] pravé kdyz (t[e],-- - , tm[€]) € Pm.

@ Jestlize L je jazyk s rovnosti, definujeme M |= (t; = t>)[e] pravé kdyZ t;[e] a tz[e] jsou stejna
individua.

@ M = —[e] pravé kdyZ neni M |= y[e].
@ ME (Y — &)[e] pravée kdyZz M |= &[e] nebo neni M |= [e].

@ M= Vxi[e] prave kdyZz M |= p[e(x/a)] pro kaZdy prvek a univerza M (kde [e(x/a)] je
funkce, ktera pro x vraci a a pro ostatni argumenty stejnou hodnotu jako e).

Jestlize M = ¢[e], fikame, Ze ¢ je pravdiva v M pfi ohodnoceni e. Jestlize M |= ¢[e] pro kaZdé
e, je @ pravdiva v M, psano M |= ¢.

v
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Predikatova logika. Lema o substituci.

Podminka substituovatelnosti je klicova pro dikaz nasledujiciho tvrzeni, které vyuzijeme
v diikazu véty 78.

Lema 58 (O substituci)

Necht ¢ je formule jazyka a L at term substituovatelny za x ve ¢. Pak pro libovolnou realizaci
M jazyka L a ohodnoceni e plati M |= p[e(x/t[e])] prave kdyz M |= p(x/t)[e].

Dikaz. Indukci ke slozitosti ¢.

@ M P(ty,... tn)e(x/t[e])] pravé kdyz (t[e(x/t[e])], ..., tm[e(x/t[e])]) € P prave kdyz
(ti(x/t)[e], ..., tm(x/t)[e]) € Ppi pravé kdyz M = P(t(x/t),..., tn(x/t))[€] pravé kdyz
ME P(ty, ..., tm)(x/1)[e].

@ Jestlize L je jazyk s rovnosti, plati M = (t = t)[e(x/t[e])] pravé kdyz t[e(x/t[e])] a
t[e(x/t[e])] jsou stejna individua. Jelikoz t;[e(x/t[e])] a t;(x/t)[e] jsou stejna individua a
rovnéz t[e(x/t[e])] a t(x/t)[e] jsou stejnd individua, plati M |= (i = t)[e(x/t[e])] pravé
kdyz M = ((t; = t)(x/t))[e].
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Predikatova logika. Lema o substituci. (2)

@ M E —yle(x/tle])] pravé kdyz M I~ p[e(x/t[e])] pravé kdyz (I.P.) M - y(x/t)[e] pravé
kdyz M = —(x/t)[e].

@ ME (Y — &)[e(x/t[e])] pravé kdyz M = E[e(x/t[e])] nebo M I~ yle(x/t[e])] prave kdyz
(ILP) M [= &(x/t)[e] nebo M = (x/t)[e] pravé kdyz M = ((x/t) — &(x/t))[e] pravé kdyz
M= (¥ = E)(x/t)[e].

@ M Vyyle(x/te])] pravé kdyz pro kazdy prvek a univerza M plati M = ¢[e(x/t[e])(y/a)].
Jelikoz t je substituovatelny za x, proménna y se v termu t nevyskytuje. Ohodnoceni
e(x/t[e])(y/a) je tedy pfesné stejné jako ohodnoceni e(y/a)(x/t[e(y/a)]). Proto pro
libovolné a plati M = [e(x/t[e])(y/a)] pravé kdyz pro libovolné a plati
M= yle(y/a)(x/tle(y/a)])]- Podle I.P. je druha podminka ekvivalentni tomu, ze pro
libovolné a plati M = ¥(x/t)[e(y/a)], coz nastava pravé kdyz M = Yy (x/t).
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ATy Bud' £ jazyk (pfip. jazyk s rovnosti).
Dva zakI. problémy

R, @ Teorie (s jazykem L) je soubor T formuli predikatového poctu jazyka L. Prvky T se nazyvaji
Syntaxe axiomy teorie T.

Sémantika

Pinohodnotnost @ Realizace M jazyka L je model teorie T, psano M |= T, jestlize M |= ¢ pro kazdé ¢ z T.

Kompaktnost
‘Odvozovaci systém

Teorie je splnitelna, jestlize ma model.

Predikatova
e @ Je-li M realizace jazyka £, pak Th(M) oznaéuje teorii tvofenou pravé véemi uzavienymi
Sémantika formulemi, které jsou v M pravdivé.

‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti o

‘ Formule ¢ je sémantickym disledkem teorie T, psano T = ¢, jestliZze ¢ je pravdiva v kaZzdém
e modelu teorie T.

Turingav stroj
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UvaZme jazyk s rovnosti obsahujici jeden binarni funkéni symbol “” a jednu konstantu 1. Necht
T je tvofena nasledujicimi formulemi:

Vyrokova logika
A @ VxVyVz x-(y-z2)=(x-y) -z

o @ VK (1=XA( X =)

Predikatov @ Vxdy (x-y=1)A(y-x=1)

|§Eam Pak formule VxVy (x-y) = (y - x) neni sémantickym disledkem T, zatimco formule
odvozovacisysem X - (1)) = (1-x) -y ano.

Véta o uplnosti
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oghka @ Schémata vyrokovych axiomdu:

b @ Pl ¢ (Y- 0)

s ety B P2 (p o (=)= (P =)= (0= 9)
Vy::ov::;:: @ P3: (—p— )= (Y= @)

E.Z":m:',k“ @ Schéma axiéomu specifikace:

Kompaktnost

Oovmoime aystém @ P4: Vx¢ — ¢(x/t), kdetje substituovatelny za x ve ¢.

I‘;f;;;:‘ém"é @ Schéma axiomu distribuce:

o @ P5: (Vx(p — 1)) — (¢ = Yx1), kde x nema volny vyskyt ve ¢.
Odvozovaci systém

Veta o apinosti @ Odvozovaci pravidla:

e @ MP: Zpagp— podvod 1. (modus ponens)

Turinguv stroj

Dukaz véty o @ GEN: Z@odvod Vx¢@. (generalizace)

nedplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
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Predikatova logika. Odvozovaci systém. (2)

Je-li £ jazyk s rovnosti, pfidame dale nasledujici axiomy rovnosti:
@ Ri: x=x

@ R2: (xi=y1 A~ AXag=Yn AP(X1,--- ,Xn)) = P(Y1," -+, ¥Yn)s
kde P je predikatovy symbol arity n.

@ R3: (Xi=y1 A  AXm=Ym) = (F(X1, -, Xm)=F(Y1, ", ¥m)),
kde f je funkEni symbol arity m.
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Booleova

alljsebr: 'ogzy Bud' T teorie jazyka L. Dukaz formule ¢ v teorii T je konecna posloupnost formuli ¢4, --- , ¢,
kao‘;:wgik: kde ¢y je 1 a pro kaZdé ¢;, kde 1 < i < k, plati alespori jedna z nasledujicich podminek:
stmiia
Kompakoost @ ¢, je instanci jednoho ze schémat P1-P5;

‘Odvozovaci systém

. @ L je jazyk s rovnosti a ¢; je instanci jednoho ze schémat R1-R3;
logika

sfn.,xe @ ¢; vznikne aplikaci MP na formule ¢, ¢, pro vhodné 1 < m,n <.

Seémantika

S LT @ ¢; vznikne aplikaci GEN na formuli ¢, pro vhodné 1 < m < i.
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Predikatova logika. Odvozovaci systém. (4)

Definice 62
Bud' T teorie jazyka L.

@ Formule  je dokazatelna v teorii T, psano T + i, jestliZe existuje dikaz v T. Jestlize T + 1)
pro prazdné T, fikame Ze 1 je dokazatelna a piseme + 1.

@ Formule v je vyvratitelna v teorii T, jestlize T + -

@ Teorie T je sporna (tézZ inkonzistentni), jestlize kazda formule predikatové logiky jazyka L je
v T dokazatelna.

@ Teorie je bezesporna (téz konzistentni), jestlize neni nekonzistentni.

Poznamka 63

Jelikoz pro libovolné formule ¢, i plati {¢, ~¢} + ¢ (Pfiklad 34), je teorie T sporna pravée kdyz
TroaTtFr —¢ pronéjakou formuli ¢.
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Uvod

Aristotelova

logika

Logicky &tverec

Sy Poznamka 64 (Princip dosazeni do tautologie vyrokového poctu)
Booleova

a.lafbr::z:ymy Je-li ¢ tautologii L(—, —), ve které nahradime vyrokové proménné formulemi predikatové logiky

Vyrokova logika tak, Ze dana vyrokova proménna je nahrazena vzdy touZ formuli, obdrzime formuli predikatové

Smaee logiky, kierd je dokazatelna v odvozovacim systému predikatové logiky pouze pomoci P1-P3 a
Plnohodnotnost M P
Kompaktnost

‘Odvozovaci systém

Predikatova

':3:; Poznamka 65 (Neplatnost ,,obecné“ véty o dedukci)
Sémantika
Vs Za predpokladu korektnosti odvozovaciho systému pro predikatovou logiku neplati - ¢ — Vx ¢.
Vétao Plati ovéem {¢@}  Vx ¢. Proto obecné neplati, ze T |= ¢ — 1 pravé kdyz T U {p} = 1.

netplnosti
Turinguv stroj

Dukaz véty o
netplnosti

Pravdivost a
spinitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani
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Dva zakl. problémy
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Turinguv stroj
Dukaz véty o
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Pravdivost a
spinitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani

Predikatova logika. Véta o dedukci.

Véta 66 (o dedukci)

Necht' T je teorie jazyka L, ¢ uzaviena formule jazyka L a ¢ (libovolnd) formule jazyka L. Pak
Try — @ pravé kdyz T U {i} F .

Dikaz. Dukaz je velmi podobny dikazu véty 35:
,2="“:Necht &, -, & je dikaz formule p —» @ v T. Pak &y, -+, &, ¢, @ jedikaz o v T U {1i)}
(posledni formule vznikne aplikaci MP na ¢ a &).

.="rNecht &, -, & jedikaz ¢ v T U {i}. Metaindukci k j dokézeme, Ze T + ¢ — &; pro kazdé
1<j<k.

@ j = 1. Je-li & instance axidmu nebo formule z T, plati T + &;. K ddkazu & z T nyni pfipojime
formule & — (Y — &1), ¥ — &¢. Prvni formule je instanci P1, druha aplikaci MP na &1 a
prvni formuli. Mame tedy dikaz ¢ — & v T. Je-li & formule o, plati T + ¢ — 1) podle
pfikladu 33 a poznamky 64.

@ Indukcni krok: Je-li formule &; instanci axiému nebo prvek T U {1}, postupujeme stejné jako
vy8e (misto &4 pouzijeme ¢&)).
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Predikatova logika. Véta o dedukci. (2)

@ Je-li & vysledkem aplikace MP na &, &, kde 1 <m, n < j, je &, tvaru &, — & Podle I.P.

navicplati Ty = &naTry = (En — &). Dlkazy p = Enay — (Em — &) v T nyni
zfetézime za sebe a pfipojime nasledujici formule:

o (Y= (Em—= &)= (Y= &m) = (Y= &))

o (Yy—=ém) = (Y —&)

° =
Prvni formule je instanci P2, dal$i dvé vzniknou aplikaci MP. Mame tedy diikaz formule
Y —-&vT.

Je-li &; vysledkem aplikace GEN na &, kde 1 < m < j, je &; tvaru Vx &,,. Podle I.P. plati
T+ ¢ — &m. Ktomuto dikazu nyni staci pfipojit formule

@ VX (P —&m)
@ VX (Y = &m) = (Y > VYx&p)
0 Y — VxEn.

Prvni vznikne aplikaci GEN, druhd je instanci P5, tfeti vznikne aplikaci MP. Dostaneme
tak dikaz formule ¢ — & v T. o
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Predikatova logika. Kvantifikace.

Lema 67

Pro kazdé formule ¢ a1 plati:
Q - (Vx(p =) < (p — Vxy), pokud x neni volna ve formuli ¢;
Q +(Vx(p—-y)) o (
Q - (Ax(p - )« (p — Ixy), pokud x neni volna ve formuli ¢;
Q +(x(p—y)) o (

dx @ — 1), pokud x neni volna ve formuli y;

Vx @ — 1), pokud x neni volna ve formuli .

Dlukaz. Pozorovani:
(a) Jestlize - ¢ — ¢ asoucasné r ¢ — ¢, pak + ¢ < 1. To plyne z toho, Ze
(A—-B)— ((B— A)— (A < B)) je vyrokova tautologie (viz poznamka 64).
(b) (tranzitivita implikace). Jestlize T+ ¢ — & asouCasné T+ & — ¢, pak T + ¢ — 1p. Staci
pouzit poznamku 64 a tautologii (A — C) — ((C — B) — (A — B)).
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FYX(p = ¢) = (9= ¢)

Fp = ¢) = (29 = —¢)

FYX (¢ = ¢) = (~¢ = —9)
Vx(p =)k = =g

VX (@ = §) £ VX (¢ = —p)
FYX (@ = ¢) = VX (=Y = —9)

(2N TN R
— O — — —

Predikatova logika. Kvantifikace. (2)

(c) Necht ¢(x), ¥(x) jsou formule. Pak + Vx (¢ — ) — ¥x (- — —¢), nebot

P4

vyr. tautologie
tranz. impl. na 1), 2)
véta o dedukci
GEN

véta o dedukci
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—_

(VXY =) = (9 = Yx9) = (¢ = ¥))

Flp = ¥xy) = (p — )
Q—=>VXYPrp -y

Q= VXY FEYX(p = )

F(p = ¥xy) = (Yx (¢ = ¢))

o 01 h W
NN

Predikatova logika. Kvantifikace. (3)

Tvrzeni 1.-4. ted dokadzeme za pfedpokladu, Ze ¢(x) a y(x). Obecna podoba vyplyne uzitim
véty konstantach (viz déle).

@ Plati - (Vx (¢ — ) — (¢ — Yx 1), nebot tato formule je instanci P5. Dikaz opa¢né
implikace vypada takto:

P4
(A-=B)—=((C—-A)—(C—B))
je tautologie, viz pozn. 64
MP na 1),2)

véta o dedukci

GEN

véta o dedukci
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Predikatova logika. Kvantifikace. (4)

@ Nejprve ukazeme, ze - Vx (¢ — V) —

VX (g = ) =
- (p = ) = VX (<) = =)

FYX(p = 9)) = (¢ = VX —p)
(=YX =p — )

F (=Y = VX —p) —
FYX (@ = ) = (VX =p - ¢)
FYX(p =) - Axp > ¢)

@xp = ).
(=Y = VX —p)

podle 1.

podle (c)

tranz. impl. na 2), 1)

taut. (-B - A) - (-A — B)
tranz. impl. na 3), 4)
reformulace

Nyni opaény smér + (Ix p — 1) — Vx (¢ — 1):

F (= = VX =p) = VX (- = =)
) = (= = VX =¢)
F (=YX =9 — l#() = VX (- = —p)

F(=YX—p - ¢

Ixp - Y FYX (=Y — =)
X =Y F-yP— @

X —->y¢Yre—-vy

Axp > Y FVX(p > P)
FEAxe = ¢) = Vx (@ =)

podle 1.

taut. (B — A) — (-A — B)
tranz. impl. na 1), 2)

véta o dedukci
P4 a MP

(‘!A Ed —|B) d
GEN

véta o dedukci

(B— A)aMP
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Predikatova logika. Véta o korektnosti.

Véta 68
Necht' T je teorie a ¢ formule jazyka teorie T. Jestlize T - ¢, pak T |= ¢.

Dikaz. Staci ovéfit nasledujici tvrzeni:

@ Je-li ¢ instanci jednoho ze schémat P1-P5 (pfip. také R1-R3, pokud jazyk teorie T je jazyk s

rovnosti) a M je model T, pak M |= 1.
@ Je-li Mmodel T a ¢, & formule jazyka teorie T, kde M=y a M E ¢ — &, pak M = &.
@ Je-li M model T a ¢ formule jazyka teorie T, kde M = ¢, pak M = Vx 1.

Metaindukci vzhledem k i je pak jiz trivialni ukazat, Ze je-li ¢4, --- , i dikaz formule o v T a M

je model T, pak M = ¢; pro kazdé 1 < i <k.

O
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Predikatova logika. Uplnost (ivod).

Lema 69
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

@ Pro kazdou teorii T a pro kazdou formuli ¢ jazyka teorie T plati, Ze jestlize T = ¢, pak
T+ .

@ Kazda bezesporna teorie ma model.

Duikaz.

(1. = 2.) Bud' T bezesporna teorie. Pak existuje formule ¢ jazyka teorie T, kterd neniv T
dokazatelna (tj. T ¥ ). Obménou 1. pak ale dostavdme, Ze ¢ neni sémantickym dusledkem
T (tj. T I~ ¢). To znamena, Ze existuje takovy model T, kde neni pravdivd ¢. Zejména ma
tedy T model.



“m*  Predikatova logika. Uplnost (uvod). (2)
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Uvod
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logika

sogen (2. = 1.) Uzitim 2. dokazeme obménu 1. Necht tedy T ¥ ¢, a necht ¢ je univerzalni uzavér ¢.
Booleova UkéZzeme, ze T U {—} je bezesporna; pak podle 2. ma T U {~p} model, tedy T - ¢.

sloebra loglky T U {=} je bezesporna: Pfedpokladejme naopak, ze T U {—} je spornd. Pak

Dva zakl. problémy

Vyrokova logika

s TU{-p}+p T U {—-} je sporna
Ponadneinos Tr-p—¢ véta o dedukci
Kompaktnost

F(-p—=9)—¢ (-A— A)— Ajetautologie, viz pozn. 64
Tro MP na 2), 3)
Tre opakované P4 a MP

‘Odvozovaci systém

Predikatova
logika
Syntaxe

a b wnNn =
— D — —

Seémantika

Odvozovaci systém Obdrzeli jsme tedy spor s tim, ze T ¥ ¢.

Véta o dplnosti

Véta o
netplnosti
Turinguv stroj
Dukaz véty o
nepinosti
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Logicky étverec

Sylogismy

Booleova , v, . , « v , , . ,

algebra logiky Cilem dalsiho postupu je dokazat, ze kazda bezesporna teorie ma model. Tato konstrukce
prezltpebn - gbsahuje dva zékladni obraty:

Vyrokova logika

Smiave | @ Zavede se pojem kanonické struktury pro danou teorii T. Tato struktura obecné neni
Pinohodnatnast modelem T. Ukazeme, ze pokud T vyhovuje dalsim podminkam (je henkinovska a (plna),
Kompaktn H A H

o e pak kanonicka struktura je modelem T.

et @ Ukazeme, Ze kazdou bezespornou teorii je mozné vhodnym zplisobem rozsifit tak, aby byla
St henkinovska a Uplna.

Sémantika

‘Odvozovaci systém
Véta o Uplnosti

Véta o
netplnosti
Turinguv stroj

Dukaz véty o
netplnosti

Pravdivost a
spinitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani
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logika
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Seémantika
Odvozovaci systém
Véta o Uplnosti

Véta o

neuplnosti
Turinguv stroj
Dukaz véty o
nedplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. vétao

Predikatova logika. RozSireni teorie.

Definice 70

@ Teorie S je rozsifeni teorie T, jestliZze jazyk teorie S obsahuje jazyk teorie T a v teorii S jsou
dokazatelné vdechny axiomy teorie T.

@ Rozsifeni S teorie T se nazyva konzervativni, jestlize kaZzda formule jazyka teorie T, ktera je
dokazatelna v S, je dokazatelnaiv T.

@ Teorie S a T jsou ekvivalentni, jestlize S je rozsifenim T a soucasné T je rozsifenim S.

Priklad 71

@ Teorie komutativnich grup je nekonzervativni rozsiteni teorie grup.

@ Teorie grup je nekonzervativni rozsifeni teorie monoidu (tvrzeni Vx dy x - y = 1 nelze dokazat
v teorii monoidd).

@ Gobdel-Bernaysova teorie tfid je konzervativnim rozsitenim Zermelo-Fraenkelovy teorie
mnozin.

Automatické
dokazovani
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Predikatova logika. Véta o konstantach.

Véta 72 (o konstantach)

Necht S je rozsiteni T vzniklé obohacenim jazyka teorie T o novou konstantu ¢ (nové axiémy
nepfidavame). Pak pro kaZdou formuli ¢ jazyka teorie T a kazdou proménnou x plati, Zze T + ¢
pravé kdyZz S + ¢(x/c).

Dulkaz.

=:Kdukazu ¢ v T pfipojime formule Vx ¢, Vx¢ — ¢(x/c), ¢(x/c)a obdrzime tak dikaz
formule ¢(x/c) v S.

&: Necht i, , U je dlkaz ¢(x/c) v S. Necht y je proménnd, ktera se nevyskytuje v tomto
dikazu. Indukei k i ukdzeme, Ze pro kazdé 1 < i< kje ¢¢(c/y), -+ ,i(c/y) dikaz v T (kde
Yj(c/y) oznacuje formuli, kterd vznikne z y; nahrazenim kostanty ¢ proménnou y). Rozli§ime
tyto moznosti:

@ Je-li ¢ instanci P1-P5 (pfip. R1-R3), je také ii(c/y) instanci téhoz schématu.

@ Je-li ; axiom teorie T, pak se v ¢; nevyskytuje ¢ a formule ¢ a ¢;(c/y) jsou tedy totozné.

@ Jestlize ¢; vyplyva z ¢ a i, pomoci MP, je ¢, tvaru ¢; — 1; a formule i(c/y) je tedy
formuli ¢;(c/y) — ¢i(c/y). Takze formule y;(c/y) vyplyva z ¢;(c/y) a Ym(c/y) pomoci MP.
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Sz @ Jestlize i; vyplyvéa z ¢; pomoci GEN, je ¢; tvaru Vx ;. Staci si uvédomit, ze (Vx;)(c/y) je
o tatdz formule jako Vx (;(c/y)), nebot x a y jsou ruzné.

Dva zékl. problémy

Virokova logika Ukézali jsme, ze T + ¢(x/c)(c/y). Dale

Syntaxe
Sémantika

THo(x/y) p(x/y) je totéz co p(x/c)(c/y)
TEYyp(x/y) GEN

FYyp(x/y) = (p(x/y)(y/x)) P4

Tro(x/y)(y/x) MP na 2),3)

Tre o(x/y)(y/x) je totéz co ¢

Kompaktnost
‘Odvozovaci systém

Predikatova
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Predikatova logika. Henkinovské teorie.

Definice 73

@ Teorie T je henkinovska, jestlize pro kaZzdou formuli ¢ jazyka teorie T s jednou volnou
proménnou x existuje v jazyce teorie T konstanta c takova, Ze T + Ix ¢ — ¢(x/c).

@ Teorie T je Uplna, jestliZze je bezesporna a pro kaZdou uzavfenou formuli ¢ jejiho jazyka plati
bud’ T+ ¢ nebo T + —¢.




Matematicka

- Predikatova logika. Henkinovské teorie. (2)
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Uvod

Aristotelova

logika . : . »
Logicky étverec Véta 74 (o henkinovské konstante)
Sylogismy

Booleova Bud' T teorie a ¢(x) formule jejiho jazyka. Je-li S rozsiteni T, které vznikne pfidanim nové
Hg Tl gLy konstanty c,, a formule 3x ¢ — ¢(x/c,), pak S je konzervativni rozsiteni T.

Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Smaee Dikaz. Nejprve ukazeme, Ze pro libovolnou formuli &(x) plati - Ax&E — Ay&(x/y):

Kompaktnost 1 ) Vy—@(X/y

‘Odvozovaci systém

bEYy=&(x/y)
Predikatova 2) {Vy=&(x/y) v =&(x/y)(y/x) P4aMP
logika 3) Vyﬁg(X/y }JE =& pfepls
}
)

—_— — —

4) AVy=E(x/y))F ¥x=¢ GEN
3:::::;:;27(% 5) - Vy—.é(x/y — ¥Yx=& dedukce
Véta o 6) F Hxé - Hyg(x/Y) taut. (A - B) - (_‘B - ﬁA) a MP
neuplnosti

Turinguv stroj

Dukaz véty o
netplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani



" Predikatova logika. Henkinovské teorie. (3)
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Uvod

Aristotelova

L Necht R znadi teorii vzniklou pouhym pfidanim konstanty c,, k T. Necht ¢ je formule jazyka
e teorie T takova, ze S + . Necht y je proménnd, kterd se nevyskytuje ani ve ¢, ani v ¢. Plati:
Booleova

“ovs i, oy 1) Sry pFedpoklad

Vyrokova logika 2) Rr(3xe - ¢(x/c,)) > ¢ S =R U {Txp = p(x/cy)}
Syniaie a dedukce

Pt 3) Tr(@xp - o(x/y)) - véta o konstantach
P 4) TrVy((@xe = @(x/y)) = ¥) GEN

Predikitové 5) Tr3y@xe — o(x/y)) > ¢ lema 67 (2) a MP
ioplka 6) + (Ixp — Ayp(x/y)) — Iy(Axe — ¢(x/y)) lema 67 (3)

7). Tr(@xe - yp(x/y) - ¢ tranz. implikace

Vs et 8) r Ixp — Ayg(x/y) dokézéno vyge

Véta o 9) Tr lib MP

neuplnosti

Turinguv stroj

Dn!(azvétyo

neuplnosti

Pravdivost a

spinitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani
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Predikatova logika. Henkinovské teorie. (4)

Véta 75 (o henkinovském rozsireni)

Ke kazdé teorii existuje henkinovska teorie, ktera je jejim konzervativnim rozsifenim.

Dikaz. Bud T teorie. Pro kazdé n > 0 definujeme teorii T, takto:

@ T, = T. Teorie T;.1 vznikne z T; tak, Ze pro kazdou formuli ¢(x) jazyka teorie T; pfidame
novou konstantu c,, a formuli Ax¢ — @(x/c,).

Metaindukci vzhledem k n ukdzeme, Ze T, je konzervativni rozsiteni T.

@ Pro n = 0 neni co dokazovat. V indukénim kroku si staci uvédomit, Ze je-li T4 + ¢, mdze byt
v dikazu formule ¢ pouzito jen kone¢né mnoho axiému &1, - - -, &k, které nepatti do T;. Uzitim
véty o henkinovské konstanté k-krat po sobé dostavame T; + i, proto T + ¢ podle I.P.

Uvazme teorii S = |J;,_, Ty- Teorie S je konzervativni rozsiteni T, nebot kazdy dukaz v S
pouziva jen kone¢né mnoho axiému a je tedy dikazem v néjaké T,,. Teorie S je zjevné
henkinovska. O
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Predikatova logika. Henkinovské teorie. (5)

V nasledujici vété vyuzivame princip maximality (Zornovo lema), ktery fika nasledujici:

Necht' (A,<) je uspofadana mnoZina. Jestlize pro kazdy fetézec B obsaZeny v A
existuje v A horni zdvora, pak (A, <) ma maximalni prvek.

Zornovo lema je ekvivalentni s axiomem vybéru.
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Predikatova logika. Henkinovské teorie. (6)

Véta 76 (o zupliovani teorii)

Ke kazdé bezesporné teorii existuje jeji rozsifeni se stejnym jazykem, které je Uplnou teorii.

Dukaz. Bud T bezesporna teorie. Uvazme uspofadanou mnozinu (7-, <), kde 7~ je soubor
v8ech bezespornych teorii obsahujicich T. Necht B je fetézec obsazeny v 7 a necht C je
sjednocenim vSech prvku B. Pak C je horni zavora B v 7. Zde je tfeba ovéfit, ze C je skutecné
bezesporna teorie (a tedy prvek 7°): pokud by C byla spornd, existuje v ni dikaz kontradikce.
Tento dlikaz ale pouziva jen konec¢né mnoho axiému, proto je dikazem i v néjaké teorii K € B,
tedy K je sporna, spor.
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Predikatova logika. Henkinovské teorie. (7)

Podle Zornova lematu tedy existuje maximalni bezesporna teorie U obsahujici T. Dokazeme,
Ze U je Uplna. Pokud neni, existuje uzaviena formule ¢ takova, Ze U ¥ ¢ a soucasné U ¥ —¢.
Zejména tedy ¢, ~p ¢ U. Z maximality U plyne, Ze teorie U U {¢p} i U U {—=¢} jsou sporné, plati
tedy U U {p} + =p a U U {=p} + . Proto také U + ¢ — ~p a U + =@ — ¢ (uzitim véty

o dedukci). Z toho dostavame U + ¢ A =1 pro libovolné i, nebot

(A= =A) = (A = A) = (¥ A —1)) je vyrokova tautologie (pouzijeme 2x MP). Tedy U je
sporna, spor.

Pokud je jazyk teorie T kone€ny nebo spocetny, Ize se pouziti Zornova lematu snadno vyhnout.
Dokazovana véta pak zadnou formu axiému vybéru nevyuZziva. O
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algebra logiky

BBy Bud' T teorie, kde jazyk teorie T obsahuje alespori jednu konstantu. Kanonicka struktura teorie
ewevalealia T je realizace M jazyka teorie T, kde

Pronodnainost @ univerzum M je tvofeno vSemi uzavienymi termy jazyka teorie T ;

Kompaktnost

Odvozovaci systém @ relizace funkéniho symbolu f arity n je funkce fy, ktera uzavienym termim t;, - - - , t, pfifadi
Predikétova renv o

reatovs uzavieny term f(ty, - , t,);

Syntaxe

aid) @ realizace predikatového symbolu P arity m je predikét P, definovany takto: (t;, -+, ) € Py
Odvozovaci systém p’ati préVé Kdyf T F P(t1 7 tm)

Véta o Uplnosti

Véta o
netplnosti
Turinguv stroj
Dukaz véty o
nepinosti
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Predikatova logika. Kanonicka struktura. (2)
Véta 78 (o kanonické strukture)

Necht' T je uplna henkinovska teorie, a necht’ jazyk teorie T je jazykem bez rovnosti. Pak
kanonicka struktura teorie T je modelem T.

Dikaz. Necht M je kanonicka struktura teorie T. Ukadzeme, Ze pro libovolnou formuli ¢
jazyka teorie T plati nasledujici:

@ Jestlize ¢ je uzavrend instance formule ¢, pak T + ¢ prave kdyz M = ¢.

Jelikoz Ize (bez Ujmy na obecnosti) predpokladat, ze prvky T jsou uzaviené formule, plyne z
vySe uvedeného, ze M je model T.
Indukci ke struktufe ¢:

@ ¢=P(ty, -, t;). Bud P(t],---, ) libovolnd uzavfend instance. Podle definice kanonické
struktury M |= P(t;,--- , t7) pravé kdyz T + P(t;,--- , t).
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Predikatova logika. Kanonicka struktura. (3)

@ ¢ =-y.Bud -1 libovolna uzaviena instance. Jelikoz U je uzavfena instance 1, podle IP
plati T + ¢ pravé kdyz M |~ . Dale T + =y pravé kdyz T ¥ ¢ (T je bezespornd) pravé kdyz
M IE Y (IP) pravé kdyz M = —i).

@ ¢ = ¢ — &. Kazd4 uzaviena instance této formule je tvaru ¢ — &, kde ¢ je uzaviena instance
¥ a & je uzavfend instance &.

@ Necht T+ ¢ — &. Jelikoz ¢ je uzavfena formule a T je upln4, plati bud T + ¢) nebo
T+ —1. V prvém ptipadé dale T + & (MP) a uzitim IP celkem dostavame M = ¢ a
M = £. Proto také M = i) — £. V druhém pFipadé T ¥ ¢ (T je bezesporna), proto
M= (IP), tudiz M = ) — &.

@ Necht M |= ) — &. Pak bud M = i) nebo M |= £. V prvém pFipadé T ¢ podle IP, tudiz
T + —1) nebot T je Gplna. Proto T + {) — & uzitim tautologie A — (A — B) a MP.
V druhém pfipadé T + &, proto T + ) — £ uzitim tautologie A — (B — A) a MP.



Matematicka
logika

Antonin Kuéera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky &tverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
‘Odvozovaci systém

Predikatova
logika
Syntaxe
Seémantika
‘Odvozovaci systém
Véta o Uplnosti

Véta o

netplnosti
Turinguv stroj
Dukaz véty o
nepinosti

Pravdivost a
spinitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani

Predikatova logika. Kanonicka struktura. (4)

@ ¢ = Vxy. Pokud x nema volny vyskyt v i), ma uzaviend instance formule Vx ¢ tvar ¥x U, kde
| je uzaviena instance 1. Pak M |= Vx| pravé kdyz M |= ) pravé kdyz T r ¢ (uzitim IP)
pravé kdyz T + Vx lp

Pokud x ma volny vyskyt v ¢, ma uzavfend instance formule Vx ¢ tvar Vx ¢, kde x je jedina
volna proménnd formule ¢.

@ Necht T+ Vx 115 Dokazeme, ze M = Vx zﬁ Bud e libovolné ohodnoceni a t libovolny
prvek univerza (uzavieny term). Podle Lematu 58 plati, 2e M = {[e(x/t)] pravé kdyz
M = §(x/1)[e] (zde vyuzivame i toho, Ze t[e] = t). Dale M |= (x/t)[e] pravé kdyz
M = ¥(x/1), nebot formule ¢(x/t) je uzavfena. Podle I.P. plati M |= i)(x/t) pravé kdyz
T+ (x/t). Jelikoz T + Vx 1, plati také T + ¢(x/t) uzitim P4 a MP.

@ Necht T ¥ Vx 1. Pak také T ¥ Vx ==t (kdyby T + ¥x =1, dostaneme déle T + ——1) (P4
aMP) a T + ¢ (tautologie ~—A — A a MP), T + Vx ¢ (GEN), spor).
JelikoZ T ¥ Vx——1, plati T + =Vx——1 nebot T je Gpina. Tedy T + Ix—y. JelikoZ T je
henkinovska, plati T + Ax—1 — —(x/c). Tedy T + ~h(x/c) a proto T ¥ i(x/c) nebot T
je bezesporna. Podle IP M I~ (x/c), tedy M I~ [e], kde e(x) = c (uZitim Lematu 58).
Proto M | Vxi.
O
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Predikatova logika. Kanonicka struktura. (5)

Véta 79

Necht' T je uplna henkinovské teorie, a necht’ jazyk teorie T je jazykem s rovnosti. Pak T ma
model.

Dikaz. Bud S teorie (s jazykem bez rovnosti), ktera vznikne rozsifenim T o novy binarni
predikatovy symbol = a axiomy R1-R3. Symbol = v teorii S je tedy mimologicky a mlze byt
realizovan ,jakkoliv“. Axiomy R1-R3 jsou v S ,normalni“ axiomy. Sta¢i nam ukazat, ze S méa
takovy model, kde = je realizovan jako identita. Takovy model pak jisté bude i modelem T (kde
= je chapano jako logicky symbol).



" Predikatova logika. Kanonicka struktura. (6)

Antonin Kuéera

Uvod

Aristotelova

logika

Logicky &tverec

Sylogismy

Booleova Bud M kanonicka struktura teorie S, a necht ~ je realizace = v S (ij. t; ~ t, pravé kdyz

ey S+ =1). DokaZeme, Ze ~ je nutné ekvivalence:

Vyrokovd logika @ reflexivita: S + x=x (R1), S+ Vxx=x (GEN), S + Vx x=x — t=t (P4), S + t=t (MP). Tedy

Syntaxe
Sémantika t ~ t
Pinohodnotnost

g:'v";:'?:;s;ys.em @ symetrie: necht s ~ t,1j. S+ s=t. Plati S + (xi=y1 A xo=y2) = (x1=x2 = y1=y2) (R2, =
Predikitova hraje i roli P). Uzitim GEN, P4 a MP dostaneme S + (s=t A s=5) — (s=s — t=s). Uzitim
logika MP dostaneme S + t=s.

Syntaxe

Semantika @ Tranzitivita: podobné.

‘Odvozovaci systém
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Véta o
netplnosti
Turinguv stroj
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" Predikatova logika. Kanonicka struktura. (7)
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otelova Nyni jiz mdzeme definovat strukturu O pro jazyk teorie S:
Logicky &tverec
Sylogismy

o @ Funkéni symbol f arity n je realizovan takto:

@ NosiCem O jsou tfidy rozkladu nosi¢e M podle ~.

Dva zakl. problémy

Vyrokova logika fo([t1], crcy [tn]) = [f/\/((h, ey tn)]
Syntaxe

Sémantika

Pinohodnotnost

Kompaktnost

omezovacisysem @ Predikatovy symbol P arity m je realizovan takto:

Predikatova

logika Loow >

S Po([t], -+, [tn]) pravé kdyZ Py(ti,--- , tm)
Seémantika

‘Odvozovaci systém

Véta o Uplnosti

Véta o

hetipinostl Korektnost této definice (tj. nezavislost na volbé reprezentant(l) se dokaze pomoci R1-R3
e s podobnym stylem jako vySe. Snadno se ovéfi, Ze realizaci uzavieného termu t ve struktufe O je

T [s] pravé kdyz S + s=t. To znamena, Ze predikatovy symbol = je v O realizovan jako identita.
spinitelnost

2. véta o neuplnosti
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dokazovani



" Predikatova logika. Kanonicka struktura. (8)

Antonin Kuéera

Uvod
Aristotelova
logika

Logicky &tverec

sylogismy Zbyva ukazat, Zze O je modelem S. Podobné jako ve vété 78 budeme chtit prokazat, Zze pro

Booleova libovolnou formuli (x4, ..., X,) jazyka teorie S plati:
algebra logiky

Dva 24kl problémy @ Jestlize t;,--- , t, jsou uzaviené termy jazyka teorie S, pak S + ¢(x1/ti, -+, Xa/t,) pravé kdyz

Vg’;:::):va’logika o) ': (p(x1/[t1]/.. . an/[tn])-
Pronadnotost Jelikoz S je henkinovska a Uplna, plati podle véty 78

O:':(:’z:v':;ss'yslém @ S+ ({)(X1 /t1/ s, Xn/tn) prévé kdyi M ': q)(x1 /t1/ e, Xn/tn)
Predikatova

':3::‘; Staéi tedy ukazat, Ze

Sémantika

‘Odvozovaci systém o M IZ ({)(X1 /t1’ e ’Xn/tn) préVé kdy2 0 ': ([)(X1 /[h ]/ o /Xn/[tﬂ])

Véta o dplnosti

Vétao To Ize lehce provést indukci ke struktuie ¢. O
neuplnosti
Turinguv stroj
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netiplnosti
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Predikatova logika.

&

-

A

Kurt Gédel (1906—1978)

Véta o uplnosti.

Véta 80 (o uplnosti, Kurt Godel)

KaZda bezesporna teorie ma model. Pro
kazdou teorii T a kaZdou formuli jejiho jazyka
tedy plati, Ze jestlize T |= ¢, pak T + ¢.

Dukaz. Jde
predchozich vét.

(o]

jednoduchy

disledek
O
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Vyrokova logika Teorie T ma model, pravé kdyZ kaZda jeji podteorie s kone¢né mnoha axiémy (a s minimalnim
Syntaxe

AN jazykem, v némz jsou tyto axiémy formulovatelné) ma model.

Plnohodnotnost

clverorae sysém Dikaz. Smeér ,="je trividlni. Pro opa¢nou implikaci sta¢i ukazat, Zze T je bezesporna (pak T
Predikatova mé& model podle véty o Uplnosti). Kdyby T byla sporna, existoval by dikaz formule ¢y A = v T.
e Tento diikaz je koneény, vyuziva tedy jen koneéné mnoho axiomu T, které tvofi spornou

Sémantika podteorii T, spor. O
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Predikatova logika. Lowenheimova-Skolemova véta.

Poznamka 82

Z dukazu véty 75 plyne, Ze kazda bezesporna teorie s jazykem bez rovnosti ma model
kardinality max{|£|, 8o} (pfi rozsiteni teorie na henkinovskou bylo pfidano |£| - Ng novych
konstant). Toto pozorovani neplati pro teorie s jazykem s rovnosti (napf. pro T = {¥x x=c}).
Nicméné Ize dokazat nasledujici:

Véta 83

Necht' T je teorie a necht pro kazdé n € IN existuje model teorie T, jehoZ nosi¢ ma mohutnost
alespori n. Pak T ma nekonec¢ny model.

Dikaz. Je-li jazyk teorie T jazykem bez rovnosti, plyne tvrzeni ihned z poznamky 82. Jinak
pro kazdé n € IN definujeme formuli ¢, = Vx; --- Vx,Ay X1#y A -+ A X,y a teori

S, = TU{p1,--,pn}. Podle pfedpokladu véty mé kazda S, model. Podle véty o kompaktnosti
mé proto model i teorie |~ ; S,. Tento model je nutné nekonecny a je i modelem teorie T. O
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Predikatova logika. Lowenheimova-Skolemova véta. (2)

Véta 84 (Lowenheimova-Skolemova)

Necht' T je teorie s jazykem L, ktera ma nekonec¢ny model. Necht « je nekonec¢ny kardinal
takovy, Ze k > | L|. Pak T ma model mohutnosti «.

Dikaz. Necht M je nekone¢ny model T. Jazyk £ roz§ifime o systém {c; | i < k} novych
konstant a k T pfidame axiémy {c; # ¢; | i,j < x}. Obdrzime tak teorii T'. Necht K je kone¢na
¢ast T’, anecht cy,---, ¢, jsou vSechny nové pfidané konstanty, které se vyskytuji ve formulich
teorie K (takovych konstant je jen kone¢né mnoho). Pokud tyto konstanty realizujeme navzajem
rznymi prvky nosi¢e M, obdrzime model teorie K. Kazda koneéna ¢ast T’ je tedy splnitelna.
Podle véty o kompaktnosti ma tedy model i teorie T’. Nosi¢ tohoto model ale nutné obsahuje
alespon « navzéjem rdznych individui. m]
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Dva zakl. problémy sy

Léwenheimova-Skolemova véta fika, Ze teorie prvniho fadu nedokazi definovat mohutnost

Vyrokova logika

Syntaxe modelu. Neni tedy mozné dosahnout toho, aby teorie prvniho fadu s nekone¢nym modelem
e ot méla jediny model az na izomorfismus. To Ize vynutit pouze za cenu pfidani axiému v logice
Kompakinost vyss§iho fadu (typicky monadické logiky druhého fadu). Pro tyto logiky ovSem zpravidla neplati
Odvozovaci systém v - . e . v ~ 7 . . 7 ) 7 , v, 7 z ~
oresiiitovs véta o Uplnosti. Pfikladem je obecné uzivana axiomaticka definice realnych Cisel, ktera ma az
redikatova . . . . , . v s . . . s v 7
logika na izomorfismus jediny model a obsahuje (druhoradovy) axiom existence supréma ohrani¢ené
mnoziny.
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Predikatova logika. Lowenheimova-Skolemova véta. (4)

Poznamka 86 (Skolemtiv paradox)

Jelikoz teorie mnozin je teorie prvniho fadu, kterd nema konecny model, podle
Léwenheimovy-Skolemovy plati, Ze ma-li teorie mnozin néjaky model (ij. je-li bezesporna), pak
ma také (meta)spocetny model M. Tento fakt je velmi kontraintuitivni, nebot kazdy model teorie
mnozin musi obsahovat ,obrazy“ vesSkerych mnozin, jejichz existence je zaruc¢ena axiomy teorie
mnozin. Zejména M musi obsahovat ,obrazy“ prvniho nekonecného ordinélu w a mnoziny 2¢
v8ech podmnozin w. Oba tyto obrazy jsou z ,vnéjsiho (meta) pohledu na M"“ spocetné,

z vnitiniho“ pohledu samotného M ov§em 2¢ spocetna neni. V kazdém modelu teorie mnozin
totiz plati, Ze neexistuje mnozina, ktera je bijekci mezi w a 2¢, nebot tento fakt Ize z teorie
mnozin dokazat. Ani v M tedy takova bijekce neexistuje. Zdanlivy rozpor vznikd pouze na
zéakladé toho, ze obrazy metapojmu ,spocetna mnozina“, ,bijekce”, atd., v modelu M nejsou
takové, jaké intuitivné ocekavame.
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Véta o neuplnosti. Uvod.

Jazyk aritmetiky je jazyk s rovnosti obsahujici konstantu 0, unarni funkéni symbol S a dva
binarni funkéni symboly = a +.

Vyznaénou realizaci jazyka aritmetiky je (INy, *, +), kde univerzem je soubor v§ech
nezapornych celych &isel, 0 je realizovano jako nula, S jako funkce naslednika, » jako
nasobeni, + jako scitani. (Rela¢ni predikaty jako <, < Ize snadno definovat.)

Jednim ze zakladnich krokl Hilbertova programu formalizace matematiky mélo byt vytvoreni
rekurzivni a tpiné teorie T jazyka aritmetiky.

Slovem ,Uplné“ se mysli, ze T + ¢ pravé kdyz ¢ € Th(INy, », +) (Tj. formule dokazatelné v T
jsou pravé formule pravdivé v (INg, %, +)).

Slovo ,rekurzivni® intuitivné znamena, Ze musi byt ,mechanicky ovéfitelné”, zda dana
posloupnost symbol( je €i neni dilkazem v T (moZnych formalizaci tohoto pojmu je vice).

Z Godelovych vysledkl plyne, ze takova teorie neexistuje.
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Véta o neuplnosti. Turinglv stroj.

Alan Turing (1912—-1954)

Definoval pojem Turingova stroje a s jeho
pomoci ukéazal, Ze problém pravdivosti
formuli prvniho fadu je nerozhodnutelny.

Povazovan za zakladatele informatiky (jako
védy).

Turinglv stroj je matematickym modelem
»hloupého odvozovace*, ktery ma k dispozici
papir, tuzku a gumu, a ktery si pamatuje
kone¢né mnoho schémat axiému.

Vyznam Turingova stroje coby modelu
realnych vypocetnich zafizeni se projevil az
v druhé poloviné 20. stoleti.
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Véta o neuplnosti. Turinglv stroj. (2)

Je-li © kone¢nd abeceda, znaci symbol X soubor v§ech konecnych slov sloZzenych z prvki
Y. Jazyk nad abecedou X je podmnozina X".

Turinguv stroj je matematicky model vypoCetniho zafizeni, které je vybaveno
koneéné-stavovou fidici jednotkou (,hlava odvozovace*), jednosmérné nekonecnou pracovni
paskou (,papir®), a Eteci/zapisovou hlavou (,tuzka/guma®).

Na zacatku vypocCtu je na pasce zapsano konecné vstupni slovo nad vstupni abecedou,
hlava je na nejlevéjsi pozici, a stavova jednotka je v poCatecnim stavu.

Stroj na zakladé svého momentalniho kontrolniho stavu a symbolu pod ¢éteci hlavou provede
~vypocetni krok“, tj. zmeéni svuj kontrolni stav, nahradi symbol pod ¢teci hlavou jinym
symbolem pdskové abecedy, a posune ¢teci hlavu vievo nebo vpravo.

Vypocet se zastavi, pokud stroj dojde do konfigurace, jejiz kontrolni stav je akceptujici nebo
zamitajici. Pro néktera slova muize stroj také nezastavit (cyklit).

Vstupni slovo je akceptované strojem M, jestlize M po koneéné mnoha krocich dojde do
akceptujici konfigurace. Soubor v8ech vstupnich slov, kterd M akceptuje, tvofi jazyk
akceptovany danym strojem, oznaCovany L(M).



“we Véta o neuplnosti. Vlastnosti jazyku.

Antonin Kuéera

Uvod

YEee @ Jazyk L C ¥ je rekurzivné vycislitelny, jestlize L = L(M) pro néjaky Turinguv stroj M. Jazyk
Logkk vero L € X" je rekurzivni, jestlize L = L (M) pro néjaky Turinglv stroj M, ktery zastavi pro kazdé
ylogismy J—
Booleova vstupni slovo. Jednoduché pozorovani je, Ze jazyk L C X" je rekurzivni pravé kdyz L i L jsou

a.‘:fbr: ':z:vmy rekurzivné vycislitelné (kde L = >*\ L).

Vyrokové logika @ Uvazme soubor vsech Turingovych stroju se vstupni abecedou {0, 1}. Bez Gjmy na obecnosti
e Ize pfedpokladat, ze kontrolni stavy a symboly paskové abecedy kazdého takového stroje
Pronodnenes jsou prvky néjaké fixni spoetné mnoziny. Pak kaZdy TuringQv stroj M se vstupni abecedou
Odvozovaci systém {0, 1} Ize jednoznacné zapsat jako slovo code(M) € {0, 1}*. Navic Ize pfedpokladat, ze kazdé

Predikatovs u € {0,1}" je k6dem néjakého stroje M, se vstupni abecedou {0, 1}.
ogika
Smaee @ Uvazme jazyk Accept = {u € {0, 1} | M, akceptuje u}.

Gerr @ Lze snadno (i kdyz technicky) dokazat, ze Accept je rekurzivné vycislitelny (Ize zkonstruovat

Vétao stroj U, ktery pro dané vstupni slovo u € {0, 1}* ,simuluje” vypocet stroje M, na slové u).

netplnosti [

::::g“v;":i @ Ukazeme, Ze Accept neni rekurzivni. Podle jednoho z pfedchozich bodu pak jazyk Accept
nedpinosti nenfi rekurzivné vycislitelny.
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Véta o neuplnosti. Jazyk Accept.

Véta 87
Jazyk Accept neni rekuzivni.

Dukaz. Predpokladejme, ze Accept je rekurzivni. Pak také Accept je rekurzivni, tj. existuje
Turinglv stroj M se vstupni abecedou {0, 1}, ktery zastavi pro kazdé vstupni slovo a
L(M) = Accept. Necht v = code(M). Plati v e L(M)?

@ Ano. Pak v ¢ L(M,) = L(M), spor.
@ Ne.Pakv e L(M,) = L(M), spor.

Z predpokladu existence stroje M se nam podafilo odvodit spor. Stroj M tedy neexistuje.

Poznamka 88

V dlikazu pfedchozi véty se objevuje urcita forma autoreference (stroj M zkouma ,sam sebe”
tak, ze analyzuje svUj vlastni kéd). Kazdy znamy dukaz véty o nelplnosti se o néjakou formu
autoreference opira.

O

Automatickeé
dokazovani



Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika

Logicky &tverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
‘Odvozovaci systém

Predikatova
logika

Syntaxe
Seémantika
‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o

neuplnosti
Turingv stroj
Dukaz véty o
nedplnosti

Pravdivost a
spinitelnost

Véta o neuplnosti. Redukce.

Definice 89

Redukce jazyka Ly C X na jazyk L, C ¥, je zobrazeni f : ¥ — ¥, splfiujici nasledujici
podminky:

@ Pro kaZdé slovo w € X} plati w € Ly pravé kdyZ f(w) € Ls.

@ f je vypocitatelné, tj. existuje Turinguv stroj M, ktery pro kaZdé vstupni slovo w € ¥} zastavi v
akceptujicim stavu a na vystupni pasku zapise slovo f(w).

Véta 90
Necht existuje redukce f jazyka L, na jazyk L,. Plati:

@ Jestlize L, je rekurzivni (resp. rekurzivné vycislitelny), pak také L je rekurzivni (resp.
rekurzivné vycislitelny).

@ Jestlize Ly neni rekurzivni (resp. neni rekurzivné vycislitelny), pak také L, neni rekurzivni
(resp. neni rekurzivné vycislitelny).

@ Redukce f je rovnéZ redukci jazyka L, na jazyk Lo.

2.vétao

Automatické
dokazovani
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Véta o neuplnosti. Minského stroj.

Definice 91
Minského stroj M se dvéma Citaci c, d je koneéna posloupnost oCislovanych instrukci tvaru

1:Comy; --- m:Comp; m+1:Halt
kde kazda instrukce Com; je jednoho ze dvou typu:
I: i: incx; gotou
Il: i: ifx=0 thengotou else dec x; goto v

kdex e{c,d},1 <u<m+1ail <v<m+i.




" Véta o neuplnosti. Minského stroj. (2)
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Sylogismy @ Konfigurace stroje M je trojice (¢, c,d), kde ¢ € {1,..., m+1} je €islo nasledujici instrukce a
Boceots ¢, d € INp jsou momentalni hodnoty Citacu.
R e @ Krok vypoctu M je binarni relace — na konfiguracich M, kde (¢,c,d) — (¢’,c’,d’) pravé

UL kdyz provedenim Com, pro hodnoty &itadl ¢, d stroj M zméni hodnoty &itadti na ¢’,d’ a

Syntaxe

Sémantika odskoci na instrukci .

Plnohodnotnost

e e @ Stroj M zastavi, pokud existuje kone¢na posloupnost konfiguraci (£y, ¢y, do), - - ., (Ck, Ck, dk),
Predikatova kde <€0/ Co, d0> = <1/ 0/ O>a fk = m+1 , a pro kaidé 0< i<k plati <f,‘, Ci, d/> = <€i+1/ Cit1, df+1>'
h;f:; @ Zapis kazdého Minského stroje je koneéné slovo nad fixni kone¢nou abecedou >. Navic
Semanika kazdé slovo w € ¥* Ize chapat jako zapis néjakého Minského stroje M,,.

‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

@ Necht Halt = {w € ©* | M,, zastavi}.

Véta o
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Véta o neuplnosti. Minského stroj. (3)

Véta 92 (Minsky)

Jazyk Halt neni rekurzivni (a tudiz Halt neni rekurzivné vyéislitelny).

Idea dlikkazu. Jazyk Accept se redukuje na jazyk Halt. Nejprve se ukaze, Ze TuringUv stroje je
mozné simulovat strojem se dvéma zasobniky, do kterych se uklada obsah pasky
nalevo/napravo od ¢teci hlavy. Nasledné se provede simulace zasobniku dvéma &itaci. Turinglv
stroj Ize tedy simulovat Minského strojem se &tyfmi &itadi. Ctyfi &itade Ize ovéem simulovat
pomoci dvou. Navic Ize pfedpokladat, Ze jejich inicialni hodnota je nula, nebot pomoci instrukci
typu | je mozné inicialni hodnotu snadno zménit na libovolnou danou konstantu. O



Matematicka
logika

Antonin Kuéera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky &tverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
‘Odvozovaci systém

Predikatova
logika

Syntaxe
Seémantika
‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
netplnosti
Turingav stroj

Dukaz véty o
netplnosti

Pravdivost a
spinitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani

Véta o neuplnosti. Rekurzivni teorie.

@ Kazdou formuli jazyka aritmetiky je mozné zapsat jako slovo nad abecedou
{v,+,%0,S,(,),VY,—,~,=,#}. Rizné proménné zapisujeme jako fetézce slozené z v rizné
délky (napf. misto x, y, z mizeme psat v, vv, vvv apod.).

@ Podobné muizeme i kazdou konecnou posloupnost formuli zapsat jako slovo nad vyse
uvedenou abecedou, kde symbol # pouzijeme pro oddéleni jednotlivych formuli.

Definice 93

Teorie T jazyka aritmetiky je rekurzivni, jestlize jazyk tvofeny zapisy vSech dikazi v T je
rekurzivni.
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Véta o neuplnosti. Rekurzivni teorie. (2)

Lze snadno (i kdyz technicky) dokazat, ze napf. Peanovy axiémy tvofi rekurzivni teorii. Definici
rekurzivity teorie Ize samozfejmé rozS$ifit i na teorie nad jinymi jazyky. Rekurzivni teorie
odpovidaji (na intuitivni Grovni) pravé teoriim, které umoznuji ,mechanické odvozovani*.
Trividlni pozorovani o rekurzivnich teoriich podava nasleduijici véta.

Véta 94

Necht T je rekurzivni teorie jazyka aritmetiky. Pak jazyk tvofeny vSemi formulemi dokazatelnymi
v T je rekurzivné vycislitelny.
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Véta o neuplnosti. Jazyk Valid.

@ Necht Valid resp. Provable jsou jazyky nad abecedou {v, +,+,0,S,(,),V, —, =, =} obsahujici
zapisy vSech formuli jazyka aritmetiky, které jsou pravdivé v realizaci (N, =, +) resp.
dokazatelné z néjaké pevné zvolené teorie jazyka aritmetiky, kterd je korektni a rekurzivni.

@ Zjevné Provable C Valid, nebot uvazovana teorie je korektni.

@ Nasim cilem je ukazat, Ze tato inkluze je viastni, tj. ze existuji formule pravdivé v (INo, %, +),
které nejsou z uvazované teorie dokazatelné.

@ JelikoZ jazyk Provable je podle véty 94 rekurzivné vydislitelny, staci ukazat, Ze Valid neni
rekurzivné vycislitelny.
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Véta o neuplnosti. Gédeltv predikat g.

Z hlediska dilkazu véty o nelplnosti je jednou z podstatnych vlastnosti pfirozenych ¢&isel jejich
schopnost ,kédovat” libovolné dlouhé konecné posloupnosti pfirozenych Cisel.

@ Definujeme 4-arni predikat p na nezapornych celych Cislech predpisem
B(a,b,i,x) < x=amod (1+b(1+1))

@ Bud S nekoneéna posloupnost nezapornych celych &isel, a, b € N,. Rekneme, Ze S splriuje
B (pro dané a a b), jestlize pro kazdé i € INy plati f(a, b, i, S(i)).

@ Pro kazdé a, b € N, existuje jedina posloupnost splfiujici 3; tou je posloupnost S, dana
pfedpisem S, (i) = amod(1 + b(1 +i)).

@ Predikat j je vyjadritelny v jazyce aritmetiky, nebot x = amod b Ize napsat jako
ax0Ab20AJk(k20A ksb<a A (k+1)+b>a A x=a—(k+b))
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Véta o neuplnosti. Godeluv predikat g. (2)

Véta 95

Pro kaZdou koneénou posloupnost ny, - - - , nx nezapornych celych éisel existuji n, m € IN,
takova, Ze nj = S, m(j) pro kazdé 0 < j < k. To znamena, Ze pro kazdé 0 < j < k plati
B(n,m,j,x) & x=n;.

Diikaz. (osnova)

@ Necht m = (max{k, no,---, ng})! Cisla pi=1+m(1+1i),kde 0 < i<k, jsou navzajem
nesoudélna a n; < p; pro kazdé 0 < i < k.

@ Dale pro kazdé 0 < i < k definujeme ¢; = po - - - - - p«/pi- Nyni pro kazdé 0 < i < k existuje
pfesné jedno d;, 0 < d; < p;, takové, Ze (¢; - d;) mod p; = 1

Definujeme

k
n = Zc;-d,--ni
i=0

Pro kazdé 0 < i < k plati n; = nmod p;, coz je tvrzeni véty.
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Uvod
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Logicky &tverec
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Jazyk Valid neni rekurzivné vycislitelny.

Booleova

algebra logiky
Dva zakl. problémy

Dukaz. Jazyk Halt zredukujeme na jazyk Valid. Bud w € 5 libovoIné slovo nad abecedou

Vyrokova logika

et jazyka Halt, a necht

Sémantika

Kokt My, = 1:Comy; -+ m:Comp; mtl:Halt

Odvozovaci systém

B je Minskéhp svtrgj se dvéma él’taé'i kédovany slovem w. Redukce f(w) vraci formuli tvaru -V,
— kde V,, vyjadiuje, ze M, zastavi.

—eem  Stroj M, zastavi, pravé kdyz existuje k € N, a posloupnost konfiguraci
NStslolipincatt (ly, Co, o), ..., Lk, Ck,dx) takova, Ze

::I'l_aplt:josli : o <[0/ Co, dO) = <1 s 0/ 0>!

s Q (= m+1,

Dravts © prokazdé 0 < i<k plati ((;, ¢, dj) — (€is1, Civt, Oit1).

spinitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani
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Véta o neuplnosti. Dukaz. (2)

Jelikoz posloupnost konfiguraci je posloupnosti pfirozenych Eisel, miZzeme pomoci predikatu
uvedenou podminku zapsat nasledovné:

dk Jadb INIT(a,b) A HALTING(a,b,k) A (VI 0<i<k — STEP(a, b, i))
kde jednotlivé podformule vyjadfuji nasleduijici:
@ ,Posloupnost S, zacina zapisem konfigurace (1,0,0)".

INIT(a,b) = B(a,b,0,1)Ap(a b,1,0)Ap(a,b,2,0)

@ ,Konfigurace (¢, ck, dk) v posloupnosti S, » spliuje ¢ = m+1*“.

HALTING(a,b,k) = p(a b, k=3, m+1)
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Véta o neuplnosti. Dukaz. (3)

@ Plati (¢, ¢, di) = ({i1,Ciiq,dip1) . Formule STEP(a, b, i) je definovana takto:
YeVYeYd Ve Ye' Yd’

( Blab,ix3,0) A p(ab,ix3+1,c) A plab,ix8+2,d)
B(a,b,ix3+3,0') A p(a,b,*3+4,¢’) A P(a,b,i3+5,d) )
- /\ com

j=1
kde COM,; je definovana nasledovné:

@ Jestlize Com; = j: incc; gotou, pak COM; je formule

(=j) = (¢'=c+1 A d'=d A £'=u)

@ Jestlize Com; = j: incd; gotou, pak COM; je formule

(¢=j) = (d'=d+1 A c’=c A l'=u)



Matematicka
logika

Antonin Kuéera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky &tverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
‘Odvozovaci systém

Predikatova
logika
Syntaxe
Seémantika
Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o

netplnosti
Turingav stroj
Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani

Véta o neuplnosti. Dikaz. (4)

@ Jestlize Com; = j: if c =0 thengotou else dec c; goto v, pak COM; je formule
(t=j) — ((c:o - (¢'=c Al'=u)) A(c21 > (¢'=c-1 A L'=V)) A d’:d)

@ Jestlize Com; = j: if d =0 thengotou else decd; goto v, pak COM; je formule

(t=)) - ((d:o = (d'=d A l'=u)) A(d21 > (d'=d-1 A =V)) A c’:c)
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Logicky &tverec e o . . . , e
Sylogismy Trivialnim disledkem veéty 94 a vety 96 je nasledujici:
Booleova
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Dva zékl. problémy

Véta 97 (o neuplnosti)

Vyrokova logika
Syntaxe

Semantika Neexistuje Zadna rekurzivni teorie jazyka aritmetiky, ve které jsou dokazatelné prave vsechny
Kokt formule pravdivé v realizaci (N, +, ). Specielné pro kaZdou korekini rekurzivni teorii T (tj.
DL LT takovou teorii, kterd umoZnuje dokazat pouze formule pravdivé v (INy, +, +)) nutné existuje

f;’:i‘;:‘““"é formule platna v (N, +, *), kterd neni v T dokazatelna.

Syntaxe
Seémantika
‘Odvozovaci systém

Veta o Gplnosti Véta 97 byva v literatufe také oznaCovana jako prvni véta o nedplnosti. PGvodni Gédelova
Véta o formulace této véty (a zejména jeji dikaz) vypada odlisné.

netplnosti
Turingv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
spinitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani
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Pravdivost a splnitelnost.

Otazku, zda existuje mechanicky postup (algoritmus), ktery rozhodne, zda je dané
matematické tvrzeni pravdivé nebo ne (tzv. Entscheidungsproblem) formuloval David Hilbert
v roce 1928.

Pokud za matematicky spravna tvrzeni povaZzujeme formule ¢ jazyka teorie mnozin takové,
ze ZF E ¢, je jazyk tvofeny v8emi spravnymi tvrzenimi rekurzivné vycislitelny, nebot ZF = ¢
prave kdyz ZF + ¢ a ZF je rekurzivni teorie.

Alan Turing publikoval v roce 1936 praci ,On Computable Numbers, with an Application to the
Entscheidungsproblem*, kde zaved| pojem Turingova stroje a ukazal, Ze jazyk tvoreny
predikatovymi tautologiemi (nad jistym fixnim kone€nym systémem predikatovych a
funkénich symbolu) neni rekurzivni.

Kurt Godel publikoval vétu a Uplnosti v roce 1930 a dvé véty o nelplnosti v roce 1931, kdy
Turingovy vysledky neexistovaly. Jednoduché dlkazy prvni Gédelovy véty o nelplnosti (jako
ten prezentovany na prednasce) se objevily pozdéji.
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Pravdivost a splnitelnost. (2)

@ Necht £ = {0, S, Reach}, kde 0 a S jsou funkéni symboly arity nula resp. jedna, a Reach je
predikatovy symbol arity tfi.

@ Necht Tautologies je jazyk tvofeny zapisy vSech formuli ¢ predikatové logiky nad £, které
jsou tautologiemi, tj. plati = ¢.

@ Ukazeme, ze Tautologies neni rekurzivni.



" Pravdivost a splnitelnost. (3)
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Uvod
Aristotelova Veta 98
logika
Logicky &tverec
Sylogismy

Jazyk Tautologies neni rekurzivni.

Booleova
2iocbra loglky Dukaz. Jazyk Halt zredukujeme na jazyk Tautologies. Bud w € ¥ libovolné slovo nad
va 2kl problémy X
Virokov losi abecedou jazyka Halt, a necht
yrokova logika
Syntaxe
semanthe M, = 1:Comy; --- m:Comp; m+1:Halt
Kompaktnost

Odvozovaci systém je Minského stroj se dvéma Citaci kédovany slovem w. Redukce f(w) vraci formuli W, kde
f;f:;l‘(gﬁ'“’"é = v, pravé kdyz M, zastavi.

. @ Kazdému k € Ny pfifadime (nularni) term [k] = S(S(... S(0)...), kde S je pouzito k-krat.
‘Odvozovaci systém

Véta o dpinosti @ Predikat Reach((, c, d) vyjadfuje, Ze konfigurace (¢, c, d) je dosazitelna z pocateéni
Vétao konfigurace (1,0, 0).

netplnosti

L] @ Pro kazdé i € {1,... m} sestrojime formuli ¢;, ktera fika ,je-li (i, c, d) dosazitelna konfigurace,

Dukaz véty o

:fff;."ﬂ. pak je dosazitelna i konfigurace (i, c¢’,d"), kde (i,c,d) — (', ¢/, d")".
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani
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Pravdivost a spinitelnost. (4)

Pak

v,

Reach([1],[0],[0]) A /m\ (p,-] — dc dd Reach([m+1], ¢, d)

i=1

Formule ¢; jsou definovény takto:

@ Jestlize Com; = i: incc; gotou, pak

Qi

Ve Vd Reach(]i], c,d) — Reach([u], S(c),d)

@ Jestlize Com; = i: inc d; goto u, pak

Qi

V¢ Vd Reach([i], c,d) — Reach([u], c, S(d))

@ Jestlize Com; = i: if c =0 thengotou elsedecc; gotov, pak ¢; = ¢ A &, kde

i

&

¥d Reach([i],[0], d) — Reach([u], [0], d)
Ve Vd Reach(]i], S(c),d) — Reach(|v],c,d)
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Pravdivost a splnitelnost. (5)

@ Jestlize Com; = i: ifd =0 thengotou elsedecd; gotov,pak @, = ;A& kde

Y; = VYc Reach([i], c,[0]) = Reach([u],c,[0])

& Ve Vd Reach(]i],c, S(d)) — Reach(|v],c,d)

Dokazeme, ze M, zastavi pravé kdyz = v,,.

(=) Bud U realizace £ takova, ze U = Reach([1],[0],[0]) A A, ;. Z konstrukce formuli ¢;
ihned plyne, ze pro libovolnou dosazitelnou konfiguraci (¢, ¢, d) stroje M,, plati

U = Reach([(], [c], [d]). Jelikoz M,, zastavi, plati U = Reach([m+1],[c’],[d']) pro n&jaké
¢’,d € Nyp. Celkem U = V,,.

(<) Necht M,, nezastavi. Uvazme realizaci nad univerzem N, kde 0 je realizovano jako nula,
S jako pfi¢teni jedniCky, a Reachy, (¢, ¢, d) pravé kdyZ je konfigurace (¢, ¢, d) dosazitelna.
Jelikoz M, nezastavi, pro kazdé c, d € Ny plati, ze predikat Reachn,(m+1, ¢, d) neni splnén.
Zjevné Ny = Reach([1],[0],[0]) A AT @i, ale Ng (= Wy,
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Pravdivost a splnitelnost. (6)

@ Pro kazdou uzavienou formuli ® plati, Ze = ® pravé kdyz —® neni splnitelna. Okamzitym
dasledkem véty 98 je nasleduijici:

Véta 99

Necht Satisfiable je jazyk tvofeny zapisy vSech formuli predikatové logiky nad jazykem
L = {0, S, Reach}, které jsou splnitelné. Pak Satisfiable neni rekurzivné vycislitelny.




Matematicka
logika

Antonin Kuéera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky &tverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
‘Odvozovaci systém

Predikatova
logika

Syntaxe
Seémantika
‘Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
netplnosti
Turinguv stroj

Dukaz véty o
netplnosti

Pravdivost a
spinitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani

Pravdivost a splnitelnost. (7)

@ Uvazme jazyk (s rovnosti) £ = {0, S, Reach’}, kde Reach’ je predikatovy symbol arity 4.
UzZitim techniky z dilkazu Véty 98 Ize snadno dokazat nasledujici:

Véta 100 (Boris Trachtenbrot)

Necht Fsatisfiable je jazyk tvofeny zapisy vsech formuli predikatové logiky nad jazykem /',
které jsou konecne splnitelné. Pak Fsatisfiable neni rekurzivni.

Diikaz. [Osnova] Jazyk Halt zredukujeme na jazyk Fsatisfiable. Pro dany Minského stroj M
sestrojime formuli tvaru

Reach’([1,[0], [0}, [0]) A /\ ¢

i=1
A Reach’(xq, %2, X3,¥) = (S(y)#0 AVz(y# z = S(y)#S(2)))

\j

kde formule ¢; jsou definovany stejné jako v dilkazu véty 98 s tim rozdilem, Ze posledni
argument Reach’ se vzdy ,zvétsi o jednicku” pomoci S. Snadno se ovéfi, Ze M zastavi pravé
kdyz W ma kone¢ny model.

O



" Pravdivost a splnitelnost. (8)
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Sylogismy

Booleova @ Jazyk Fsatisfiable je rekurzivné vycislitelny, jeho dopinék tedy rekurzivné vycislitelny neni.
algebra logiky

B ey @ Formule ¢ predikatového poétu je konecné-pravdiva, psano =, @, prave kdyz ¢ je pravdiva
Virokova logika ve véech konec¢nych realizacich svého jazyka.

Syntaxe
Sémantika

Pinohodnotnost @ Uzavrena formule ¢ je kone¢né-pravdiva pravé kdyz —® neni konecné-splnitelna. Proto jazyk
o i Ftautologies tvofeny zapisy vSech kone¢né-pravdivych formuli predikatové logiky nad

Predikitova jazykem L’ neni rekurzivné vycislitelny.

'23:; @ Dusledkem véty 100 je tedy to, Ze neexistuje zadny odvozovaci systém s vlastnosti + ¢ prave
e yetem kdyz = ¢, dokonce ani pro fixni jazyk £'.

Véta o uplnosti

Véta o
netplnosti
Turinguv stroj

Dukaz véty o
netplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani
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Druha véta o neuplnosti. Uvod

PuUvodni Gédelova formulace 1. véty o nelplnosti se tykala tfidy teorii, které vzniknou
Jprimitivné rekurzivnim rozsitenim* jedné fixni teorie (varianty Peanovy aritmetiky).

Dlkaz je zaloZen na konstrukci pravdivé formule, jejiz intuitivni vyznam je ,ja nejsem
dokazatelna*.

Pomoci vytvofeného aparatu je mozné kédovat metatvrzeni o Peanoveé aritmetice jako
formule jazyka aritmetiky. Jednim takovym metatvrzenim je bezespornost. Druha Gddelova
véta o neuplnosti fika, Ze tato formule neni v Peanové aritmetice dokazatelna.

Klicové obraty celé konstrukce si nyni naznacime. V této ¢asti se slovem formule“ mysli
formule jazyka aritmetiky.



“ie - Prvni véta o neuplnosti. Godeluv dikaz
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Uvod

Aristotelova
Iogika . ’ 7 7 . . . 7 s 7
Logicky étverec Jednim z pokusU o vytvoreni rekurzivni a Uplné teorie aritmetiky byl nasledujici systém

:V"’I‘"s"" nazyvany Peanova aritmetika (seznam Peanovych axiéomil byva v literatufe uvadén v riiznych
ooleova 7
algebra logiky pOdObaCh ) :

Vx S(x)#0
Yx¥y S(x)=S(y) = x=y

Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
‘Odvozovaci systém

o

(*)

@ Vx x40 =x
Predikatova @ VxVy x+S(y) = S(x+y)

o

o

(*)

logika
VX x40 =0
woimmont | YxVy x=S(y) = (x+y) + x
e (p(0) AVX (p(x) = @(S(x)))) = ¥x@(x), kde ¢ je formule s jednou volnou proménnou x.
ey

neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatickeé
dokazovani
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Automatické
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Prvni véta o neuplnosti. Godeluv dukaz (2)

Ptvodni formulace Godelovy véty uvetejnéna v praci Uber formal unentscheidbare Sétze der
Principia Mathematica und verwandter Systeme | z roku 1931 je tato:

Satz VI

Zu jeder w-widerspruchsfreien rekursiven Klasse y von Formeln gibt es rekursive
Klassenzeichen r, so da3 weder v Gen r noch Neg(v Gen r) zu Flg(x) gehért (wobei v die freie
Variable aus r ist).

Tuto formulaci Ize (o néco Citelnéji) prepsat nasledovné:

Véta 101

Necht T je teorie splfiujici nasledujici podminky:

@ Jazyk teorie T je stejny jako jazyk odvozovaciho systému P.

@ T obsahuje axiomy systému P a navic néjaky primitivné rekurzivni soubor dalSich axiému.
@ T je w-konzistentni.

Pak T je neuplna, tj. existuje sentence ¢ takova, Ze T ¥ ¢ a sou¢asné T ¥ —p.
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Automatickeé
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Prvni véta o neuplnosti. Godeluv dukaz (3)

@ Odvozovaci systém P je variantou odvozovaciho systému z Principia Mathematica k némuz
jsou pfidany ,aritmetické“ axiomy podobné Peanové aritmetice.

@ Teorie je T je w-konzistentni pokud neexistuje zadna formule ¢(x) takova, ze soucasné plati
@ T+ 3dxe(x),
@ T+ -p[x/k] pro kazdé k € IN.

Kazda korektni teorie, kterd umozfiuje dokazat pouze formule platné v INy, je w-konzistentni.
Plivodni formulace Gddelovy véty se ovSem vyhyba ,sémantickym* pojmam.
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Prvni véta o neuplnosti. Gédeluv dukaz (4)

Necht PA znaci teorii Peanovy aritmetiky, a necht IN, znaci realizaci (N, +, *) jazyka
aritmetiky. Formule jsou kone¢na slova nad abecedou {v, +,+,0,S,(,), ¥, —, -, =} a Ize je tedy
kdédovat Cisly stejnym zplisobem jako konfigurace Turingovych strojd. Pro kazdou formuli ¢
oznacime symbolem [¢] Cislo, které je jejim kodem.

Lema 102 (Godelovo lema o pevhém bodé)

Pro kazdou formuli i(x) existuje uzaviena formule t takova, Ze PA + © < ([ 1]). (Formule t
fika ,y plati pro mdj kéd*.)

Dukaz. (osnova) Pro libovolnou fixni proménnou X Ize sestrojit formuli SUBST(x, y, z), ktera

fika nasledujici:

@ ,Cisloz je kédem formule, kterou ziskame substituci proménné x, za konstantu s hodnotou
x ve formuli s kodem y.“

Napt. SUBST (5, [¢(X0)1,413) je pravdiva prave kdyz [¢(5)] = 413. Konstrukce formule
SUBST(x,y, z) je technicka; Ize pouzit podobny pfistup jako pfi konstrukci formule ACOMP
v dliikazu véty 96.
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Prvni véta o neuplnosti. Godeluv dukaz (5)

Nyni definujeme

@ o(x) = Yy (SUBST(x,x,y) = (y))

® 7 = o([o(X)]1)

Ovéfme, Ze T ma pozadovanou vlastnost:

® v = o(fo(x)]) = Yy(SUBST([o(x0)1,[a(X0)1y) = ¢(y))

@ No = Yy (SUBST([a(x0)1,Ta(X0)1,¥) = ¢(y)) pravé kdyz
No = Vy (y =o(Ta(x)1)T — ¥(y))

@ Vy(y=Tlo([o(x)1— () = Yy(y=It1-¢(y))
@ Ny = Vy(y =T[t]— ¢(y)) pravé kdyz Ny = ¢([71)

Predchozi argument se opira o sémantickou ekvivalenci jistych formulf; ekvivalence téchto
formuli je ale ve skute¢nosti dokazatelna v PA. Napf.

PA'+ (Yy (y =T11 = 9(y))) < (1)

coz je tfeba v poslednim bodu. Proto PA + © & ([ 1]).
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Prvni véta o neuplnosti. Godeluv dukaz (6)

Véta 103 (Prvni véta o neuplnosti, Godelova)

Lze sestrojit uzavienou formuli o, ktera je pravdiva v Ny, ale neni dokazatelna v PA.

Dikaz. (osnova) Ukaze se, Ze i dukazy (ij. koneéné posloupnosti formuli) je mozné kédovat
Cisly, a ze existuje formule PROOF(x, y), ktera fika, Ze x je kédem dukazu (v PA) pro formuli
s kddem y. Dokazatelnost v PA Ize pak zapsat formuli

@ PROVABLE(y) = 3x PROOF(x,y)

Pak pro kazdou uzavfenou formuli ¢ plati

@ PA ¢ pravé kdyz INg = PROVABLE([¢1)
Dale Ize ukazat

@ PA + ¢ pravé kdyz PA + PROVABLE([¢1)

Smér <" plyne ihned z korektnosti PA (indukci se snadno ukaze, Ze jestlize PA + ¢, pak
Ny = ¢). Opaény smér je vyrazné pracnéjsi.
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Prvni véta o neuplnosti. Godeluv dukaz (7)

Nyni staci aplikovat lema 102 na formuli =PROVABLE(x). Dostaneme tak sentenci ¢ takovou,
ze plati

@ PA + 9 & -PROVABLE([ )

Formule o tedy Fika ,ja nejsem dokazatelng®, pfic¢emz toto tvrzeni je v PA dokazatelné.

Z korektnosti PA dostavame, ze

@ N |= 0 & ~PROVABLE([¢])

Pak ale musi platit N, = p; kdyby totiz Ny = —p, dostaneme N, = PROVABLE([¢1), proto
PA + p atedy Ny = o, spor.

Jelikoz Ny = o, plati N, = ~PROVABLE([ 1), tedy N, = PROVABLE([0]), proto PA ¥ .
Formule ¢ je tedy pravdiva v N, ale neni dokazatelna v PA.
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Druha véta o neuplnosti. Tvrzeni o PA v PA.

Pozorovani:

@ Dukaz vety 103 se opira o moznost vyjadfit jista metatvrzeni o formulich aritmetiky a teorii
PA jako formule aritmetiky. Typicky Ize takto vyjadfit tvrzeni, ktera se tykaji dokazatelnosti.

@ Metatvrzeni ,PA + ¢* Ize vyjadfit formuli PROVABLE([¢1). Dokonce plati PA + ¢ pravé
kdyz PA - PROVABLE([¢1).

@ | metatvrzeni ,PA + ¢ pravé kdyz PA + PROVABLE([¢1)" Ize vyjadfit v PA pomoci
formule

PROVABLE([¢1) < PROVABLE([PROVABLE([¢7)7)

| tato formule je v PA dokazatelna.

@ Bezespornost teorie PA Ize vyjadfit formuli CONSIS = -PROVABLE([E A =£&1), kde € je
(néjaka) formule.
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Druha véta o neuplnosti. Tvrzeni o PA v PA. (2)

@ Jsou ale i metatvrzeni o formulich aritmetiky, ktera jako formule aritmetiky vyjadfit nelze.
Typicky se jednd o tvrzeni tykajici se pravdivosti.

@ Tvrzeni ,Ny = ¢* jako formuli aritmetiky vyjadfit nelze: Pfedpokladejme naopak, ze
existuje formule TRUE(x) takova, ze Ny |= ¢ prave kdyz Ny = TRUE([¢1). Pak podle
lematu 102 existuje sentence t takova, Zze INy = t pravé kdyz Ny = ~TRUE([1]).
Ovsem podle vySe uvedeného plati INy |= t pravé kdyz INo = TRUE([1]), coz je spor.
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Druha véta o neuplnosti. Dukaz.

Uvahy o vyjadfitelnosti nékterych vlastnosti teorie PA formulemi aritmetiky hraji kli¢ovou roli
v dikazu nésledujiciho tvrzeni:

Véta 104 (2. véta o neuplnosti, Gédelova)

Formule CONSIS neni v PA dokazatelna. (Obecnéji: v ,dostate¢né silné“ teorii Ize dokazat jeji
vlastni bezespornost jen v pfipade, Ze je tato teorie spornd.)

Dukaz. (osnova) Necht o je formule zkonstruovana v dilkazu véty 103 (kterd o sobé Fika, Ze je
nedokazatelna). Uvazme nasledujici metatvrzeni:

@ Jestlize PA + g, pak plati PA + PROVABLE([¢]) a sou¢asné PA + -PROVABLE([¢1)"

Toto tvrzeni je nejen pravdivé, ale Ize ho vyjadfit formuli aritmetiky, ktera je navic dokazatelna
v PA:

@ PA + PROVABLE([¢]) —
(PROVABLE(TPROVABLE T1)1) A PROVABLE(T-PROVABLE(To1)1))

Proto plati také PA + PROVABLE([¢]) — —~CONSIS.
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Druha véta o neuplnosti. Dukaz. (2)

Obménou uvedeného tvrzeni dostavame
@ PA+ CONSIS — —~PROVABLE([01)

Kdyby PA + CONSIS, platilo by také PA + =PROVABLE([ 1) (aplikaci MP). Uz dfive jsme ale
ukdzali (viz dukaz véty 103), ze

@ PA+ o & -~PROVABLE([¢])

Dalsi aplikaci MP tedy dostavame PA + o, spor.

Na intuitivni Grovni: druha véta o neuplnosti fik4, Ze bezespornost ,dostatecné silné“ teorie
(napf. teorie mnozin) nelze v této teorii dokazat. Jedind moznost je pouzit metaargumenty, tj.
zdlvodnit bezespornost dané teorie pomoci teorie ,vy$si“. Ani bezespornost této vyssi teorie
neni ovéem mozno prokazat v ni samé. Na néjaké Urovni ndm prosté nezbyvd, nez

v bezespornost uvérit, resp. ji pfedpokladat. Gdédelovy vysledky o nelplnosti maji tedy i svij

epistemologicky vyznam.
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Automatické dokazovani.

@ Odvozovaci systémy pro logiky s implikaci a negaci zaloZzené na pravidle modus ponens (tzv.
Hilbertovské systemy) reflektuji styl lidského uvazovéani a vznikly v souvislosti se snahou o
formalizaci matematiky.

@ Hilbertovské systémy nejsou pfili§ vhodné jako zaklad pro automatické dokazovani formuli
vyrokového nebo predikatového poctu. Z tohoto pohledu jsou vyrazné vyhodnéjsi odvozovaci
systémy zaloZzené na rezoluci.

@ Pro kazdou teorii T a kazdou uzavienou formuli ¢ jejiho jazyka plati T = ¢ pravé kdyz
T U {—} neni splnitelnd. Misto T |= ¢ tedy mUzeme prokazovat nesplnitelnost teorie
T U {—¢p}.
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Rezoluc¢ni metoda. Vyrokovy pocet.

@ Kazdou formuli ¢ vyrokového poctu Ize ekvivalentné zapsat v konjunktivni normalni formé
CNF, . jako formuli tvaru C; A --- A C,,, kde kazdé C; je klauzule, tj. disjunkce literalt tvaru
{1V -+ V Uy, kde literal je bud’ vyrokova proménnd nebo negace vyrokové proménné (viz
véta 28).

@ Pro nase Ucely je vhodnéjsi definovat klauzule jako koneéné soubory literalt (vyhneme se
tak formalnim problémam, které by vznikly pfi moznosti opakovat v klauzuli tentyZ literal
nekolikrat).



" Rezoluéni metoda. Vyrokovy pocet. (2)

Antonin Kuéera

Uvod

Aristotelova
logika
Logicky étverec Defl 1] ice 1 05
Sylogismy
Booleova
algebra logiky
Dva zaKl. problémy

Vyrokové logika @ Klauzule je kone¢ny soubor literald. Prazdna klauzule se znac¢i symbolem 0.

Syntaxe

@ Literal je vyrokova proménna nebo jeji negace.

Sémantika
Plnohodnotnost
Kompaktnost Notace:

‘Odvozovaci systém

B @ Klauzuli {¢4,...,¢,} zapisujeme také jako (1 V ... V (5, kde na poradi literali nezélezi. Jsou-li
gl C; a C; klauzule, pak symbolem C; v C, oznaéujeme klauzuli C; U C,. Misto C v {¢} piS§eme

Syntaxe .
Sémantika jen CcCv¢t

‘Odvozovaci systém

Veta o gpinosti @ Konecny soubor klauzuli {Cy, ..., C,} zapisujeme také jako C; A --- A C,, kde na poradi
e klauzuli nezélezi.

neuplnosti
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Rezolucni metoda. Vyrokovy pocet. (3)

Definice 106
@ Necht' v je valuace.

@ Klauzule C je pravdiva (splnéna) pfi valuaci v, jestlize existuje literal ¢ € C takovy, Ze
v(€) = 1. V opacném pfipadé je C nepravdiva (nesplnéna) pfiv.
@ Soubor klauzuli T je pravdivy (splnény) pfi valuaci v, jestlize kaZda klauzule C €T je pfiv
splnéna. V opacném pripade je I' je nepravdivy (nesplnény) pfiv.
@ Kilazule je spinitelna, pokud existuje valuace, pfi které je splnéna. V opacném pfipadé je
nesplnitelna (prazdna klauzule o je tedy nesplinitelna).

@ Soubor klauzuli T je spinitelny, pokud existuje valuace, pfi které je spinén. V opaéném
pripadé je nesplnitelny.
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Rezoluéni metoda. Vyrokovy pocet. (4)

Rezoluéni odvozovaci pravidlo: Z klauzuli tvaru C; VA a C, vV —A, kde A ¢ Cy a —=A ¢ C,, odvod
klauzuli C; v Co.
Lema 107

Necht' T je soubor klauzuli a necht C je klauzule, ktera vznikne aplikaci rezoluce na (néjaké)
dvé klauzule z T. Je-li T splinitelny, pak také T A C je splnitelny.

Diikaz. Predpokladejme, Ze C vzniklo pomoci rezoluce ze dvou klauzuli tvaru C; vV A a

Co v —-A, které patfido I' (tj. C = Cy v C». Jelikoz T je splnitelné, existuje valuace v takova, Zze
Ci VA i G,V —A jsou pfi v splnény. Pfitom ale bud v(A) = 0 nebo v(—-A) = 0, tedy alespon
jedna z klauzuli C; a C; je pfi v splnéna. Proto je pfi v splnéna i klauzule C = C; v C,. m]



" Rezoluéni metoda. Vyrokovy pocet. (5)

Antonin Kuéera

Uvod

Aristotelova

logika

Logicky &tverec

Sylogismy

Booleova ..

algebra logiky Definice 108

Dva zakl. problémy

BT Bud'T soubor klauzuli a C klauzule. Rezolucni dikaz klauzule C ze souboru predpokladii T je

Syntaxe koneéna posloupnost klauzuli Cs, ..., C, takova, Ze
Sémantika

Plnohodnotnost —

Kompaktnost ° C" 7 C

‘Odvozovaci systém
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Rezoluc¢ni metoda. Vyrokovy pocet. (6)

Véta 109
Necht' T je soubor klauzuli. Pak I je nesplnitelny pravé kdyz I + 0.

Dukaz.

<: Jelikoz I + O, existuje konecna posloupnost klauzuli Cs, ..., C,, ktera je didkazem oz T.
Podle lematu 107 plati, ze je-li soubor ' A Cy A --- A C,, nesplnitelny, pak je nesplnitelny také
soubor I'. OvSem soubor I' A C; A --- A C, je zjevné nesplnitelny, nebot obsahuje klauzuli
C,=n0.

=: Necht T je nesplnitelny soubor klauzuli, a necht m je po€et vSech navzajem rlznych literalQ,
které jsou obsazeny v klauzulich souboru I'. Indukci k m dokazeme, ze I' + O.

@ m = 0. Jelikoz I je nesplnitelny, musi obsahovat alespon jednu klauzuli. Pfitom jedina
klauzule, kterou I mize obsahovat, je prazdna klauzule o. Plati tedy I' = {O} a tudiz I + O.

@ Necht se v klauzulich souboru I' vyskytuje pravé m + 1 navzajem riznych literal(. Jelikoz I
je nesplnitelny, musi existovat vyrokova proménna A takova, ze literaly A i —=A jsou obsazeny
v néjaké klauzuli souboru I (ne nutné ve stejné). V opacném pripadé by totiz existovala
splfujici valuace v pro I', kde

@ v(A) = 1 pro vSechny vyrokové proménné A, kde A je obsazeno v néjaké klauzuli
souboru I,
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Rezolucni metoda. Vyrokovy pocet. (7)

@ v(A) = 0 pro v8echny vyrokové proménné A, kde —A je obsazeno v néjaké klauzuli
souboru .

Uvazme tedy literaly A, —A, které se vyskytuji v klauzulich souboru I'. Necht
[=C;A---ACp anecht

EFA:CA ~ACh, kdeCA Ci\ {A},
B A=CAA---ACA kde C* = G\ {-A}.

Soubory I i ™ jsou nesplniteIné, jinak by I byl spinitelny. Podle indukéniho pfedpokladu
tedy plati I + oa ™ + 0. Je ihned vidét, Ze pokud v dilkazu 0 z [ vZzdy pouZijeme klauzuli
Ci misto klauzule C,A, dostaneme dikaz bud’ prazdné klauzule nebo klauzule {A} z T.

V prvnim pfipadé jsme ihned hotovi, v druhém pfipadé aplikujeme stejné pozorovani na
dukaz 0z 4. Pfi pouziti C; misto C;* tak obdrzime bud' dilkaz 0 z I" (a jsme hotovi), nebo
dlkaz klauzule {-A} z . Pokud I' + {A} a T + {=A}, plati rovnéz I' + O, nebot uvedené dikazy
staCi zfetézit za sebe a aplikovat rezolucni odvozovaci pravidlo na {A} a {—=A}.

O
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Rezolucni metoda. Predikatovy pocet.

@ Ukazeme, Ze kazdou formuli ¢ predikatové logiky je mozné algoritmicky pfevést na formuli
tvaru

¢ = VX;-VXy CiA--AChy.

Kazda klauzule C; je kone€nou disjunkci literalti tvaru P(ti, ..., t) nebo =P(t;,..., t), kde k
jearita Pat,...,t jsou termy, v nichz se mohou vyskytovat proménné xi, ..., x, (a Zadné
dalsi).

@ Formule ¢ obecné neni ekvivalentni formuli ¢ a mlze byt vytvofena nad bohatSim jazykem
obsahujicim nové funkEni symboly. Nicméné plati, Ze ¢ je splnitelné pravé kdyz ¢ je
splnitelna.

@ Rezoluéni odvozovaci pravidlo
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