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Matematicka logika
Materialy ke kurzu MA0Q7

Posledni modifikace: brezen 2024

Antonin Kuéera

Logika.

Logika (z feckého Aoyoc) zkoumd zplsob
vyvozovani zavéru z predpokladu.

V bézné fteCi se ,logikou“ oznaluje
mySlenkova cesta, ktera vedla k danym
zaverim.

Logika nezkouma lidske mysleni
(psychologie) ani obecné hranice lidského
poznani (epistemologie).

.Muze vSéemohouci Bih stvofit kamen, ktery
sam nedokaze uzvednout?“


http://www.fi.muni.cz/usr/kucera/teaching.html
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Logika. Neformalni, formalni, matematicka.

@ Neformalnilogika studuje problematiku spravné argumentace v pfirozeném jazyce.

@ Formalnilogika definuje a studuje abstraktni odvozovaci pravidla (ij. ,formy usudki®), jejichz
platnost nezavisi na vyznamu pojmu, které v nich vystupuiji.

@ Pojmem matematicka logika se obvykle mysli dvé riizné oblasti vyzkumu:

@ aplikace poznatkl z oblasti formalni logiky na matematiku (napf. snaha ,vnofit*
matematiku do logiky ve formé koneCného systému axiomu a odvozovacich pravidel);

@ aplikace matematickych struktur a technik ve formalni logice (napf. teorie modeld, teorie

dukazUl, apod.)

Aristotelova logika.

Aristoteles (384-322 pf. Kr.)

@ PovaZovan za zakladatele formalni logiky.
@ Zaved! a prozkoumal pojem sylogismu.

@ Aristoteles zkoumal také pravdivostni médy a
polozil tak zaklady modalni logiky.
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Aristotelova logika. Logicky ctverec.

Necht S a P jsou neprazdné vlastnosti.

Aristoteles

rozliSuje

kategoricka tvrzeni:

nasledujici

@ A ,vSechna S jsou P*

@ E ,Zadna S nejsou P*

@ /| ,néktera S jsou P*

@ O ,néktera S nejsou P*“

Mnemonika: Afflrmo—nEgO
(tvrdim—popiram)

Aristotelova logika. Logicky ctverec. (2)

zakladni

@ A a O jsou kontradiktoricka, tj. nemohou byt sou¢asné pravdiva ani sou¢asné nepravdiva. | a

E jsou rovnéz kontradiktoricka.

@ A a E jsou kontrarni, tj. mohou byt sou¢asné nepravdiva ale ne sou¢asné pravdiva.

@ /a O jsou subkontrarni, tj. mohou byt souCasné pravdiva ale ne soucasné nepravdiva.

@ /je subalterni (podfizené) A, tj. | je pravdivé jestlize A je pravdivé, a soucasné A je

nepravdivé jestlize | je nepravdivé. Podobné O je subalterni E.
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Aristotelova logika. Sylogismy.

@ Sylogismy jsou jednoduché usudky tvaru
Hlavni premisa
Vedlejsi premisa
. Zaver
@ Obé premisy i zavér jsou kategoricka tvrzeni tvaru A, E, I, O obsahujici dohromady prave tri
vlastnosti S, M, P, kde
@ hlavni premisa obsahuje P a M;
@ vedlejSi premisa obsahuje S a M;
@ zavérjetvaru Sz P.

@ Lze tedy rozliSit nasledujici Ctyfi formy sylogisma:

I: MxP n: PxM Im: MxP IV: PxM
SyM SyM My S My S
.SzP .SzP .SzP .SzP

@ Celkem tedy existuje 4 - 43 = 256 sylogism(.

Aristotelova logika. Sylogismy. (2)

@ Jen 24 sylogismu je platnych:

.Barbara, Celarent, Darii, Ferioque prioris

Cesare, Camestres, Festino, Baroco secundae
Tertia grande sonans recitat Darapti, Felapton
Disamis, Datisi, Bocardo, Ferison. Quartae

Sunt Bamalip, Calames, Dimatis, Fesapo, Fresison.*

@ Formal: AAA, EAE, All, EIO (Barbara, Celarent, Darii, Ferioque), AAl, EAO
(subalterni médy);

@ Formall: EAE, AEE, EIO, AOO, (Cesare, Camestres, Festino, Baroco), AEO, EAO
(subalterni médy);

@ Forma lll: AAl, EAQ, IAl, All, OAQ, EIO (Darapti, Felapton, Disamis, Datisi, Bocardo,
Ferison);

@ Forma lV: AAl, AEE, IAl, EAO, EIO (Bamalip, Calemes, Dimatis, Fesapo, Fresison),
AEOQ (subalterni méd).

@ O (ne)platnosti sylogismu se Ize snadno presvedcit pomoci Vennovych diagramu (John
Venn, 1834—-1923).
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Aristotelova logika. Platnost sylogismu.

@ D D T

(v8echna S jsou P) (z&dna S nejsou P) (néktera S jsou P) (néktera S nejsou P)

@ Sedé oblasti jsou prazdné;
@ symbol ,e“ oznaCuje neprazdné oblasti;

@ bilé oblasti mohou byt prazdné i neprazdné.

Aristotelova logika. Platnost sylogismu. (2)

@ UvaZme nyni napf. AEE sylogismus druhé formy (Camestres):

VSechna P jsou M ‘
Z4dna S nejsou M "‘

. Z4dn4 S nejsou P w

Tento sylogismus je tedy platny.

@ Pro AIO sylogismus druhé formy dostavame:

Vsechna P jsou M ‘ ‘
Néktera S jsou M o" ‘V‘
.. Néktera S nejsou P v w

Druhy diagram podava protipfiklad, sylogismus platny neni.
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Aristotelova logika. Platnost sylogismu. (3)

Rozeberme jesté AAl sylogismus treti formy (Darapti):

Vsechna M jsou P ‘

Véechna M jsou S ‘V‘

.. Néktera S jsou P v

Tento sylogismus je v Aristotelové logice povazovan za platny. Je vSak treba pouzit predpoklad,
ze kazda vlastnost je neprazdna. Tento predpoklad ale prinasi jisté problémy:

VSechny sklenéné hory jsou sklenéné.
VSechny sklenéné hory jsou hory.
.. Nékteré hory jsou sklenené.

Hlavni i vedlejSi premisa jsou na intuitivni Grovni pravdiva tvrzeni, zavér vSak nikoliv.

Booleova ,,algebra logiky“.

@ Aplikoval algebraické techniky pfi formalizaci
procesu odvozovani. Nalezl souvislost mezi
algebrou a sylogismy.

@ Booleova ,algebra logiky“ se chova podobné
jako algebra Cisel. Nasobeni odpovida logické
spojce ,a soucasné”, scitani logické spojce
,hebo*, apod. (Odtud pochazeji pojmy ,logicky
soucin“a ,logicky soucet”.).

George Boole (1815—-1864)
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Algebra logiky. Motivacni priklad.

Uvazme nasledujici sylogismus:
VSechna S jsou M
Zadna M nejsou P
.. Zadna S nejsou P

Pokud vlastnosti identifikujeme se soubory objektd univerza, pro které plati, mizeme uvedeny

ScM
sylogismus prepsat na MNP =0
SNP=0
SNM =0 (1)
a dale na MNP =0 (2)
SNP=0 (3)

Pokusme se nyni ,odvodit“ (3) z (1) a (2):

Algebra logiky. Motivacni priklad. (2)

@ Ztoho,zZe SNM =0a0n X = 0 pro libovolné X dostavame
(SNM)YNP=0 (4)

@ Podobné z (2) plyne (MN P)N S =0 (5).

@ Ze (4), (5) afaktu,ze 0U 0 = 0, plyne
(SNM)YNP)u(MNP)NnS)=0 (6)

@ Uzitim asociativity a komutativity U a N dostavame z (6)
(SNPYNMYU((SNP)NM)=0 (7)

@ Nyni podle distributivniho zakona Ize (7) pfepsat na
(SNP)N(MUM)=0 (8)

@ Jelikoz XU X’ =1a X nN1= X pro libovolné X, dostavame z (8)
SNP=0

coz bylo dokazat.
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Uvod
e V pfedchozim piikladu jsme k dokazani sylogismu pouzili symbolickou manipulaci se symboly
Logicky verec S, M a P podle nésledujicich algebraickych identit (tj. nezabyvali jsme se tim, jaky maji symboly
Sylogismy U,nN,0,1,a’ vyznam).

Booleova
algebra logiky

Dva zakl. problémy X U X = X X U X/
Vs)';l;::;vé logika X N X X X N X/
semantka XuY YUX X"
Kompaktnolst ) X ﬂ Y Y ﬂ X X U 1
Xu(Yuz) = (XuY)uz Xn1 =
Predikatova

l:giI:a Xn(Ynz) = (XnY)nZz XU0 =

Sémantika X ﬂ (X U Y) = X X ﬂ O —
Odvozovaci systém

Véta o Uplnosti X U (X ﬂ Y) - X (X U Y)/ — X/ ﬂ Y/
Véta o XN(YUZ) = (XNY)u(Xn2) (XnYy = XUy

neuplnosti
Tu.rinﬁvvslroi X U (Y m Z) = (X U Y) ﬂ (X U Z)
nelpinost
Pravdivost a
splnitelnost

1
1
O X X *XxX©o
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Aristotelova

logika

Logicky ¢tverec

Sylogismy @ Tyto identity definuji algebraickou strukturu, které se pozdéji zacCalo fikat Booleva algebra
Bool v v o

algobra logiky (pfipadné Boolelv svaz).

Dva zakl. problémy

@ V puvodni Booleové notaci se

Vyrokova logika
Syntaxe . v vrs v . .
ootk @ misto X N Y piSe X.Y (pfipadné jen XY);
Pinohodnotnost , sy
Kompaktnost @ misto X U Y piSe X + Y;

Odvozovaci systém

Predikatova @ misto X’ pl'ée 1-X.
logika

Syntase V této notaci pak identity dostavaji Ciselnou podobu a Boole sam se pokousel prevést dalsi
Sevamouant systém Ciselné konstrukce (napf. déleni, ale i TaylorQv rozvoj) do své ,algebry logiky“. Tyto Uvahy
Véta o dpinostl vSak jiz byly zcela mylné.

Véta o
neuplnosti
Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti
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Booleova @ Podle Boolea je kazdy sylogismus mozne zapsat ve tvaru
o it rosey Fi(P,M,A) 0
Vsyrokové logika FZ(S, M, B) — O
yntaxe
ilém:n:kal t F(S’ PI C) — O
Oavorovaetaystém kde Fi(P,M,A), F2(S,M,B), F(S, P, C) jsou vhodné vyrazy vytvorené ze symbolli
Predikatové 0,1, U, N,’” asymboll v zavorkach.
logika
s?n.m_ @ Symboly A, B, C plni roli ,blize neuréenych vlastnosti“ pfi prepisu kategorickych tvrzeni | a
EZT::;'V:Zsystém O. Napfr. ,néktera S jsou P“ Boole vyjadfil pomoci rovnosti SN A = P N A, {j.
Véta o dpinosti (SNA)N (PN A) =0, kde A je blize neurCena vlastnost. Tento postup neni zcela korektni.
Véta o
neuplnosti

Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
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Uvod

Aristotelova

logika

Logicky &tverec 1&7

@ Boole uvazil obecnéjsi usudky tvaru

Sylogismy

Booleova F1(A1,...,Am,B1,...,Bn) = 0

algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika

Syntaxe

Fi(Ai,...,An Bi,...,By) = 0
Pinohodnotnost

Kompaktnost F(B1 yoeeoy Bn) — 0

Odvozovaci systém

Predikatova
logika , . . , .
Syntaxe @ Cilem jeho snah bylo vyvinout metodu, kterd umozni

Sémantika

Odvozovaci systém @ zjistit, zda je dany Usudek pravdivy;

Véta o Uplnosti

Véta o @ nalézt nejobecnéjsi zaveér (F) pro dané predpoklady (Fi,...,Fx).

neuplnosti
Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost
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Algebra logiky. Booleova metoda.

Definice 1

Necht A — A,... A A-konstituent je vyraz tvaru €1 N ---N £y, kde {; je bud’ A; nebo Al

Véta 2
Pro kazde F(Xy,---, X,) plati

L Fyna@n-nea®)

velo,1)n

F(Xy,-++ , Xn) =

kde ¢;(V) je bud’ X; nebo X! podile toho, zda je v; rovno 1 nebo 0.

Pfiklad 3
Necht F(A,B) = (AUB’)n (A’ UB). Pak
F(A,B) = (F(0,00nA’'nB") U (F(0,1)NA"NnB)
U(F(1,0)nANnB") U (F(1,1)NnANB)
= (InA'nB’)uU (0NA’'NB) U (0NANB’) U (1NANB)
(A’nB’") U (AnB)

Algebra logiky. Reseni 1. problému.

Véta 4
Usudek
Fi(Ar,...,Am B,...

Fx(A4,...,Am,By,...,B,) = 0
F(B‘|,...,Bn) = O

je platny, pravé kdyz kazdy A, B-konstituent vyrazu F je A, B-konstituentem nékterého F;.
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Algebra logiky. Reseni 1. problému. (2)

Priklad 5
Uvazme opét sylogismus
SnMm 0

MNP = 0
SNnP = 0

Pak A =MaB =S,P. Uvazme A, §-konstituenty jednotlivych vyraza:

SnM : MnSnP, MnSnPF
MNP : MNnSNnP, MNS NP
SNP : MnSnP, MnSnNnP

Podle véty 4 je tento Usudek pravdivy.

Algebra logiky. Reseni 2. problému.

@ Necht A — A, ..., An, B = B, ..., B,. Uvazme predpoklady tvaru

Fi(A,B)=0,---,F«(A B)=0

Ve . 7 . Vv s 7 v = v
@ Cilem je nalézt nejobecnéjsi zaveér tvaru F(B) = 0. Oznacme

E(A,B) = F(A,B)U---UF(A,B)
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Algebra logiky. Reseni 2. problému. (2)

Véta 6

=

Nejobecnéjsi zaver F (I§) = 0, ktery plyne z E(Z\, B) =0, je tvaru

() E(.B)

velo,1}m

F(B) =

Priklad 7
Nejobecnéjsi zavér F(S, P) plynouci z predpokladd SN M =0a Mn P = 0 je tvaru

F(S,P) = ((SN0)u(0NnP)N((SNn1)U(1nP))
= SNnP

Vystavba formalnich logickych systémul.

@ Potfebujeme znat jisté pojmy a umeét myslet (metadrover).
@ Musi byt napf. jasné, co myslime symbolem, kone¢nou posloupnosti, atd.

@ Metapojmy a formalni pojmy se bohuzel ¢asto ,znaci“ stejné. Tim vznika (nespravny)
dojem, ze formalni pojmy jsou definovany pomoci ,sebe sama“ (typickym prikladem je
dukaz nebo mnoZina).

@ Co vSechno si Ize na metadrovni dovolit? (potencialni vs. aktualni nekonecno).
@ Z&kladni kroky:

@ Vymezeni uzivanych symbold (abeceda).

@ Syntaxe formuli.

@ Sémantika (zde se objevi pojem pravdivost).

@ Odvozovaci systém (zde se objevi pojem dokazatelnost).
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Vyrokova logika. Syntaxe.

Definice 8

Abecedu vyrokové logiky tvofi nasledujici symboly:

@ znaky pro vyrokové proménné A, B, C, ..., kterych je spocetné mnoho;
@ logické spojky A, V, —, =

@ zavorky (a)

Vyrokova logika. Syntaxe. (2)

Definice 9

Formule vyrokové logiky je slovo ¢ nad abecedou vyrokové logiky, pro které existuje vytvorujici
posloupnost, tj. kone¢na posloupnost slov i1, - - -, Vi, kde k > 1, 1 je p, a pro kazdé 1 <i < k
ma slovo 1; jeden z nasledujicich tvari:

@ vyrokova proménna,
@ —); pronéjaké 1 <j <,
@ (Yjovy) pronéjaka 1 < j,j < i, kde o je jeden ze symboli A, V, —.

SloZitost vyrokové formule ¢ je nejmensi ¢ takové, Ze existuje vytvorujici posloupnost pro ¢
délky praveé ¢.




Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky

Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
Odvozovaci systém

Predikatova
logika

Syntaxe

Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
neuplnosti
Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompakinost
Odvozovaci systém

Predikatova
logika

Syntaxe

Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o Uplnosti

Véta o

neuplnosti
Turinglv stroj
Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

Vyrokova logika. Syntaxe. (3)

Priklady:

® A ,B,(AAB)

® B,A (AAB)

® B,C,(C—-B),A(AA(BVB)),(AAB)
® ABAAB

Vyrokova logika. Syntaxe. (4)

Poznamka 10

V dal$im textu budeme Casto vynechavat v zapisech formuli vnéjsi zavorky. Nap¥. misto
(A v —B) budeme pséat A v —B. Po zavedeni sémantiky vyrokové logiky budeme Casto
vynechavat i dali dvojice zavorek v pfipadé, kdy vznikla syntakticka nejednoznacnost
nepovede k sémantické nejednoznacnosti.
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Vyrokova logika. Sémantika.

Definice 11

Pravdivostni ohodnoceni (valuace) je zobrazeni v, které kazdé vyrokové proménné prifadi
hodnotu 0 nebo 1.

Metamatematickou indukci ke slozitosti formule Ize kazdou valuaci v jednoznacné rozsifit na
vS§echny vyrokové formule:

@ v(A) jejiz definovano;

0 jestlize v(y) = 1;

° e |1 jinak

@ V(U Ap) = {? i:;j:fe v(¢1) = 0 nebo v(y2) = 0;

@ V(Y Vi) = {? j:;j:fe v(i1) = 0 a soucasné v(y») = 0;
@ V(Y > Up) = {? ;;S;:fe v(yy) = 1 a soudasné v(i,) = 0;

Vyrokova logika. Sémantika. (2)

Definice 12

@ Vyrokova formule ¢ je
@ pravdiva (resp. nepravdiva) pfi valuaci v, pokud v(¢) = 1 (resp. v(¢) = 0);
@ spinitelna, jestliZe existuje valuace v takova, Ze v(p) = 1;
@ fautologie (také (logicky) pravdiva), jestlize v(¢p) = 1 pro kaZdou valuaci v.

@ Soubor T vyrokovych formuli je splnitelny, jestlize existuje valuace v takova, Ze v(¢) = 1 pro
kazde p z T.

@ Formule ¢ a1 jsou ekvivalentni, psano ¢ ~ 1, jestliZze pro kaZdou valuaci v plati, Ze

v(p) = v(¢¥).
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Vyrokova logika. Sémantika. (3)

Priklad 13

@ Formule A A B je pravdiva pfi valuaci v¢, kde vi(A) = v4(B) = 1, a nepravdiva pfi valuaci v»,
kde v>(A) = 0. Jde tedy o splnitelnou formuli, ktera neni tautologii.

@ Pro kazdou formuli ¢ plati, Ze ¢ je tautologie pravé kdyz —¢ neni splnitelna.

@ Necht ¢, 1, & jsou vyrokové formule. Pak:

pAY YA
pAIAE) (pAY)AE
pA(WVE) & (PAYP)V(pASL)
“(pAY) = —pV-y
—|—|(P ~ (p

Vyrokova logika. Sémantika. (4)

Poznamka 14

Jldentity“ z posledniho bodu pfikladu 13 umozniuji dale zprehlednit zapis formuli. Nap¥. misto
(A v B) Vv C muzeme (nejednoznacné) psat A v B v C. Tato nejednoznacnost nevede k
problémum, nebot pfislusné definice a tvrzeni ,funguji“ pro libovolné mozné uzévorkovani.
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Poznamka 15

V teorii vypocetni sloZitosti se dokazuje, Ze problém zda dand vyrokova formule ¢ je splnitelna
(resp. tautologie) je NP-uplny (resp. co-NP-uplny). Otadzka, zda existuje efektivni (polynomialni)
algoritmus pro uvedené problémy, je ekvivalentni otazce zda P = NP.

Definice 16

Formule ¢ je tautologickym dusledkem souboru formuli T, psano T = o, jestliZze v(¢) = 1 pro
kaZdou valuaci v takovou, Ze v(i)) = 1 pro kaZdou formuli | ze souboru T. Jestlize T |= ¢ pro
préazdny soubor T, piSeme kratce |= ¢.
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Vyrokova logika. Pravdivostni tabulky.

Nékdy se sémantika vyrokovych spojek definuje ,pfedem® pomoci pravdivostnich tabulek:

X|Y|XAY X|Y|XVY XY | X>Y X | =X
0|0 0 0|0 0 0|0 1 0| 1
0|1 0 0|1 1 0|1 1 110
110 0 110 1 110 0
111 1 111 1 11 1

Pojmy ,pravdivostni tabulka“ a ,vyrokova spojka“ je mozné dale zobecnit a uvazit formalni
logické systémy budované na obecnéjsim zakladu:

Definice 17

Vyrokova funkce je funkce F : {0,1}" — {0,1}, kde n > 1.

Vyrokova logika. Systém L(F;,---, F).

Definice 18
Necht F;,--- , Fx je konecny soubor vyrokovych funkci. Definujeme formalni logicky systém
-L(F1/"' /Fk)y kde

@ Abeceda je tvofena znaky pro vyrokové proménné, zavorkami a znaky ¥+, -- , Fx pro
uvedené vyrokové funkce.

@ V definici vytvotujici posloupnosti formule (viz definice 9) poZadujeme, aby ; bylo bud’
vyrokovou proménnou nebo tvaru 7;(y;,,--- ,U;,), kde 1 < j;,--- ,j, <ian je arita F;.

@ Valuace rozsifime z vyrokovych proménnych na formule predpisem

V(F (W1, n)) = F(v(1), -+, v(¥n))

Poznamka 19

Ve smyslu definice 18 je dosud uvazovany systém vyrokove logiky systémem L(A,V, —, =).
Drive zavedené sémantické pojmy (splnitelnost, pravdivost, atd.) se opiraji pouze o pojem
valuace a ,funguji“ tedy v libovolném systemu L(Fy,-- -, Fy).
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Vyrokova logika. Systém L(Fq,---, Fx). (2)

Pro ucely nasledujici definice zvolme libovolné (ale dale pevné) linearni usporadani C na
souboru v§ech vyrokovych proménnych.

Definice 20

Necht ¢ je formule L(F;,---, Fx) a necht' X,--- , X, je vzestupné usporadana posloupnost
(vzhledem k ) vSech vyrokovych proménnych, které se ve ¢ vyskytuji. Formule ¢ jednoznacné
uréuje vyrokovou funkci F,, : {0,1}" — {0, 1} danou pfedpisem F,(U) = v;(¢), kde v; je valuace
definovana takto:

@ v;(X)) = U(i) prokazdé 1 <i<n,

@ v;(Y) =0 proostatni Y.

Vyrokova logika. Systém L(Fy,---, Fx). (3)

Priklad:
@ Necht ¢ = X — (Y A Z). Pak F,, je nasleduijici funkce:

S

SN N N Y e =k =1E =]
~la|o|lo|=|2|o|ol<
—|o|=|o|=|o|=|olN
—|olo|o| 2| = 2| =[N
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Vyrokova logika. System L(F;,---, Fx).- (4)

Definice 21

Systém L(Fy,---, Fx) je plnohodnotny, jestliZze pro kaZdou vyrokovou funkci F existuje formule
¢ systemu L(Fy,---, Fy) takova, Ze F = F,,.

Vyrokova logika. PInohodnotnost.

Véta 22

Systém L(A,V,—) je plnohodnotny.
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Dukaz. Necht F:{0,1}” — {0, 1} je vyrokova funkce a necht Ui, - -, Ux jsou véechny vektory
z {0, 1}", pro které nabyva F hodnoty 1. Pokud Zadny takovy vektor neni (tj. k = 0), klademe
@ =Xs A=Xg AXo Ao A Xy Jinak

¢ =\/ br(u) A A lo(u)

kde ¢;(u;) je bud X; nebo —X; podle toho, zda u;(j) = 1 nebo ui(j) = 0. Nyni se lehce ovéfi, Ze

F=F,. O
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Vyrokova logika. PInohodnotnost. (2)

@ Uvazme nasledujici vyrokové funkce:

XA Y XY o(X,Y,2)

XY X
0|0 0
0|1 0
110 1
111 1

_LO_LO~<

|
1
]
]
0

O O|O| = >

_L_L_L_LOOOOX
= = OO = =00
- OoOl=|Oo|=ol=oOoN

O|IOO = O =IOl —

@ Funkce A se nazyvéa Schrédertv operator. Plati o A ) = =(p Vv ).
@ Funkce | se nazyva Sheffertv operator. Plati ¢ | = =(p A ).

Vyrokova logika. PInohodnotnost. (3)

Nasledujici systémy vyrokové logiky jsou plnohodnotné:

@ L(AV,7) Véta 22.

@ L(A ) PV~ (@ AY)

® L(v,7) PAY = (=g Vy)

® L(—,7) VY x mp—y
(
(
(

2

A) PR AP, VY = (QAY)A(pAY)
@ () o= @le, eAy = () (elY)
@ (o) —p ~ O(, ¢, ),

¢ =P = (e, 00,0, ¢), (@, P, (¢, ¢,9)))
Nasledujici systémy plnohodnotné nejsou:
@ L(N), L(V), L(—), L(—), atd.
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Vyrokova logika. Shefferovské spojky.

Definice 23

Vyrokova funkce F je Shefferovska jestlize L(F) je plnohodnotny systém.

Véta 24

@ Necht’ S(n) znaci pocet vsech Shefferovskych funkci arity n > 1. Pak
S(n) = 2@"'-1(2@""-1) _1). (Pron = 1,2,3,4,5, ... dostavdme postupné
0,2,56,16256,1073709056, ...)

Seg;’) = 1/4, je (pro velka n) zhruba Ctvrtina ze vSech vyrokovych funkci arity n

@ JelikoZ limp_e
Shefferovska.

Vyrokova logika. Shefferovské spojky. (2)

Poznamka 25

Vysledky o Shefferovskych funkcich nalézaji uplatnéni pfi vyrobé logickych obvod(; na
Jpodkladové desce” se napr. vytvori husta sit binarnich |-hradel. Obvody rizné funkce se pak
realizuji jejich vhodnym propojenim.

Integrovany obvod 4011 CMOS se Ctyfmi |-hradly.
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Vyrokova logika. Normalni formy.

Definice 26
@ Literal je formule tvaru X nebo —X, kde X je vyrokova proménna;
@ Klauzule je formule tvaru ¢, Vv ---V {,, kde n > 1 a kazdé (; je literal.

@ Dualni klauzule je formule tvaru 1 A --- A €, kde n > 1 a kazdé ¢; je literal.

@ Formule v konjunktivnim normalnim tvaru (CNF) je formule tvaru C; A --- A Cpy, kde m > 1 a

kazdé C; je klauzule.

@ Formule v disjunktivnim normalnim tvaru je formule tvaru C; v --- Vv C,,, kde m > 1 a kaZdé C;

je dualni klauzule.

Okamzitym dusledkem vety 22 je nasledujici:
Véta 27

Pro kaZdou formuli ¢ existuje ekvivalentni formule v disjunktivnim normalnim tvaru.

Vyrokova logika. Normalni formy. (2)

Véta 28

Pro kazdou formuli ¢ existuje ekvivalentni formule 1\ v konjunktivnim normalnim tvaru.

Dukaz. Necht F, : {0,1}" — {0, 1} je vyrokové funkce uréend formuli ¢ (viz definice 20) a
necht U, -+, Uy jsou vSechny vektory z {0, 1}", pro které nabyva F,, hodnoty 0. Pokud zadny
takovy vektor neni (tj. k = 0), klademe ¢y = X; v =X; vV X5 vV --- v X,. Jinak

P =\ b))V Vo)

kde ¢;(u;) je bud X; nebo —X; podle toho, zda u;(j) = 0 nebo u;(j) = 1. Nyni se lehce ovéfi, Zze
P~y

|
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Matematicka
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Uvod

Aristotelova
logika
Logicky ctverec

Vyrokova logika.

Normalni formy. (3)

Priklad 29
Formuli (A — B) A (B — C) A (C — A) Ize v CNF reprezentovat jako

@ (-Av
nebo

@ (-AvV
CNF tedy

BYA(-BV C)A(-CVA)

C)A(=CVB)A(-BVA).

neni ur€ena jednoznacné az na poradi klauzuli a literalu.

Vyrokova logika. Véta o kompaktnosti.

Véta 30 (o kompaktnosti)

Sylogismy Necht T je soubor formuli vyrokové logiky. T je splnitelny pravé kdyZ kazda konecna ¢ast T je
Bool . z

algebra Iogiky splnitelna.

Dva zakl. p

‘gyy"::"e"a toglka Dukaz. Smér ,="je trividlni. Dokdzeme ,<". Pokud je T konecény, jsme hotovi ihned. Jinak
Sémantika necht ¢+, @2, ... je posloupnost vSech formuli z T. Pro kazdé i > 1 definujeme:

Plnohodnotnost

oornsiorsien © L1 =91, il

e T @ v; je splnujici valuace pro F; (takova existuje, nebot F; je kone¢na ¢ast T).

ogika

Syntaxe . v 7 v 7’ 7’ v ’ v o

S Necht Xi, X,, ... je nekonecna posloupnost vSech vyrokovych proménnych. Pro kazdé i > 0

Vo e eseninduktivné zadefinujeme nekonecnou rostouci posloupnost «; prirozenych Cisel splnujici

Vétao nasledujici podminky:

neuplnosti

Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

@ VsSechny valuace v; takove, ze j se vyskytuje v «;, souhlasi na vSech proménnych Xj, .

X

@ o, je posloupnosti vybranou z a;.
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Vyrokova logika. Véta o kompaktnosti. (2)

Staci polozit
@ o=1,234,...
@ Necht g je podposloupnost «; slozena ze v8ech Cisel j takovych, Ze v;(Xi.1) = 1. Pokud je p

nekonecna, pak a1 = . Jinak je a1 podposloupnost «; sloZzena ze vSech Cisel j takovych,
Zze vj(Xi11) = 0.

Necht v je valuace definovana pfedpisem v(X;) = v;(X;), kde j je (libovolny) index z «;.
Uké&zeme, Ze v je spliujici valuace pro T. Bud ¢, € T libovolna (nadéle pevna) formule. Necht
v8echny vyrokové proménné obsazené ve ¢, jsou mezi {Xi,..., X;}. . Bud j Cislo z o, takové, Ze
J > k. Pak ¢ € Fj a valuace v souhlasi s valuaci v; na v8ech proménnych z {Xy, ..., X;}. Jelikoz
Vi(pk) = 1, plati také v(px) = 1. O

Vyrokova logika. Véta o kompaktnosti. (3)

Uzitim vety 30 Ize snadno dokazat fadu dalSich tvrzeni.

@ Graf G je dvojice (U, H), kde U je nejvySe spocetny soubor uzlt a H je areflexivni a
symetricka relace na U.

@ Podgrafgrafu Gjegraf G = (U ,H),kde U c Ua H C H.

@ Graf G = (U, H) je k-obarvitelny jestlize existuje funkce f: U — {1,--- , k} takov4, Ze
f(u) # f(v) pro kazdé (u,v) € H.



“me”  Vyrokova logika. Véta o kompaktnosti. (4)

Antonin Kucera

Uvod .
Aristotelova Veta 31
logika

Logicky étverec Graf G = (U, H) je k-obarvitelny pravé kdyz kazdy konecny podgraf G je k-obarvitelny.

Sylogismy

Booleova

algebra logiky Dikaz. Necht B, je vyrokova proménna pro kazdy uzel u a kazdé 1 < i < k. Bud T soubor
SO T 2 tvoreny nasledujicimi formulemi:

Vyrokova logika

St @ B, V-V By pro kazdy uzel u;

Sémantika

Pohodnotos ® B, — —B,;pro kazdy uzel uakazdé 1 <i,j <k, kde i # J;
lompaktno:

oueroweiosin @ B, — —B,; pro kazdé (u,v)e Ha1 <i<Kk.
Predikatova

logika , L, e L,
syntaxe Plati nasledujici pozorovani:
Sémantika

Odvozovaci systém @ Graf G je k-obarvitelny pravé kdyz soubor T je splinitelny.

Véta o uplnosti

Véta o @ Kazdy konecCny podgraf G je k-obarvitelny pravé kdyz kazdy konecny podsoubor T je
neuplnosti S Initeln,

Turinglv stroj p y "

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

Nyni staci aplikovat vétu 30.
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Automatické
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" Logika £(—, ). Odvozovaci systém.
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Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova

algebra logiky @ Odvozovaci systém je konecny soubor pravidel, kterd umoznuji z daného souboru formuli
Dva zéki. problémy (tfeba i prazdného) odvodit dalsi formuli.

Vyrokova logika

syntaxe @ Odvozovaci pravidla jsou definovana na zakladé syntaxe formuli, nikoliv jejich sémantiky.

Sémantika
Pinohodnotnost @ Jestlize je formule ¢ odvoditelna ze souboru formuli T, piSeme T + ¢.
Kompaktnost

Odvozovaci systém

@ Dany odvozovaci systém je
Predikatova
logika i 1> i 1 H .
S @ korekini, jestlize T + ¢ implikuje T = ¢;
Sémantika

Odvozovac systém @ upiny, jestlize T = ¢ implikuje T + ¢.

Véta o Uplnosti

Véta o
neuplnosti
Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti
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Logika £(—, —). Odvozovaci systém. (2)

V této Casti se soustfedime na L(—, —). Uvazme nasledujici odvozovaci systém pro £(—, =)
(Lukasiewicz, 1928):

Schémata axiomu:

@ Al: 9= (Y —9)

@ A2 (p—= (W —=8))—=(p—=v)=(p—8)
@ A3l (¢ = —Y) = (Y = @)

Odvozovaci pravidlo:

@ MP: Zpa¢p — i odvod 1. (modus ponens)

Logika £(—, —). Odvozovaci systém. (3)

Definice 32
Bud' T soubor formuli.

@ Dukaz formule 1) z pfedpokladii T je koneCnéa posloupnost formuli 1, - -, i, kde @i je |V a
pro kazdé ¢;, kde 1 < i < k, plati alespori jedna z nasledujicich podminek:

@ ¢ jeprvek T;
@ ¢, je instanci jednoho ze schémat A1-A3;
@ ¢, vznikne aplikaci pravidla MP na formule ¢, ¢, pro vhodné 1 < m,n < i.

@ Formule V) je dokazatelna z pfedpoklad(i T, psano T + ¢, jestliZe existuje dikaz i
z pfedpokladu T. Jestlize T + 1 pro prazdné T, fikame, Ze 1) je dokazatelna a piSeme - 1.
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Logika £(—, —). Odvozovaci systém. (4)

Priklad 33

Pro libovolnou formuli ¢ plati - ¢ — ¢.
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Dukaz.

OO WON =
— — — —

Nésledujici posloupnost formuli je dikazem ¢ — .

(= (p—=9)— @) (= (p—9)—(p—09)
o= ((p—9)—e)

(p—(p—=9)—(p—09)

»—(p— o)
o

A2
A1
MP na 2),1)
A1
MP na 4),3)

Logika £(—, —). Odvozovaci systém. (5)

Priklad 34

Pro libovolné formule ¢, ¢ plati {¢, —¢} + 1.

Duiikaz.

NOoO O WD =
N N N N N N

Nésledujici posloupnost formuli je dikazem ¢ z {¢, —¢}:

~p = (¢ = =)

-
A

(=Y = =) = (¢ =)

P =1
®
Y

A1l
predpoklad
MP na 2),1)
A3

MP na 3),4)
predpoklad
MP na 6),5)
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Vyrokova logika. Véta o dedukci.

Véta 35 (o dedukci)

Necht ¢, 1 jsou formule a T soubor formuli. Pak T U {i)} - ¢ pravé kdyZ T + ¢ — o.

Duikaz.
,=":Necht &;,---, & je dukaz formule » — ¢ z pfedpokladd T. Pak &4, -+, &, 1, @ je dukaz
formule ¢ z pfedpokladll T U {¢/} (posledni formule vznikne aplikaci MP na ¢ a &).

,—"“Necht &,---, & je dukaz ¢ z predpokladu T U {¢}. Metaindukci k j dokaZeme, Ze
Tri — & prokazdé 1 <j<Kk.
@ j = 1. Je-li & instance axiomu nebo formule z T, plati T + &;. K dlkazu &; z T nyni pfipojime

formule &1 — (¥ — &1), ¥ — &4. Prvni formule je instanci A1, druha aplikaci MP na & a
prvni formuli. Mame tedy dukaz ¢y — &1z T.

Je-li & formule ¢, plati T + i) — ¢ podle pfikladu 33.

@ [ndukcni krok: Je-li formule &; instanci axiomu nebo prvek T U {¢/}, postupujeme stejné jako
vySe (misto &1 pouzijeme ¢&)).
Je-li &; vysledkem aplikace MP na &, &5, kde 1 <m,n <, je &, tvaru &, — &;. Podle ILP.
navicplati Try = &naTry — (En — &). Dikazy v — Enat) — (& — &) 2z T nyni
zretézime za sebe a pripojime nasledujici formule:

Vyrokova logika. Véta o dedukci. (2)

B (Y- (En—é)) 2 (- Em) = (Y- )
B (Y—-é&m) o[-
@)=

Prvni formule je instanci A2, dal$i dvé vzniknou aplikaci MP. Mame tedy diikaz formule
IP - (Sj zT.
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Voo o Véta 36 (o korektnosti)
yrokova logika
Syntaxe Necht ¢ je formule a T soubor formuli. Jestlize T + ¢, pak T = .

Sémantika

Pinohodnotnost

ot e DOkaz.  Necht &, -+, &y je dikaz ¢ z T. Indukei vzhledem k j dokazeme, ze T = &; pro kazdé
Predikatové 1 <j < k. (Staci ovéfit, Ze kazda instance A1-A3 je tautologie, aZe jestlize T=pa T = ¢ — &,
'23":5 pak také T = &). .

Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
neuplnosti
Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost
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" Vyrokova logika. Véta o uplnosti.

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Lema 37

Booleova

algebra logiky

Dva zakl. problémy NeCht’ (p, lp ISOU fOI’mUIe. Pak
Vyrokova logika

Syntaxe (a) F _‘(P = ((P = I]ZJ)

Sémantika

PInohodnotnost (b) - —|—|g0 N (p

Kompaktnost

Odvozovaci systém (c) L (P B — (P

Predikatova

sl @ +(p— ) = (¥ > )
Syntaxe

Sémantika (E) = P — (_‘HD - _'((P - IP))

Odvozovaci systém

e () (p = Y) > (<0 > ) > Y)

Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani




" Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (2)

Antonin Kucera

Uvod Dukaz.

Qgisgtelova o (a): Podle p’\:llkladu 34 plaﬁ {(PI _'(P} = I]D, pI’O’[O F Q= ((P — l’b) OpakOVanym uZitim Véty o
Syogamy dedukci.

Booleova ‘ (b) Platl’

algebra logiky

Dva zakl. problémy

Vyrokova logika 1) F o — (_‘(P - _‘_‘_'(P) pOdle (a)

zzntax!e.k 2) {—|—|(p} F @ — @ véta o dedukci
PInohodnotnost 3) F (—|(p g _|_‘_|(p) - (_|_‘g0 g gO) A3

T 4) =tk - MP na 2), 3)
Predikitovs 5 {-¢plre véta o dedukci
e 6) Fmp - véta o dedukci
:T:::Zi systém

Véta o uplnosti ‘ (C) Platl’

Vét’ao )

":,:':.-.vs::o; 1) Fomep — - podle (b)

retpon 2) k(77— —p) = (9= ) A3

spiielnast 3) Fe—- g MP na 1),2)

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

“ma  Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (3)

Antonin Kucera

: @ (d): Plati

Uvod

loghka 1) le=>Plre—vy

Logey vere 2) {—=plro podle (b) a véty o dedukci
o 3) {p—v,-pl+y MP na 2),1)
algebra Iogiky 4) = lp — ﬁ—ﬂp pOdle (C)
vt 9) bl P12 3) 4
syymaxe g 6) {p—>Ulr——p—> -y véta o dedukci
i D F e = o) = (p = op) A3

Kompaktnost 8) {(p — 1][)} = _ll.)b — @ MP na 6), 7)
Gavesovaciaysiem 9) F(p—-vY)— (¢ — ) véta o dedukci
:)r:iclj(l:atova

Semanta @ (e): Plati

Odvozovaci systém
Véta o Uplnosti

Véta o 1) { ,(P—>1/1}"1/1
{

n::::s:‘trlo' 2) ([)} - (([) - lp) - Y véta o dedukci
Dikaz vty o 3) Fllp—=19)—>¢)—> (¢ - ~(p—¢)) podle (d)
Pravdivost a 4) {(P} F _'l,b - _'((P — lp) MP na 2), 3)
 vita' peipiost 5) Fo— (- — (@ = 1)) véta o dedukci

Automatické
dokazovani



“a - Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (4)

Antonin Kucera

Uvod

Aristotelova ,
logika @ (f): Plati
Logicky ctverec

Sylogismy

Booleova 1) rle—-9)—> (¢ - -9)) podle (d)
algebralogiky 2) {(p — 1][), —ﬂ]b} F —Q 2x MP na 1)
e S) lp— Grbp i P 1a2), 2y
Syntaxe 4) o=, —=Ylr-p -y véta o dedukci
o 5) = (= (= ¥) podie (e

Kompaktno'st ’ 6) {-ﬂp} - —|(—|17[) — 17[)) 2x véta o dedukci
P°“::’f’:°‘f”“’” 7) k= o (=Y > ) véta o dedukci
logika 8) F(p—==(-p—>9)—>((-y—->y)—>y) A3

9) (oY) MP na 7),8)
Ofivozo'vacisy.stém 10) {(P e I]D, —|(P - lP} F l,b MP na 4), 9)
\;’j""""‘""“ 11) F(p—=9) = ((mp = ¥) > ) 2x véta o dedukci
neuplnosti

Turinglv stroj
Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

" Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (5)

Antonin Kucera

Uvod -
‘f° Definice 38
Arl_stotelova
e g cvres Necht v je valuace a ¢ formule. Jestlize v(¢) = 1, oznacuje symbol ¢ formuli ¢. Jinak ¢"
Sylogismy oznacuje formuli —¢.
Booleova

algebra logiky
Dva zakl. problémy

Lema 39 (A. Church)

Vyrokova logika

A Necht v je valuace, ¢ formule, a {Xs,--- , Xk} konecny soubor vyrokovych proménnych, kde
Pinohodnotnost vsechny proménné vyskytujici se ve ¢ jsou mezi {Xi,--- , X}. Pak {X{,--- , X/} + ¢".
S

Predikitova Dukaz. Indukci ke sloZitosti ¢.

ogika

Smare @ Je-lip = X, pak X je mezi {Xy, -+, Xi} atedy (X}, ---, X/} + X".

poeer s @ Je-li p = —1), kde (XY, -, XY} + ¢, rozli&ime dvé moznosti:

L @ v(y)=0.Pak ¢ = = a ¢” = =, neni co dokazovat.

;Z;:tv;;fi @ v(y)=1.Pak ¢’ = ¢ a ¢’ = —-—1. Podle lematu 37 (c) plati - ) — ——1), proto
preirs (XY, XY} F == uZitim MP.

splnitelnost

2. véta o neuplnosti
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dokazovani



Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
Odvozovaci systém

Predikatova
logika

Syntaxe

Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
neuplnosti
Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompakinost
Odvozovaci systém

Predikatova
logika

Syntaxe

Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o Uplnosti

Véta o
neuplnosti
Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

Vyrokova logika. Véeta o uplnosti. (6)

@ Jellip =1 — & kde (XY, X/JFyYa{Xy, -, X/} + & rozliSime nasledujici moznosti:
@ v(y — &) = 1. Mame tedy dokazat, ze {X}, -, X/} - — &.

@ Jestlize v(y) = 0, plati {X},---, X/} + ~¢. Podle lematu 37 (a) déle plati
F = (Y = &), proto (X}, -+, XY} - ¢ — & uZitim MP.

@ Jestlize v(&) = 1, plati (X},---, X/} + &. Podle A1 plati - & — (¢ — &), proto

@v(y—¢&)=0.Pak{X), .-, X}y a(Xy, -, X/} - ~& Mame dokazat, ze
(XY, X/} =(p — &). Podle lematu 37 (e) plati + i) — (=& — (i) — &)), proto
(XY, X/} F =(p — &) opakovanym uzitim MP.

Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (7)

Véta 40 (o uplnosti)
Necht ¢ je formule a T soubor formuli. Jestlize T = ¢, pak T  ¢.

Dikaz. Nejprve uvazime pfipad, kdy T je prazdny soubor. Necht ¢ je tautologie a X;,-- -, X
v8echny vyrokové proménné, které se ve ¢ vyskytuiji.

@ Podle Churchova lematu plati {X{,---, X/} ¢ pro libovolné v.

@ Ukazeme, ze vSechny X Ize postupné ,eliminovat®, az dostaneme dikaz ¢ z prazdného
souboru formuli.

Pfedpokladejme, ze pro dané 0 < n < k jsme jiz prokazali, ze
{X1V/ /Xr‘l//Xr‘,/+1} F 2

pro libovolné v. Dokazeme, ze pak takeé {X{, -, X!} + ¢ pro libovoIné u.



Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky

Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
Odvozovaci systém

Predikatova
logika
Syntaxe
Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
neuplnosti
Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompakinost
Odvozovaci systém

Predikatova
logika
Syntaxe
Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o Uplnosti

Véta o

neuplnosti
Turinglv stroj
Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (8)

Bud' tedy u libovolna valuace. Necht' uy, u» jsou valuace definované takto:
@ Uy (Xn+1) =1, U2(Xn+1) =0
@ prokazdé Y # X, plati ui(Y) = ua(Y) = u(Y).

Plati
1) XY, XY Xl k@ predpoklad pro v = uq
2) AX{, -, XE, 2 Xnb b predpoklad pro v = us
3) {X{,- , X}k Xnp1 = @ véta o dedukcina 1)
4) {X{ e X e X =@ véta o dedukci na 2)
5)  (Xne1 = 9) = ((+Xos1 = ¢) > ) pode lematu 37 (f
6) (X!, Xlro 2x MP na 5) s vyuZitim 3), 4)

Vyrokova logika. Véta o uplnosti. (9)

Nyni uvazime obecny pfipad. Bud T libovolny soubor formuli a ¢ formule takova, ze T = ¢.
Podle véty o kompaktnosti existuje konecny soubor {4, -+ ,1,} formuli z T takovy, ze
{1,--,¥n} = @. Lehce se ovéfi, ze

Fyr—>We—>Ws— - (Wn—o9) )

Podle pfedchoziho bodu tedy plati

For = 2= (Y= (Yoo 9))

Po n aplikacich véty o dedukci dostavame {y1,--- , 1} ¢, tedy také T + .
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Vyrokova logika. Historické poznamky.

systéma.

@ Gottlob Frege (1848—-1925) polozil zaklady predikatové logiky a zavedl ,moderni“ odvozovaci
systém. ,Vyrokovy fragment“ tohoto systéemu vypada takto (verze z roku 1879):

@il P->(Q-P)
(P=>(Q—-R))=>(P->Q)—(P—R)
(P> (Q=R))=(Q= (P R))
(P~ Q) (-Q - -P)

-—-P->P

P— —-=P

E E B E
L

@ Odvozovaci pravidla: MP a substituce

Fregeho vysledky byly védeckou komunitou ignorovany zhruba 20 let.

Vyrokova logika. Historické poznamky. (2)

@ Giuseppe Peano (1858-1932) doporucil na mezinarodnim matematickém kongresu v Pafizi
(rok 1900) mladému Bertrandu Russellovi (1872-1970) studovat Fregeho prace. Russell v
roce 1901 objevil inkonzistenci ve Fregeho systému (RussellGv paradox), soucasneé plné
docenil Fregeho myslenky. V letech 1910-1913 byla publikovana tridilna Principia
Mathematica (autofi Whitehead, Russell). Tato monografie méla hluboky vliv na vyvoj logiky v
nasledujicich desetiletich. Vénovana byla Fregemu. Pro fragment vyrokové logiky byly
pouzity nasledujici axidmy a odvozovaci pravidla:

mail: (PVP)—>P

Q- (PvQ)

(PvQ)—-(QvVvP)
(Pv(QVR))—=(QvVv(PVR))
(Q-R)->((PvQ)—> (PVR))
Odvozovaci pravidla: MP a substituce
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Vyrokova logika. Historické poznamky. (3)

@ V roce 1917 nalezl Jean Nicod nasledujici zjednoduSeni axiomatického systému z Principia
Mathematica:

mi1: (PVP)—P

m2: P> (PvQ)

m4 (Pv(QVR) - (QV(PVR))
@5 (Q—-R)—-({(PvQ)—(PVR))
@ Odvozovaci pravidla: MP a substituce

Vyrokova logika. Historické poznamky. (4)

@ Ve stejném roce publikoval Henry Sheffer nasledujici axiomaticky systém zalozeny na
Shefferoveé operatoru:

@ Axiom: (PI(QIR))I((SI(SISHIC(UIQ)I((PIV)I(PIV))))
@ Odvozovaci pravidla: substituce a ,z F a F|(G|H) odvod H*

@ David Hilbert (1862—1943) a Wilhelm Ackermann (1896-1962) publikovali v roce 1928
nasledujici systém:

mi. (PvP)—>P

m2 P->(PvQ)

m4 (PvQ)—-(QVP)

@5 (Q-R->((PvQ)—-(PVR))
@ Odvozovaci pravidla: MP a substituce

@ Vroce 1927 navrhl John von Neumann (1903-1957) aplikovat substituci pouze na axiomy.
Vznikly systémy zaloZzené na schématech axiomu.



Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
Odvozovaci systém

Predikatova
logika

Syntaxe

Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o

neuplnosti
Turinglv stroj
Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
Odvozovaci systém

Predikatova
logika
Syntaxe
Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o Uplnosti

Véta o
neuplnosti
Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

Vyrokova logika. Historické poznamky. (5)

@ Jan Lukasiewicz (1878—1956) prezentoval svUj odvozovaci systém (pouzity v prednasce) v
roce 1928.

@ DalSi odvozovaci systemy:

@ V roce 1947 zjednodusili Gétling a Rasiowa systém z Principia Mathematica do
nasledujici podoby:

e1: (PVP)—>P

2. P> (PvQ)

3 (Q-R)—-({(PvQ)—(PVR))
e Odvozovaci pravidla: MP a substituce

@ V roce 1953 prezentoval Meredith systém s jedinym schématem a jedinym odvozovacim
pravidlem:

@ Schéma axiomu: ((((¢p = ) = (o — =&)) = 0) =) = ((y = @) = (£ = @)
e Odvozovaci pravidlo: MP

Predikatova logika. Vznik a vyvoj.

@ Predikatova logika (také logika prvniho radu) se opira o pojem viastnosti (tj. predikatu).
Umoznuje formulovat tvrzeni o vlastnostech objektl s vyuzitim kvantifikatort.

@ Napt. Aristotelova logika je z dneSniho pohledu fragmentem predikatové logiky.

@ Formule prvniho fadu byly soucasti Fregeho systému, pozdéji se objevily ve 3. dilu

Schréderovy monografie Algebra der Logik (1910) a monografii Principia Mathematica
(Whitehead, Russel).

@ Logika prvniho fadu byla definovana jako samostatny systém az v monografii Hilberta a
Ackermanna Grundziigen der theoretischen Logik (1928).
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Predikatova logika. Syntaxe.

Definice 41

Jazyk (stejné jako jazyk s rovnosti) je systém predikatovych symbolti a funkénich symbolu, kde
u kazdého symbolu je dana jeho cetnost (arita), ktera je nezapornym celym &islem. Jazyk bez
rovnosti musi obsahovat alespori jeden predikatovy symbol.

Poznamka 42

@ Predikaty arity nula v jistém smyslu odpovidaji vyrokovym proménnym, funkéni symboly arity
nula jsou symboly pro konstanty.

@ Predikatovym a funkénim symbolim se také fika mimologické symboly. Jazyk je tedy plné
uréen mimologickymi symboly.

@ Rozdil mezi jazykem a jazykem s rovnosti se projevi v tom, ze do predikatové logiky pro
jazyk s rovnosti pfidame specialni logicky symbol = jehoz sémantika bude definovana
specialnim zpusobem.

Predikatova logika. Syntaxe. (2)

Priklad 43

@ Jazyk teorie mnozin je jazykem s rovnosti, ktery obsahuje jeden predikatovy symbol € arity 2.

@ Jazyk teorie pologrup je jazykem s rovnosti, ktery obsahuje jeden funkéni symbol ,-“ arity 2.

v

Definice 44

Abecedu predikatoveé logiky pro jazyk L tvori nasledujici symboly:

@ Znaky pro promenné x,y, z, ..., kterych je spocetné mnoho

@ Mimologické symboly, tj. predikatové a funkéni symboly jazyka L.

@ Je-li L jazyk s rovnosti, obsahuje abeceda specialni znak = pro rovnost.
@ Logické spojky — a —.

@ Symbol ¥ pro univerzalni kvantifikator.

@ Carka, azavorky (a).
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Predikatova logika. Syntaxe. (3)

Definice 45

Termem jazyka L je slovo t nad abecedou predikatové logiky pro jazyk L, pro které existuje
vytvorujici posloupnost slov t;,--- , t, kde k > 1, tx je t, a pro kazdé 1 < i < k ma slovo t; jeden
z nasledujicich tvard:

@ proménna,
@ f(ty,, -, t,), kde 1 <ii,--- i, <Kk, f je funkéni symbol jazyka L, a n je arita f.
Term je uzavrieny, jestlize neobsahuje proménné.

Poznamka 46

U binarnich funkénich symboll (a pozdéji také predikatl) dovolime pro vétsi Citelnost infixovy
zapis. U funkénich (a predikatovych) symbolu arity nula budeme psat ¢ misto c().

Predikatova logika. Syntaxe. (4)

Priklad 47

@ (x-y)-zje termem jazyka pologrup (v prefixové notaci -(-(x, y), z))

@ 0+ (S(0)+ S(S(0))) je termem jazyka 0, S, +, kde 0, S a + jsou po fadé funkCni symboly
arity nula, jedna a dva.
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Predikatova logika. Syntaxe. (5)

Definice 48

Formule predikatového poctu jazyka L je slovo ¢ nad abecedou predikatové logiky pro jazyk L,
pro které existuje vytvorujici posloupnost slov 1, - - , 1k, kde k > 1, i je ¢, a pro kazdé
1 < i< k ma slovo ; jeden z nasledujicich tvaru:

@ P(ty,--- ,t,), kde P je predikatovy symbol jazyka L aritynaty,--- ,t, jsou termy jazyka L.
@ f, = 1, je-li L jazyk s rovnosti a t;, t, jsou termy jazyka L.

@ ) pronéjaké 1 <j <1,

@ (Y — ¢y) pronéjaka 1 < j,j <,

@ Vx 1y, kde x je proménnaail <j <.

Predikatova logika. Syntaxe. (6)

Poznamka 49

Ve zbytku prednasky budeme pouzivat nasledujici ,zkratky*:

@ dx ¢ znali =Vx —¢

@ ¢ Viznati ¢ - ¢

@ ¢ A znadi ~(p — ).

@ ¢ < Y znadi (p — ¢) A (P — @), kde symbol A dale ,rozvineme* podle pfedchoziho bodu.

v

Priklady formuli:
@ VxP(x,y) Adx(P(x,x) Vv Q(c))
@ Vx3Ax(P(x,x) vVyV¥xQ(x))




Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
Odvozovaci systém

Predikatova
logika

Syntaxe

Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
neuplnosti
Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
Odvozovaci systém

Predikatova
logika

Syntaxe

Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o Uplnosti

Véta o

neuplnosti
Turinglv stroj
Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

Predikatova logika. Syntaxe. (7)

Definice 50

Kazdy vyskyt promenné ve formuli predikatového poctu je bud’ volny nebo vazany podle
nasledujiciho induktivniho predpisu:

@ Ve formuli tvaru P(t,--- ,t,) nebo t; = t, jsou vSechny vyskyty proméennych volné.

@ Vyrokové spojky neméni charakter vyskyti proménnych, tj. je-li dany vyskyt proménné ve
formuli 1 volny (resp. vazany), je odpovidajici vyskyt ve formulich -y, ¢ — ¢, 1) — ¢ rovnéz
volny (resp. vazany).

@ Ve formuli Vx 1\ je kaZdy vyskyt proménné x (véetné vyskytu za kvantifikatorem) vazany; byl-li

vyskyt proménné rizné od x volny (resp. vazany) ve formuli ¢, je odpovidajici vyskyt ve
formuli ¥ x ¢ rovnéZz volny (resp. vdzany).

Priklady (volné vyskyty jsou cervené):
@ VxP(x,y)vVVyP(x,y)
@ Vx(P(x,y) VVyP(x,y))

Predikatova logika. Syntaxe. (8)

Definice 51

@ Proménna se nazyva volnou (resp. vazanou) ve formuli, ma-li v ni volny (resp. vazany)
vyskyt.

@ Formule je uzavrena (také sentence), jestlize v ni Zadna proménna nema volny vyskyt.

@ Zapis p(x1,--- ,Xn) znaci, Ze véechny volné proménné ve formuli ¢ jsou mezi xi,--- , X,
(nemusi nutné platit, Ze kazda z téchto proménnych je volna ve ¢).

@ Univerzaini uzaveér formule ¢ je formule tvaru V¥ x - - -V x, @, kde X1, - - , X, jsou pravé
vSechny volné proménné formule ¢.
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Predikatova logika. Substituce.

Definice 52

Term t je substituovatelny za proménnou x ve formuli ¢, jestliZze Zadny vyskyt proménné v termu
t se nestane vazanym po provedeni substituce termu t za kaZdy volny vyskyt proménné x ve
formuli ¢. Je-li t substituovatelny za x ve ¢, znaci zapis ¢(x/t) formuli, ktera vznikne
nahrazenim kazdého volného vyskytu x ve ¢ termem t.

Priklady:

@ Term y + 3 je substituovatelny za x ve formuli 4z x+y=z

@ Term y + z neni substituovatelny za x ve formuli 9z x+y=z
@ (P(x,y) N VxP(x,y))(x/3) je formule P(3,y) A VxP(x,y)
@ P(x,y)(x/y)(y/x) je formule P(x, x)

Predikatova logika. Substituce. (2)

Definice 53

Necht ¢ je formule a t;,-- - , t, termy, které jsou v uvedeném poradi substituovatelné za
proménné xi,--- , X, ve ¢ (pfedpokladame, Ze x;,--- , x, jsou rizné). Symbol ¢(xi/t,--- , Xn/t5)
znaci formuli, ktera vznikne ,simultannim nahrazenim* kazdého volného vyskytu x; termem t;
pro kaZdé 1 < i < n. Pfesnéji, p(x1/t,- -, Xa/t) je formule @(x1/z1) -+ (Xn/Zn)(21/t1) - -~ (2Zn/1n),
kde z;,--- , z, jsou (rizné) proménné, které se nevyskytuji v t,,--- ,t, animezi x;,--- , x,.

Priklad:
@ P(x,y)(x/y,y/x) je formule P(y, x)




Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky

Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
Odvozovaci systém

Predikatova
logika
Syntaxe
Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
neuplnosti
Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
Odvozovaci systém

Predikatova
logika

Syntaxe

Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o Uplnosti

Véta o
neuplnosti
Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

Predikatova logika. Realizace jazyka.

Definice 54

Realizace M jazyka L je zadana

@ neprazdnym souborem M, nazyvanym univerzem (pfipadné nosicem). PrvKy univerza
nazyvame individui.

@ prifazenim, které kazdému n-arnimu predikatovému symbolu P pfifadi n-arni relaci P, na M

@ prifazenim, které kazdému m-arnimu funkénimu symbolu pfiradi funkci fy : M™ — M.

Ohodnoceni je zobrazeni pfifazujici proménnym prvky univerza M.

Predikatova logika. Realizace jazyka. (2)

Definice 55

Realizaci termu t pfi ohodnoceni e v relizaci M, psano t*[e] (pfipadné jen t[e], je-li M jasné
z kontextu), definujeme induktivné takto:

@ x[e] = e(x)

@ f(t, -, tm)e] = tm(ti[e], -+~ , tm[e])
(pro m = 0 je na pravé strané uvedené definujici rovnosti f;(0)).
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Predikatova logika. Realizace jazyka. (3)

Definice 56 (A. Tarski)

Bud’ M realizace L, e ohodnoceni a ¢ formule predikatového poctu jazyka L. Ternarni vztah
M = ¢|e] definujeme indukci ke sloZitosti ¢:

@ M P(ty, , tn)[e] pravé kdyZ (t[el, - , tn[€]) € Pac.

@ Jestlize L je jazyk s rovnosti, definujeme M |= (1, = t)[e] pravé kdyZ t;[e] a t[e] jsou stejna
individua.

@ M = —[e] pravé kdyz neni M |= y[e].
O ME (Y — &)[e] pravé kdyZz M = E[e] nebo neni M = U[e].

@ M Vxule] pravé kdyz M = yle(x/a)] pro kaZdy prvek a univerza M (kde [e(x/a)] je
funkce, ktera pro x vraci a a pro ostatni argumenty stejnou hodnotu jako e).

Jestlize M |= ¢[e], fikame, Ze ¢ je pravdiva v M pfi ohodnoceni e. Jestlize M = ¢|e] pro kazdé
e, je ¢ pravdiva v M, psano M = ¢.

v

Predikatova logika. Realizace jazyka. (4)

Priklad 57

Bud £ jazyk s jednim unarnim predikdtem P a M jeho realizace nad univerzem M = {a, b}, kde
Py = {a}. Pak

@ Plati M E Ix (P(x) — (P(x) A =P(x)))
@ Neplati M = P(x) — Vx P(x)
@ Neplati M (Vx P(x) = ¥Yx=P(x)) = Yx (P(x) = =P(x))
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Predikatova logika. Lema o substituci.

Podminka substituovatelnosti je klicova pro dikaz nasledujiciho tvrzeni, které vyuzijeme
v dikazu vety 78.

Lema 58 (O substituci)

Necht ¢ je formule jazyka a L a t term substituovatelny za x ve ¢. Pak pro libovolnou realizaci
M jazyka L a ohodnoceni e plati M |= ple(x/t[e])] pravé kdyZ M = ¢(x/t)[e].

Dukaz. Indukci ke sloZitosti ¢.

@ ME P(t,..., tn)e(x/t[e])] pravé kdyz (ti[e(x/t[e])], ..., tnle(x/t[e])]) € P pravé kdyz
(ti(x/t)[e], ..., tm(x/t)[€]) € Py pravé kdyz M = P(ti(x/t),...,tn(x/t))[e] prave kdyz
M P(t, ..., tn)(x/t)[e].

@ Jestlize L je jazyk s rovnosti, plati M |= (t; = t)[e(x/t[e])] pravé kdyz ti[e(x/t[e])] a
t[e(x/t[e])] jsou stejnd individua. JelikoZ t;[e(x/t[e])] a t;(x/t)[e] jsou stejna individua a
rovnéz k(e(x/t[e])] a t2(x/t)[e] jsou stejnd individua, plati M |= (t; = t)[e(x/t[e])] prave
kdyz M = ((t = t2)(x/t))[e].

Predikatova logika. Lema o substituci. (2)

@ M E —[e(x/t[e])] pravé kdyz M = yle(x/t[e])] pravé kdyz (I.P.) M = y(x/t)[e] pravé
kdyz M = —ip(x/t)[e].

@ M= (v — &)le(x/t[e])] prave kdyz M |= Ele(x/t[e])] nebo M = Yle(x/t[e])] prave kdyz
(I.LP) M= &(x/t)[e] nebo M~ ip(x/t)[e] prave kdyz M = ((x/t) — &(x/t))[e] prave kdyz
ME (Y = &)(x/t)[e].

@ M= Vyule(x/tle])] pravé kdyz pro kazdy prvek a univerza M plati M = ¢[e(x/t[e])(y/a)].
Jelikoz t je substituovatelny za x, proménna y se v termu t nevyskytuje. Ohodnoceni
e(x/t[e])(y/a) je tedy pfesné stejné jako ohodnoceni e(y/a)(x/t[e(y/a)]). Proto pro
libovolné a plati M = ¢ [e(x/t[e])(y/a)] pravé kdyZ pro libovolné a plati
M vle(y/a)(x/tle(y/a)])]- Podle I.P. je druhd podminka ekvivalentni tomu, Ze pro
libovolné a plati M = ¢(x/t)[e(y/a)], coz nastava pravé kdyz M = Vy i (x/t).
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Predikatova logika. Teorie.

Definice 59
Bud' L jazyk (pfip. jazyk s rovnosti).

@ Teorie (s jazykem L) je soubor T formuli predikatového poctu jazyka L. Prvky T se nazyvaji
axiomy teorie T.

@ Realizace M jazyka L je model teorie T, psano M |= T, jestlize M |= ¢ prokazdé ¢ z T.
@ Teorie je splnitelna, jestlize ma model.

@ Je-li M realizace jazyka L, pak Th(M) oznacuje teorii tvofenou pravé véemi uzavienymi
formulemi, které jsou v M pravdivé.

@ Formule ¢ je semantickym dusledkem teorie T, psano T |= ¢, jestliZze ¢ je pravdiva v kazdém
modelu teorie T.

Predikatova logika. Teorie. (2)

Priklad 60

Uvazme jazyk s rovnosti obsahujici jeden binarni funkéni symbol “” a jednu konstantu 1. Necht
T je tvofena nasledujicimi formulemi:

@ VxVyVz x-(y-2)=(x-y) -z

@ Vx (x-1=x)A(1-x=Xx)

@ Vxdy (x-y=1)A(y-x=1)

Pak formule Vx Vy (x-y) = (y - x) neni sémantickym dusledkem T, zatimco formule
x-(1-y)=(1-x)-yano. )
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Predikatova logika. Odvozovaci systém.

@ Schémata vyrokovych axiomu:

@ Pt 9= (Y—9)

@ P2 (p=W—=8)=(p—=v¢)=(p—9))

@ P3: (=9 > -¢) > (¢ > )
@ Schéma axiomu specifikace:

@ P4: Vx¢ — @(x/t), kdetje substituovatelny za x ve ¢.
@ Schéma axiomu distribuce:

@ P5: (Vx(p —¢)) — (p = Vx1), kde x nema volny vyskyt ve ¢.
@ Odvozovaci pravidla:

@ MP: Zpagp—1podvod . (modus ponens)

@ GEN: Z ¢ odvod Vx . (generalizace)

Predikatova logika. Odvozovaci systém. (2)

Je-li £ jazyk s rovnosti, pfidame dale nasledujici axiomy rovnosti:
@ R1: x=x

® R2: (xi=y1 A~ AXp=Yn AP(Xq,---,Xn)) = P(¥1,+ , ¥n),
kde P je predikatovy symbol arity n.

@ R3: (xi=y1 A=+ AXm=Ym) = (f(X1,- -+, Xm)=F(y1,- -, ¥m)),
kde f je funk&ni symbol arity m.
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neuplnosti
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2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

Predikatova logika. Odvozovaci system. (3)

Definice 61

Bud' T teorie jazyka L. Dikaz formule i v teorii T je konecna posloupnost formuli ¢4, - - -, i,
kde ¢ je  a pro kaZdé ¢;, kde 1 < i < k, plati alespon jedna z nasledujicich podminek:

@ ¢ jeprvek T,

@ ¢; je instanci jednoho ze schemat P1—-P5;

@ L je jazyk s rovnosti a ¢; je instanci jednoho ze schémat R1-R3;
@ ¢, vznikne aplikaci MP na formule ¢, ¢, pro vhodné 1 < m,n < .

@ ¢, vznikne aplikaci GEN na formuli ¢, pro vhodné 1 < m < |.

Predikatova logika. Odvozovaci systém. (4)

Definice 62
Bud' T teorie jazyka L.

@ Formule Y je dokazatelna v teorii T, psano T + v, jestliZe existuje dukaz i v T. Jestlize T + i
pro prazdné T, fikame Ze y je dokazatelna a piseme r 1).

@ Formule Y je vyvratitelna v teorii T, jestlize T + —y

@ Teorie T je sporna (téZ inkonzistentni), jestlize kazda formule predikatové logiky jazyka L je
v T dokazatelna.

@ Teorie je bezesporna (tézZ konzistentni), jestlize neni nekonzistentni.

Poznamka 63

Jelikoz pro libovolné formule ¢, ¢ plati {¢, ¢} +- ¢ (Pfiklad 34), je teorie T sporna pravé kdyz
Tr@aTFr —p pronéjakou formuli ¢.
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Predikatova logika. Dukazy.

Poznamka 64 (Princip dosazeni do tautologie vyrokového poctu)

Je-li ¢ tautologii £(—, —), ve které nahradime vyrokové proménné formulemi predikatové logiky
tak, Ze dana vyrokova promenna je nahrazena vzdy fouz formuli, obdrzime formuli predikatové
logiky, ktera je dokazatelna v odvozovacim systému predikatové logiky pouze pomoci P1-P3 a

MP.

Poznamka 65 (Neplatnost ,,obecné* véty o dedukci)

Za predpokladu korektnosti odvozovaciho systému pro predikatovou logiku neplati - ¢ — Vx ¢.
Plati ov8em {¢p} I Vx ¢. Proto obecné neplati, 2e T = ¢ — ¢ pravé kdyz T U {¢} = 1.

Predikatova logika. Veta o dedukci.

Véta 66 (o dedukci)

Necht' T je teorie jazyka L, 1 uzaviena formule jazyka L a ¢ (libovolna) formule jazyka L. Pak
Try — @pravé kdyZ T U {Y} F .

Dukaz.

,—"“Necht &;,---, & je dikaz formule v — ¢ v T. Pak &, - -

Dudkaz je velmi podobny dukazu véty 35:
Lk, 0, pjedikaz o v T U (i}

(posledni formule vznikne aplikaci MP na ¢ a &).

.<="Necht &4, -

1<j<k.

-, &k jedikaz ¢ v T U {¢}. Metaindukci k j dokazeme, ze T + ) — & pro kazdé

@ j = 1. Je-li & instance axiomu nebo formule z T, plati T + &;. K dlkazu &; z T nyni pfipojime
formule &1 — (¥ — &1), ¥ — &4. Prvni formule je instanci P1, druha aplikaci MP na & a
prvni formuli. Mame tedy dukaz i) — &1 v T. Je-li & formule ¢, plati T + ¢ — 1 podle
pfikladu 33 a poznamky 64.

@ [ndukcni krok: Je-li formule &; instanci axiomu nebo prvek T U {¢/}, postupujeme stejné jako
vySe (misto &1 pouzijeme ¢&)).
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- Predikatova logika. Veta o dedukci. (2)
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Ovod @ Je-li & vysledkem aplikace MP na &, &, kde 1 <m,n < j, je &, tvaru &, — & Podle |L.P.
P — navicplati Try = énaTriy — (En — &j). Dlkazy p —» Epayy — (Em — &) v T nyni
":g;‘i‘;y,mec zfetézime za sebe a pripojime nasledujici formule:

2o o (¥ = (&n— &) = (¥ = &m) = (¥ = &)

o i sy o (Yo &m) > (Y —¢)

o 0y

e nost Prvni formule je instanci P2, dalsi dvé vzniknou aplikaci MP. Madme tedy dlikaz formule
g::::’zil:/t:;sstystém 17b - 5’ v T

Predikatova @ Je-li ¢; vysledkem aplikace GEN na &, kde 1 < m < j, je &; tvaru Vx &, Podle I.P. plati
e T+ — &n. K tomuto dikazu nyni stadi pripojit formule

22?::;:::[ systém o Vx (lﬁb — 5 m)

Véta o uplnosti

Véta o 4 VX (IP - ém) - (1[1 - VX ém)

neuplnosti

Turinglv stroj [} 17[) — VX ém-

Dﬂ!(azvét'\i/o . i ) ) ;

;f::;?::s.a Prvni vznikne aplikaci GEN, druhd je instanci P5, tfeti vznikne aplikaci MP. Dostaneme
et o mipinost tak dikaz formule ¢ — &; v T. O
Automatické

dokazovani

“ma  Predikatova logika. Kvantifikace.

Antonin Kucera

Uvod

Aristotelova
logika
Logicky ¢tverec Le m a 67

Sylogismy

Booleova Pro kazde formule ¢ a1 plati:
algebra logiky

Dva z4k. problémy Q - (Vx(p — 1)) & (p — Vxip), pokud x neni volna ve formuli ¢;

o Q + (Yx(¢p - ) & (Axp — ), pokud x neni volna ve formuli y;

Pnonodnanos Q + (Ix(p - V) & (p — Axy), pokud x neni volna ve formuli ¢;

e Q r (Ix(p = 1Y) & (Yxp — 1), pokud x neni volna ve formuli .

Predikatova /
E?:;k Dukaz. Pozorovani:

32’2:5%:?:‘;{?“"‘ (a) Jestlize ¢ — 1 a soucasné + i — ¢, pak + ¢ < 1. To plyne z toho, ze

Vetao (A—-B)— ((B— A)— (A < B)) je vyrokova tautologie (viz poznamka 64).

"Teupnos:'. (b) (tranzitivita implikace). Jestlize T+ ¢ — £ asouCasné T + & — i, pak T + ¢ — 1. Staci

nepinosts pouzit poznémku 64 a tautologii (A — C) — ((C — B) — (A — B)).

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani
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Predikatova logika. Kvantifikace. (2)

(c) Necht ¢(x), (x) jsou formule. Pak - Vx (¢ — ¢) — Vx (=) — —¢), nebot

1) FVX(p—-y)—=(p—Y) P4

2) F(p—v)— (¢ — ) vyr. tautologie

3) FYXx(p > Y) > (=Y - —¢) tranz. impl. na 1), 2)
4) Ix(p - )¢ - g véta o dedukci

5) Vx(p = ¢¥) VX (- = —¢) GEN
6) FVx(p =)= Vx (- = —¢p) véta o dedukci

Predikatova logika. Kvantifikace. (3)

Tvrzeni 1.—-4. ted dokdZzeme za pfedpokladu, ze ¢(x) a 1(x). Obecna podoba vyplyne uzitim
vety konstantach (viz dale).

@ Plati+ (Vx (¢ — ¢)) = (¢ — Vx 1), nebot tato formule je instanci P5. Dukaz opacné
implikace vypada takto:

1) FVYXY > ¢ P4
2) F(VXxyY=9)=((¢p 2 Vxy) = (¢ =2 ¢)) (A-B)>(C—>A)—(C—B)
je tautologie, viz pozn. 64

3) Flp—=>VYxy)—(p—9) MP na 1),2)
4) p-oVxYrp oY véta o dedukci
5 @->VYxyYrVx(p—) GEN

6) F(p—Yxy)— (Yx(p— 1)) véta o dedukci



“we Predikatova logika. Kvantifikace. (4)
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©Q Nejprve ukdzeme, Ze + Vx (¢ — 1) — (Axp — V).

Uvod

Il:)gisligtelova 1) FVX (ﬂll} - —|§0) - (—|17[) — VX —|g0) pOdle 1.

Logicky ctverec 2) F VX ((P i lp) i VX (ﬁlp i _'(P) p0d|e (C)

Sylogismy 3) FVx(p—>1v)) > (- - Vx—p) tranz. impl. na 2), 1)

algebra logiky 4) r (=Y = ¥x=9) = (2¥x @ - 1)) taut. (-B - A) — (-A — B)
Dva zékl. problémy 5 rVx(p—=y)—= (-Vx-p = ¢) tranz. impl. na 3), 4)

Vs{:::;va logika 6) E VX ((P N 1}[;) — (3X(p — 11[)) reformulace

Panocnotnost Nyni opaény smér + (Ix ¢ — ) = Vx (¢ — V):

Kompaktnost

odvozoracl ystém 1) F (- = Vx—p) > Vx (- = ~¢p) podle 1.

:)’:i‘l’(':am"a 2) F(=Yx—p > YP) = (- - Vx-@) taut. (-B - A) - (A — B)
Rt 3) F(AVX=p —¢) = Vx (- — —¢) tranz.impl.na 1), 2)

Odvozovaci systém 4) HX(p — 170 F VX (_ﬂ’b i _l(p) Véta (0] dedukC|

Vvélaoﬂplnusti 5) Hx(p N 17b - _‘l]b N _|(P P4 a MP

nedpinosti 6) IXp o Yro—P (A > -B) - (B —> A)aMP
gy stel 7) Ixp - YrVx(p— ) GEN

reipinost 8) +F@xp oY) Vx(p—-v) véta o dedukci

splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické o
dokazovani

“wa Predikatova logika. Véta o korektnosti.
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Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy Veta 68

Booleova

algebra logiky Necht' T je teorie a ¢ formule jazyka teorie T. Jestlize T + ¢, pak T = ¢.

Dva zakl. p

o 9% Dukaz.  Stadi ovéfit nasledujici tvrzeni:
Sémantika

Pinohodnotnost @ Je-li ¢ instanci jednoho ze schémat P1-P5 (pfip. také R1-R3, pokud jazyk teorie T je jazyk s
Kompaktnost

Odvozovaci systém rovnOStll) a M Je mOdeI T’ pak M IZ I)D'
;f:;g‘é‘wé @ Je-li M model T a v, & formule jazyka teorie T, kde M =1 a ME ¥ — &, pak M = &.

o @ Je-li M model T a ¢ formule jazyka teorie T, kde M = ¢, pak M = Vx 1.

Odvozovaci systém
oo Metaindukci vzhledem k i je pak jiZ trividlni ukazat, Ze je-li ¢4, - - - , ¢ dOkaz formule p v T a M
L je model T, pak M |= ¢; pro kazdé 1 < i < k. O

Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani
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Predikatova logika. Uplnost (ivod).

Lema 69
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

@ Pro kazdou teorii T a pro kaZdou formuli ¢ jazyka teorie T plati, Ze jestlize T |= ¢, pak
T+ .

@ Kazda bezesporna teorie ma model.

Dulikaz.

(1. = 2.) Bud T bezesporna teorie. Pak existuje formule ¢ jazyka teorie T, ktera neniv T
dokazatelnd (tj. T ¥ ¢). Obménou 1. pak ale dostavame, Ze ¢ neni sémantickym disledkem

T (. T I~ ¢). To znamena, Ze existuje takovy model T, kde neni pravdiva ¢. Zejména ma
tedy T model.

Predikatova logika. Uplnost (Givod). (2)

(2. = 1.) Uzitim 2. dokédZzeme obménu 1. Necht tedy T ¥ ¢, a necht ¢ je univerzalni uzavér ¢.
Ukazeme, ze T U {—¢} je bezesporna; pak podle 2. ma T U {—¢} model, tedy T {~ ¢.
T U {—¢} je bezesporna: Pfedpokladejme naopak, ze T U {—¢} je sporna. Pak

1) Tul-pl+rep T U {-¢} je sporna

2) Tr-p—-o véta o dedukci

3) F(rp—-9)—9 (-A— A)— Ajetautologie, viz pozn. 64
4) Tro MP na 2), 3)

5 Tro opakované P4 a MP

Obdrzeli jsme tedy spor s tim, Zze T ¥ .
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Predikatova logika. Uplnost (Givod). (3)

Cilem dal$iho postupu je dokazat, ze kazda bezesporna teorie ma model. Tato konstrukce
obsahuje dva zakladni obraty:

@ Zavede se pojem kanonickeé struktury pro danou teorii T. Tato struktura obecné neni
modelem T. Ukazeme, Ze pokud T vyhovuje dal§im podminkam (je henkinovska a Uplna),
pak kanonicka struktura je modelem T.

@ Ukazeme, ze kazdou bezespornou teorii je mozné vhodnym zpusobem rozsifit tak, aby byla
henkinovskd a uplna.

Predikatova logika. Rozsireni teorie.

Definice 70

@ Teorie S je rozsireni teorie T, jestliZze jazyk teorie S obsahuje jazyk teorie T a v teorii S jsou
dokazatelné vsechny axiémy teorie T.

@ Rozsifteni S teorie T se nazyva konzervativni, jestlize kazda formule jazyka teorie T, ktera je
dokazatelna v S, je dokazatelnaiv T.

@ Teorie S a T jsou ekvivalentni, jestlize S je rozsifenim T a souCasné T je rozsifenim S.

Priklad 71

@ Teorie komutativnich grup je nekonzervativni rozsifeni teorie grup.

@ Teorie grup je nekonzervativni rozSifeni teorie monoidu (tvrzeni Vx dy x - y = 1 nelze dokazat
v teorii monoidu).

e @ Godel-Bernaysova teorie tfid je konzervativnim rozsitenim Zermelo-Fraenkelovy teorie
e mnozin.

Automatické
dokazovani
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Predikatova logika. Véta o konstantach.

Véta 72 (o konstantach)

Necht S je rozsireni T vzniklé obohacenim jazyka teorie T o novou konstantu ¢ (nové axiomy
nepridavame). Pak pro kaZdou formuli ¢ jazyka teorie T a kaZzdou proménnou x plati, Ze T + ¢
pravé kdyz S + p(x/c).

Dva zakl. p
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Dukaz.

=: Kdukazu ¢ v T pfipojime formule Vx ¢,
formule p(x/c) v S.

&:Necht ¢, - , 1, je dikaz ¢(x/c) v S. Necht y je proménnd, ktera se nevyskytuje v tomto
dukazu. Indukci k i ukdZzeme, ze pro kazdé 1 <i < k je ¢4(c/y),--- ,vi(c/y) dikaz v T (kde
Yj(c/y) oznacuje formuli, kterd vznikne z 1; nahrazenim kostanty ¢ proménnou y). Rozli§ime
tyto moznosti:

Vx¢p — @(x/c), ¢(x/c)aobdrzime tak dukaz

@ Je-li ¢ instanci P1-P5 (pfip. R1-R3), je také ;(c/y) instanci téhoz schématu.
@ Je-li y; axiom teorie T, pak se v 1; nevyskytuje ¢ a formule ¢; a ¥;(c/y) jsou tedy totozné.

@ Jestlize ¢; vyplyva z ¢; a i, pomoci MP, je ¢, tvaru ¢; — ¢; a formule i,(c/y) je tedy
formuli y;(c/y) — ¢i(c/y). Takze formule ¢;(c/y) vyplyva z y;(c/y) a Pm(c/y) pomoci MP.

Predikatova logika. Véta o konstantach. (2)

@ Jestlize y; vyplyva z ¢; pomoci GEN, je ¢; tvaru Vx ¢;. Staci si uvédomit, Ze (Vx ;)(c/y) je
tataz formule jako Vx (ij(c/y)), nebot x a y jsou rizne.

Ukézali jsme, Zze T + ¢(x/c)(c/y). Déle

1) Tre(x/y) p(x/y) je totéZz co p(x/c)(c/y)
2) TrVye(x/y) GEN

3) F¥yo(x/y) = (p(x/y)(y/x)) P4

4) Tro(x/y)(y/x) MP na 2),3)

5 Treo o(x/y)(y/x) je totéz co ¢
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Dva zakl. problémy Definice 73

Vyrokova logika
Syntaxe

Sémantika @ Teorie T je henkinovska, jestlize pro kaZzdou formuli ¢ jazyka teorie T s jednou volnou

Pinohodnotnost

e proménnou x existuje v jazyce teorie T konstanta c takova, Zze T + Ix ¢ — @(x/c).

Odvozovaci systém

I— @ Teorie T je Uplna, jestliZe je bezesporna a pro kazdou uzavienou formuli ¢ jejiho jazyka plati
logika bud’ T+ @ nebo T + —.

Syntaxe

Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
neuplnosti
Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost
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“a Predikatova logika. Henkinovské teorie. (2)
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e, konstanty c, a formule Ax ¢ — ¢(x/c,), pak S je konzervativni rozsiteni T.

Vyrokova logika

Syntaxe Dukaz. Nejprve ukazeme, ze pro libovolnou formuli £(x) plati F AxE — AyE(x/y):
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Pinohodnotnost

Cavevovastsysém 1) {Vy-&(x/y)} v Vy—=E(x/y)

Predikatové 2) {Vy-&é(x/y)l e =&(x/y)(y/x) P4aMP

o 3)  (Vy=E(x/y)}+ =& prepis

s;::::teika 4) {Vy—'E(X/Y)} F VX_‘E GEN

Gmmm 5) rYri(xy)—ovxog dedukee

Vét’a:) ) 6) +dxE— Ayé(x/y) taut. (A —» B) - (=B —» -A) a MP.
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Predikatova logika. Henkinovskeé teorie. (3)

Necht R znaci teorii vzniklou pouhym pfidanim konstanty ¢, k T. Necht' ¢ je formule jazyka
teorie T takova, Zze S + 1. Necht y je proménnd, kterd se nevyskytuje ani ve ¢, ani v ¢. Plati:

1) S+¢ predpoklad

2) Rvr(Ixp — ¢(x/c,)) = ¢ S =RU{Ixp = p(x/c,)}
a dedukce

3) Tr@xp—@(xly)) -y véta o konstantach

4) TrYy((Axp = @(x/y)) = ¢) GEN

5) T+ 3Ay@xe — p(x/y)) = ¢ lema 67 (2) a MP

6) +(Axp — Ayp(x/y)) — Iy(Ixp — p(x/y)) lema 67 (3)

7) T+ (Ixp = yp(x/y)) = ¢ tranz. implikace

8) Fdxp — Ayp(x/y) dokézano vyse

9) Try MP

Predikatova logika. Henkinovskeé teorie. (4)

Véta 75 (o henkinovském rozsireni)

Ke kazdé teorii existuje henkinovska teorie, ktera je jejim konzervativnim rozsirenim.

Dukaz. Bud T teorie. Pro kazdé n > 0 definujeme teorii T, takto:

@ T, = T. Teorie T;,+ vznikne z T; tak, Ze pro kazdou formuli ¢(x) jazyka teorie T; pfidame
novou konstantu ¢, a formuli Ixp — ¢(x/c,).

Metaindukci vzhledem k n ukazeme, ze T, je konzervativni rozsifeni T.

@ Pro n = 0 neni co dokazovat. V indukénim kroku si staci uvédomit, ze je-li Ti.1 + 1), mUZe byt
v diukazu formule ¢ pouzito jen kone¢né mnoho axiomu &4, -« -, &, které nepatfi do T;. UZitim
véty o henkinovské konstanté k-krat po sobé dostavame T, + 1, proto T + ¢ podle I.P.

Uvazme teorii S = [ J,_, T,. Teorie S je konzervativni rozSifeni T, nebot kazdy dikaz v S
pouziva jen kone¢né mnoho axiému a je tedy dikazem v néjaké T,,. Teorie S je zjevné
henkinovska. O
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Predikatova logika. Henkinovskeé teorie. (5)

V nasleduijici vété vyuzivame princip maximality (Zornovo lema), ktery fika nasledujici:

Necht (A,<) je uspofadana mnozina. Jestlize pro kazdy fetézec B obsaZeny v A
existuje v A horni zavora, pak (A, <) ma maximalni prvek.

Zornovo lema je ekvivalentni s axiomem vybéru.

Predikatova logika. Henkinovskeé teorie. (6)

Véta 76 (o zuplnovani teorii)

Ke kazdé bezesporné teorii existuje jeji rozSifeni se stejnym jazykem, které je dplnou teorii.

Dukaz. Bud T bezesporna teorie. Uvazme uspofadanou mnozinu (7-, <), kde 7~ je soubor
vSech bezespornych teorii obsahujicich T. Necht B je fetézec obsazeny v 7 a necht C je
sjednocenim vSech prvkl B. Pak C je horni zavora B v 7. Zde je tfeba ovérit, Ze C je skutecnée
bezesporna teorie (a tedy prvek 7°): pokud by C byla spornd, existuje v ni dikaz kontradikce.
Tento dikaz ale pouziva jen konecne mnoho axiéma, proto je dukazem i v néjakeé teorii K € B,
tedy K je sporna, spor.
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Predikatova logika. Henkinovskeé teorie. (7)

Podle Zornova lematu tedy existuje maximalni bezesporna teorie U4 obsahujici T. Dokazeme,
Ze U je uplnd. Pokud neni, existuje uzaviena formule ¢ takova, Zze U ¥ ¢ a soucasné U ¥ —¢.
Zejména tedy ¢, ¢ ¢ U. Z maximality U plyne, Ze teorie U U {¢} i U U {—¢p} jsou sporné, plati
tedy U U {p} - ~p a U U {—p} + ¢. Proto také U + ¢ — —~p a U + ~p — ¢ (uzitim véty

o dedukci). Z toho dostavame U + ¢ A =1) pro libovolné 1, nebot

(A—-A) = ((FA = A) = (¥ A 1)) je vyrokova tautologie (pouzijeme 2x MP). Tedy U je
sporna, spor.

Pokud je jazyk teorie T koneCny nebo spocetny, Ize se pouZiti Zornova lematu snadno vyhnout.
Dokazovana véta pak zadnou formu axiému vybéru nevyuziva. O

Predikatova logika. Kanonicka struktura.

Definice 77

Bud' T teorie, kde jazyk teorie T obsahuje alespon jednu konstantu. Kanonicka struktura teorie
T je realizace M jazyka teorie T, kde

@ univerzum M je tvofeno vsemi uzavienymi termy jazyka teorie T;

@ relizace funkéniho symbolu f arity n je funkce fy, ktera uzavienym termam t,- - - , t, pfiradi
uzavreny term f(t;,--- ,t,);

@ realizace predikatového symbolu P arity m je predikat P, definovany takto: (t;,--- ,tn) € Py
plati pravé kdyZz T + P(t;,--- ,ty).
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Predikatova logika. Kanonicka struktura. (2)

Véta 78 (o kanonické strukture)

Necht' T je uplna henkinovska teorie, a necht jazyk teorie T je jazykem bez rovnosti. Pak
kanonicka struktura teorie T je modelem T.

Dukaz. Necht M je kanonickd struktura teorie T. UkaZeme, Ze pro libovolnou formuli ¢
jazyka teorie T plati nasleduijici:

@ Jestlize ¢ je uzaviend instance formule ¢, pak T + ¢ pravé kdyz M |= ¢.

Jelikoz Ize (bez Ujmy na obecnosti) predpokladat, ze prvky T jsou uzaviené formule, plyne z

vy$e uvedeného, ze M je model T.

Indukci ke strukture ¢:

@ ¢9=P(ty,--,t;). Bud P(t,--
struktury M = P(t/,--

-, 17) libovolna uzavfend instance. Podle definice kanonické
-t pravé kdyz T+ P(t/,--- ,t)).

Predikatova logika. Kanonicka struktura. (3)

@ ¢ =-1.Bud -1 libovolna uzavrena instance. Jelikoz U je uzaviena instance ¢, podle IP
plati T ¢ prave kdyz M |= . Dale T + —) prave kdyz T ¥ 1) (T je bezesporna) prave kdyz
M= Y (IP) pravé kdyz M = —y.

@ ¢ = — &. KaZda uzaviena instance této formule je tvaru i) — &, kde 1 je uzavfena instance
Y a ¢ je uzavrena instance &.

@ Necht T+ — &. Jelikoz ¢ je uzaviena formule a T je uplna, plati bud’ T - i) nebo
T+ =). V prvém pfipadé dale T - £ (MP) a uzitim IP celkem dostavame M = ) a
M = &. Proto také M |= ) — £. V druhém pFipadé T » ¢ (T je bezesporna), proto
M=) (IP), tudiz M = — &,

@ Necht M = — &. Pak bud M = ) nebo M = &. V prvém ptipadé T # i) podle IP, tudiz
T + =) nebot T je Gplna. Proto T + ¢y — & uzitim tautologie A — (A — B) a MP.
V druhém piipadé T + &, proto T + i) — & uZitim tautologie A — (B — A) a MP.
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Predikatova logika. Kanonicka struktura. (4)

@ ¢ = Vx1. Pokud x nema volny vyskyt v i, ma uzavrena instance formule Vx 1 tvar x i), kde
i je uzavfend instance 1. Pak M |= Vx ¢ pravé kdyz M = ) pravé kdyz T + ¢ (uzitim IP)
pravé kdyz T + Vx .

Pokud x ma volny vyskyt v ¢, ma uzaviena instance formule Vx ¢ tvar ¥x 1, kde x je jedina
volna proménna formule 1.

@ Necht T + Vx . Dokazeme, ze M |= Vx . Bud e libovolné ohodnoceni a t libovolny
prvek univerza (uzavieny term). Podle Lematu 58 plati, ze M = ([e(x/t)] pravé kdyz
M [= U(x/t)[e] (zde vyuZivame i toho, Ze t[e] = t). Dale M = {(x/t)[e] pravé kdyz
M = 1U(x/t), nebot formule {(x/1) je uzaviena. Podle I.P. plati M |= (x/t) pravé kdyz
T+ (x/t). Jelikoz T + Vx 1, plati také T + 1(x/t) uzitim P4 a MP.

@ Necht T ¥ Vx . Pak také T ¥ Vx == (kdyby T + Vx =—1), dostaneme déle T + ——1) (P4
aMP)a T + ¢ (tautologie ~—A — A aMP), T + Vx ¢ (GEN), spor).
Jelikoz T ¥ Vx——1, plati T + =Vx——1 nebot T je Gplna. Tedy T + Ax—1. Jelikoz T je
henkinovska, plati T + Jx—1 — —1(x/c). Tedy T + —(x/c) a proto T ¥ 1(x/c) nebot T
je bezesporna. Podle IP M I~ i (x/c), tedy M = ¢[e], kde e(x) = c (uzitim Lematu 58).
Proto M = Vxi).

O

Predikatova logika. Kanonicka struktura. (5)

Véta 79

Necht' T je uplna henkinovské teorie, a necht jazyk teorie T je jazykem s rovnosti. Pak T ma
model.

Dukaz. Bud S teorie (s jazykem bez rovnosti), ktera vznikne rozsitenim T o novy binarni
predikatovy symbol = a axiomy R1—-R3. Symbol = v teorii S je tedy mimologicky a muze byt
realizovan ,jakkoliv“. Axiomy R1-R3 jsou v S ,normalni“ axiomy. Sta¢i nam ukazat, ze S ma
takovy model, kde = je realizovan jako identita. Takovy model pak jisté bude i modelem T (kde
= je chapano jako logicky symbol).
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Predikatova logika. Kanonicka struktura. (6)

Bud' M kanonicka struktura teorie S, a necht’ ~ je realizace = v S (ij. t; ~ > prave kdyz
S+ ty = t). Dokazeme, ze ~ je nutné ekvivalence:

@ reflexivita: S + x=x (R1), S+ Vxx=x (GEN), S + Vx x=x — t=t (P4), S + t=t (MP). Tedy
t~t.

@ symetrie: necht s ~ t,1j. S+ s=t. Plati S+ (xy=y1 A xo=y2) = (Xx1=x2 = y1=y») (R2,
hraje i roli P). UZitim GEN, P4 a MP dostaneme S  (s=t A s=s) — (s=s — t=s). Uzitim
MP dostaneme S + t=s.

@ Tranzitivita: podobné.

Predikatova logika. Kanonicka struktura. (7)

Nyni jiz mizeme definovat strukturu O pro jazyk teorie S:
@ Nosic¢em O jsou tfidy rozkladu nosice M podle ~.

@ Funkeéni symbol f arity n je realizovan takto:

fo([ti], -+, [ta]) = [Im(ts, -+, ta)]

@ Predikatovy symbol P arity m je realizovan takto:

Po([t:], -, [tm]) pravé kdyz Py(t,- -, tm)

Korektnost této definice (1j. nezavislost na volbé reprezentantll) se dokaze pomoci R1-R3
podobnym stylem jako vySe. Snadno se ovéfi, ze realizaci uzavieného termu t ve strukture O je
[s] prave kdyz S + s=t. To znamena, ze predikatovy symbol = je v O realizovan jako identita.
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Predikatova logika. Kanonicka struktura. (8)

Zbyva ukazat, ze O je modelem S. Podobné jako ve vété 78 budeme chtit prokazat, ze pro
libovolnou formuli ¢(x, ..., x,) jazyka teorie S plati:

@ Jestlize ty,--- , 1, jsou uzaviené termy jazyka teorie S, pak S + ¢(x1/ty, -+, xn/1,) pravé kdyz

O e(xi/[t], -+, Xn/[ta])-
Jelikoz S je henkinovska a Uplnd, plati podle véty 78
@ S+ o(xi/ty, -, Xn/ty) pravé kdyz M = p(xi/ty, -+, Xn/ty)
Staci tedy ukazat, ze
@ ME o(xi/t, -, xa/tn) pravé kdyZ O |= @ (x1/[k], -+, xa/[ta])

To Ize lehce provést indukci ke strukture ¢. O

Predikatova logika. Véta o uplnosti.

' Véta 80 (o uplnosti, Kurt Godel)

, . 4 Kazda bezesporna teorie ma model. Pro
L - kaZdou teorii T a kaZzdou formuli jejiho jazyka
e g tedy plati, Ze jestlize T |= ¢, pak T + ¢.

Duikaz. Jde o jednoduchy duasledek
predchozich vét. O

A

Kurt Gédel (1906—1978)
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Predikatova logika. Veta o kompaktnosti.

Véta 81

Teorie T ma model, pravé kdyz kazda jeji podteorie s kone¢né mnoha axiomy (a s minimalnim
jazykem, v némz jsou tyto axiomy formulovatelné) ma model.

Dukaz. Smeér ,=" je trividlni. Pro opaCnou implikaci staci ukazat, ze T je bezesporna (pak T
ma model podle véty o Uplnosti). Kdyby T byla sporna, existoval by dikaz formule ¢ A =) v T.
Tento diikaz je koneCny, vyuziva tedy jen kone¢né mnoho axiému T, které tvofi spornou
podteorii T, spor. O

Predikatova logika. Lowenheimova-Skolemova véta.

Poznamka 82

Z dikazu vety 75 plyne, Ze kazda bezesporna teorie s jazykem bez rovnosti ma model
kardinality max{| L], No} (pfi rozSifeni teorie na henkinovskou bylo pfidano |£] - 8y novych
konstant). Toto pozorovani neplati pro teorie s jazykem s rovnosti (napt. pro T = {Vx x=c}).

Nicméné Ize dokazat nasleduijici:

Véta 83

Necht' T je teorie a necht’ pro kazdé n € IN existuje model teorie T, jehoZ nosi¢ ma mohutnost
alespon n. Pak T ma nekonecny model.

Dukaz. Je-li jazyk teorie T jazykem bez rovnosti, plyne tvrzeni ihned z poznamky 82. Jinak
pro kazdé n € IN definujeme formuli ¢, = Vx --- VXx,dy X1£y A -+ A X,#y a teori

Sy, =TU/l{p4,- -, pnl. Podle pfedpokladu véty ma kazda S, model. Podle véty o kompaktnosti
ma proto model i teorie | J:"; S,. Tento model je nutné nekonecny a je i modelem teorie T. O
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Predikatova logika. Lowenheimova-Skolemova véta. (2)

Véta 84 (Lowenheimova-Skolemova)

Necht' T je teorie s jazykem L, ktera ma nekonecny model. Necht « je nekonecny kardinal
takovy, Ze k > |L]. Pak T ma model mohutnosti «.

Dikaz. Necht M je nekone¢ny model T. Jazyk £ rozsitime o systém {c; | i < k} novych
konstant a k T pfidame axiémy {(c; # ¢; | i,j < x}. Obdrzime tak teorii T". Necht K je kone¢na
¢ast T, anecht ¢y, - -, ¢, jsou vSechny nové pridané konstanty, které se vyskytuji ve formulich
teorie K (takovych konstant je jen konec¢né mnoho). Pokud tyto konstanty realizujeme navzajem
riznymi prvky nosiCe M, obdrzime model teorie K. Kazda konecna €ast T’ je tedy splnitelna.
Podle véty o kompaktnosti ma tedy model i teorie T’. Nosi¢ tohoto model ale nutné obsahuje
alespon x navzajem ruznych individui. O

Predikatova logika. Lowenheimova-Skolemova véta. (3)

Poznamka 85

Léwenheimova-Skolemova véta fika, Ze teorie prvniho fadu nedokazi definovat mohutnost
modelu. Neni tedy mozné dosahnout toho, aby teorie prvniho fadu s nekoneCnym modelem
meéla jediny model az na izomorfismus. To Ize vynutit pouze za cenu pridani axiomu v logice
vys§Siho fadu (typicky monadické logiky druhého fadu). Pro tyto logiky ovSem zpravidla neplati
véta o Uplnosti. Prikladem je obecné uzivana axiomaticka definice realnych Cisel, ktera ma az

na izomorfismus jediny model a obsahuje (druhofadovy) axiom existence supréma ohranicené
mnoziny.
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Predikatova logika. Lowenheimova-Skolemova véta. (4)

Poznamka 86 (Skolemtiv paradox)

Jelikoz teorie mnozin je teorie prvniho fadu, kterd& nema konec¢ny model, podle
Léwenheimovy-Skolemovy plati, Zze ma-Ili teorie mnozin néjaky model (j. je-li bezesporna), pak
ma také (meta)spocetny model M. Tento fakt je velmi kontraintuitivni, nebot kazdy model teorie
mnozin musi obsahovat ,obrazy“ veSkerych mnozin, jejichz existence je zaru¢ena axiémy teorie
mnozin. Zejména M musi obsahovat ,obrazy“ prvniho nekone¢ného ordinalu w a mnoziny 2%
v§ech podmnozin w. Oba tyto obrazy jsou z ,vnéjSiho (meta) pohledu na M* spocetne,

z vnitrniho“ pohledu samotného M ovSem 2“ spocetna neni. V kazdém modelu teorie mnozin
totiz plati, Ze neexistuje mnozina, ktera je bijekci mezi v a 2¢, nebot tento fakt Ize z teorie
mnozin dokazat. Ani v M tedy takova bijekce neexistuje. Zdanlivy rozpor vznika pouze na
zakladé toho, ze obrazy metapojmu ,spocetna mnozina*“, ,bijekce”, atd., v modelu M nejsou
takové, jaké intuitivné ocekavame.

Véta o neuplnosti. Uvod.

@ Jazyk aritmetiky je jazyk s rovnosti obsahujici konstantu 0, unarni funkéni symbol S a dva
binarni funk¢ni symboly = a +.

@ Vyznacnou realizaci jazyka aritmetiky je (INo, %, +), kde univerzem je soubor vSech
nezapornych celych Cisel, 0 je realizovano jako nula, S jako funkce naslednika, = jako
nasobeni, + jako sCitani. (Relacni predikaty jako <, < Ize snadno definovat.)

@ Jednim ze z&kladnich krokd Hilbertova programu formalizace matematiky mélo byt vytvoreni
rekurzivni a uplné teorie T jazyka aritmetiky.

@ Slovem ,UpIné“ se mysli, Zze T + ¢ pravé kdyz ¢ € Th(INy, +,+) (Tj. formule dokazatelné v T
jsou prave formule pravdivé v (INg, #, +)).

@ Slovo ,rekurzivni“ intuitivné znamena, ze musi byt ,mechanicky ovéfitelné“, zda dana
posloupnost symbolU je €i neni dikazem v T (moznych formalizaci tohoto pojmu je vice).

@ Z Gddelovych vysledku plyne, ze takova teorie neexistuje.
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Véta o neuplnosti. Turinguv stroj.

@ Definoval pojem Turingova stroje a s jeho
pomoci ukazal, Ze problém pravdivosti
formuli prvniho fadu je nerozhodnutelny.

@ Povazovan za zakladatele informatiky (jako
védy).

@ Turinguv stroj je matematickym modelem
»hloupého odvozovace*, ktery ma k dispozici
papir, tuzku a gumu, a ktery si pamatuje
kone¢né mnoho schémat axiému.

@ Vyznam Turingova stroje coby modelu
realnych vypocetnich zafizeni se projevil az
Alan Turing (1912—1954) v druhé poloviné 20. stoleti.

Véta o neuplnosti. Turinguv stroj. (2)

Je-li © kone¢nd abeceda, znaci symbol >* soubor vS§ech konecnych slov slozenych z prvki
Y. Jazyk nad abecedou ¥ je podmnozina x*.

Turinguv stroj je matematicky model vypocetniho zatizeni, které je vybaveno
konecné-stavovou fidici jednotkou (,hlava odvozovace*), jednosmérné nekonecnou pracovni
paskou (papir), a ¢teci/zapisovou hlavou (,tuzka/guma“).

Na zacatku vypoctu je na pasce zapsano konecné vstupni slovo nad vstupni abecedou,
hlava je na nejlevéjsi pozici, a stavova jednotka je v poCatecnim stavu.

Stroj na zakladé svého momentalniho kontrolniho stavu a symbolu pod Cteci hlavou provede
~wvypocetni krok®, tj. zméni svij kontrolni stav, nahradi symbol pod ¢teci hlavou jinym
symbolem paskové abecedy, a posune ¢teci hlavu vlevo nebo vpravo.

Vypocet se zastavi, pokud stroj dojde do konfigurace, jejiz kontrolni stav je akceptujici nebo
zamitajici. Pro néktera slova mize stroj také nezastavit (cyklit).

Vstupni slovo je akceptované strojem M, jestlize M po konecné mnoha krocich dojde do

akceptujici konfigurace. Soubor v§ech vstupnich slov, kterd M akceptuje, tvofi jazyk
akceptovany danym strojem, oznacovany L(M).
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Véta o neuplnosti. Vlastnosti jazyku.

@ Jazyk L C ¥ je rekurzivnée vycislitelny, jestlize L = L(M) pro néjaky Turinglv stroj M. Jazyk

L € X" je rekurzivni, jestlize L = L(M) pro néjaky Turingav stroj M, ktery zastavi pro kazde

vstupni slovo. Jednoduché pozorovani je, ze jazyk L C ¥* je rekurzivni pravé kdyz L i L jsou

rekurzivné vygislitelné (kde L = ¥\ L).

@ Uvazme soubor vsech Turingovych stroji se vstupni abecedou {0, 1}. Bez Gjmy na obecnosti

Ize predpokladat, ze kontrolni stavy a symboly paskové abecedy kazdého takového stroje
jsou prvky néjaké fixni spocetné mnoziny. Pak kazdy Turinglv stroj M se vstupni abecedou

{0, 1} Ize jednoznatné zapsat jako slovo code(M) € {0, 1}*. Navic Ize predpokladat, ze kazdé

u € {0, 1} je kodem néjakého stroje M, se vstupni abecedou {0, 1}.

Uvazme jazyk Accept = {u € {0, 1} | M, akceptuje u}.

@ Lze snadno (i kdyz technicky) dokazat, ze Accept je rekurzivné vycislitelny (Ize zkonstruovat

stroj U, ktery pro dané vstupni slovo u € {0, 1}* ,simuluje”“ vypocCet stroje M, na slové u).

@ Ukazeme, ze Accept neni rekurzivni. Podle jednoho z predchozich bodl pak jazyk Accept

neni rekurzivné vycislitelny.

Véta o neuplnosti. Jazyk Accept.

Véta 87
Jazyk Accept neni rekuzivni.

Dukaz. Predpokladejme, Zze Accept je rekurzivni. Pak také Accept je rekurzivni, tj. existuje
Turinglv stroj M se vstupni abecedou {0, 1}, ktery zastavi pro kazdé vstupni slovo a
L(M) = Accept. Necht v = code(M). Plati v € L(M)?

@ Ano. Pakv ¢ L(M,) = L(M), spor.
@ Ne.Pak v e L(M,)=L(M), spor.

Z predpokladu existence stroje M se nam podarilo odvodit spor. Stroj M tedy neexistuje.

Poznamka 88

V dikazu pfedchozi véty se objevuje urcita forma autoreference (stroj M zkouma ,sam sebe*

tak, Ze analyzuje svUj vlastni kod). Kazdy znamy didkaz vety o nelplnosti se o néjakou formu
autoreference opira.

O

Automatické
dokazovani
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Definice 89

Redukce jazyka Ly C 3 na jazyk L, C ¥, je zobrazeni f : ¥} — ¥, splnujici nasledujici
podminky:

@ Pro kaZdeé slovo w € X plati w € Ly pravé kdyz f(w) € L.

@ f je vypocitatelne, tj. existuje Turinguv stroj M, ktery pro kaZde vstupni slovo w € 3 zastavi v
akceptujicim stavu a na vystupni pasku zapise slovo f(w).
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Véta 90
Necht existuje redukce f jazyka L, na jazyk L,. Plati:

@ Jestlize L, je rekurzivni (resp. rekurzivné vycislitelny), pak také L, je rekurzivni (resp.
rekurzivné vycislitelny).

@ Jestlize Ly neni rekurzivni (resp. neni rekurzivné vycislitelny), pak také L, neni rekurzivni
(resp. neni rekurzivne vycislitelny).

@ Redukce f je rovnéz redukci jazyka L na jazyk L.
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Véta o neuplnosti. Minského stroj.

Definice 91

Minského stroj M se dvéma citaci c, d je konec¢na posloupnost oCislovanych instrukci tvaru

1: Comy; m: Com,: m+1:Halt

kde kazda instrukce Com; je jednoho ze dvou typu:
|
In:  i:
kdexe{c,d},1 <u<m+1ail<v<m+i1.

inc x; gotou

if x =0 then gotou else dec x; gotov
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Véta o neuplnosti. Minského stroj. (2)

Konfigurace stroje M je trojice (¢, c,d), kde ¢ € {1,..., m+1} je Cislo nasledujici instrukce a
¢, d € Ny jsou momentalni hodnoty Citacu.

Krok vypoctu M je binarni relace — na konfiguracich M, kde (¢, c,d) +— (¢’,c’,d") prave
kdyz provedenim Com;, pro hodnoty €itacu c, d stroj M zméni hodnoty &itaCli na ¢/, d’ a
odskoci na instrukci ¢’.

Stroj M zastavi, pokud existuje kone¢na posloupnost konfiguraci (o, co, do), . .., {{x, Ck, k),
kde ((o, Co, do) = (1,0,0), {x = m+1, a pro kazdé 0 < i < k plati (¢, ¢;, di) = (liy1, Civq, dip1)

Zapis kazdého Minského stroje je kone¢né slovo nad fixni kone¢nou abecedou 3. Navic
kazdé slovo w € ¥* Ize chapat jako zapis néjakého Minského stroje M,,.

Necht Halt = {w € X* | M,, zastavi}.

Véta o neuplnosti. Minského stroj. (3)

Véta 92 (Minsky)

Jazyk Halt neni rekurzivni (a tudiz Halt neni rekurzivné vycislitelny).

|

Idea diikkazu. Jazyk Accept se redukuje na jazyk Halt. Nejprve se ukaze, Zze Turinglv stroje j
mozné simulovat strojem se dvéma zasobniky, do kterych se uklada obsah pasky

e

nalevo/napravo od ¢teci hlavy. Nasledné se provede simulace zasobniku dvéma ¢itaci. Turinguv

stroj Ize tedy simulovat Minského strojem se &tyfmi &itagi. Ctyfi &itade Ize ovéem simulovat
pomoci dvou. Navic Ize pfedpokladat, Ze jejich inicialni hodnota je nula, nebot pomoci instrukc
typu | je mozné inicialni hodnotu snadno zmeénit na libovolnou danou konstantu.

i
O
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S @ Kazdou formuli jazyka aritmetiky je mozné zapsat jako slovo nad abecedou
algebra logiky {v,+,%+0,S,(,),¥,—,—,=,#}. Rlzné proménné zapisujeme jako fetézce slozené z v rdzné
ove zekt probiémy délky (napf. misto x, y, z mGzeme psét v, vv, vvv apod.).

Vyrokova logika

Simiare @ Podobné mizeme i kazdou konecnou posloupnost formuli zapsat jako slovo nad vysSe
Pinohodnotnost uvedenou abecedou, kde symbol # pouzijeme pro oddéleni jednotlivych formuli.
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logika Definice 93

Syntaxe
Sémantika

omoncismen 1607 T jazyka aritmetiky je rekurzivni, jestlize jazyk tvofeny zépisy vsech dukazd v T je
Véta o uplnosti rekurZIvn i-
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Matematicka

wa Véta o neuplnosti. Rekurzivni teorie. (2)

Antonin Kucera
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Booleova Lze snadno (i kdyz technicky) dokazat, ze napt. Peanovy axiémy tvofi rekurzivni teorii. Definici
a;%::ﬁ.‘:::,'gmy rekurzivity teorie Ize samoziejmé rozsifit i na teorie nad jinymi jazyky. Rekurzivni teorie

T odpovidaji (na intuitivni Urovni) pravé teoriim, které umoznuji ,mechanické odvozovani*.
Syntaxe Trivialni pozorovani o rekurzivnich teoriich podava nasledujici véta.

Sémantika

Plnohodnotnost

Kompaktnost
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Véta o neuplnosti. Jazyk Valid.

@ Necht Valid resp. Provable jsou jazyky nad abecedou {v, +,+,0, S, (,), V¥, —, =, =} obsahujici
zapisy v8ech formuli jazyka aritmetiky, které jsou pravdivé v realizaci (INy, *, +) resp.
dokazatelné z néjaké pevneé zvolené teorie jazyka aritmetiky, ktera je korektni a rekurzivni.

@ Zjevné Provable C Valid, nebot uvazovana teorie je korektni.

@ Nasim cilem je ukazat, Ze tato inkluze je vlastni, tj. Ze existuji formule pravdivé v (INy, , +),
které nejsou z uvazovaneé teorie dokazatelné.

@ Jelikoz jazyk Provable je podle véty 94 rekurzivné vycislitelny, staci ukazat, ze Valid neni
rekurzivné vycislitelny.

Véta o neuplnosti. Godeluv predikat f.

Z hlediska dikazu véty o neuplnosti je jednou z podstatnych viastnosti pfirozenych Cisel jejich
schopnost ,kodovat” libovolne dlouhé kone¢né posloupnosti pfirozenych Cisel.

@ Definujeme 4-arni predikat g na nezépornych celych Cislech pfedpisem
B(a, b, i, x)

@ Bud S nekoneéna posloupnost nezapornych celych &isel, a, b € Ny. Rekneme, ze S splriuje
B (pro dané a a b), jestlize pro kazdé i € Ny plati s(a, b, i, S(i)).

& x=amod (1+b(1+1))

@ Pro kazdeé a, b € N, existuje jedina posloupnost spliujici g; tou je posloupnost S, , dana
predpisem S, (i) = amod(1 + b(1 +1i)).

@ Predikat g je vyjadfitelny v jazyce aritmetiky, nebot’ x = a mod b Ize napsat jako
ax0Ab>0A3k(k=0Aksb<an (k+1)+b>a A x=a-(k+b))
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Sltasc Pro kaZdou konecnou posloupnost o, - - -, nx nezapornych celych Cisel existuji n, m € INg
Logicky étverec takovd, Ze n; = S, m(j) pro kazdé 0 < j < k. To znamena, Ze pro kazdé 0 < j < k plati
Sylogismy

p(n,m,j,x) & x =n,.

Booleova

algebra logiky
Dva zakl. problémy DL°| kaz_ (Osnova)

Vyrokova logika

e @ Necht m = (max{k, n,---,nk})! Cisla p; = 1+ m(1 + i), kde 0 < i < k, jsou navzajem
PIlnohodnotnost nesoudélné a n,‘ < p,‘ pI'O kaédé O S I S k

Kompaktnost

e @ Dale pro kazdé 0 < i < k definujeme ¢; = po - - - - - p«/pi- Nyni pro kazdé 0 < i < k existuje
o presné jedno dj, 0 < d; < p;, takové, Ze (c; - d;) mod p; = 1

cemmtia @ Definujeme

Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

K
Véta o — .0 . N
neuplnosti n = : ,C’ d’ ni
—o

Turinguv stroj
Dukaz véty o
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REle Pro kazdé 0 < i < k plati n; = nmod p;, coz je tvrzeni véty.
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Jazyk Valid neni rekurzivné vycislitelny.
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Dikaz. Jazyk Halt zredukujeme na jazyk Valid. Bud w € = libovolné slovo nad abecedou

Vyrokova logika

Syntaxe jazyka Halt, a necht

Sémantika

okt M, = 1:Comy; --- m:Comp; m+1:Halt

Odvozovaci systém

Predikatova je Minského stroj se dvéma citaci kédovany slovem w. Redukce f(w) vraci formuli tvaru -V,
logik . v . v ,

o kde W, vyjadtuje, ze M, zastavi.

cseem | Stroj M, zastavi, pravé kdyz existuje k € IN, a posloupnost konfiguraci
Vetalipincst] <fo, Co, do), ceey <€k/ Ck, dk> takOVé, ze

Véta o

neuplnosti o <€0/ Co, d0> — <1 s Or O>a

Turinguv stroj

Dl'Jka:vétyol e fk = m+1a

neuplnosti v 1z . ,

Pra:divosla e pro kaZde O S I < k platl <€i1 Ci/ dl> = <€i+1/ Ci+1/ df+1>-

splnitelnost
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Véta o neuplnosti. Duikaz. (2)

JelikoZ posloupnost konfiguraci je posloupnosti pfirozenych Cisel, mizeme pomoci predikatu
uvedenou podminku zapsat nasledovné:

dk Ja3b INIT(a,b) A HALTING(a,b,k) A (¥iO<i<k — STEP(a,b,i))
kde jednotlivé podformule vyjadfuji nasleduijici:
@ ,Posloupnost S, , zaCina zépisem konfigurace (1,0, 0)".

INIT(a,b) = B(a,b,0,1)ApB(a,b,1,0)Ap(a,b,2,0)

@ ,Konfigurace (¢, ck, di) v posloupnosti S, , spliuje £ = m+1*.

HALTING(a,b,k) = f(a b, k+3,m+1)

Véta o neuplnosti. Duikaz. (3)

@ Plati (¢, ci, di) — (£iiq,Cii1,di1)".  Formule STEP(a, b, i) je definovana takto:
VYéVeYd Ve Yo' Yd

( Bab,8,6) A p(abix8+1,c) A p(ab,x3+2,0)
B(a,b,x3+3,0') A p(a,b,ik3+4,¢’) A p(ab,ix3+5,d) )

m
- COM;

j=1
kde COM,; je definovana nasledovné:

@ Jestlize Com; = j: inc c; goto u, pak COM; je formule

((=j) = (c’=c+1 Ad'=d A '=u)

@ Jestlize Com; = j: incd; goto u, pak COM,; je formule

((=j) = (d'=d+1 Ac’=c Al'=u)
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Véta o neuplnosti. Dukaz. (4)

@ Jestlize Com; = j: if c =0 thengotou else dec c; goto v, pak COM; je formule

(t=j) — ((c:o — (¢’=c A f’:u)) A (cz1 — (¢’=c-1A f’:v)) A d’:d)

@ Jestlize Com; = j: ifd =0 thengotou else dec d; goto v, pak COM,; je formule

(t=)) — ((d:O - (d'=d A l'=u)) A (d21 - (d'=d-1 A £'=V)) A c’:c)

Véta o neuplnosti. Duikaz. (5)

Trivialnim dasledkem véty 94 a véty 96 je nasleduijici:

Véta 97 (o neuplnosti)

Neexistuje Zzadna rekurzivni teorie jazyka aritmetiky, ve které jsou dokazatelné pravé vsechny
formule pravdivé v realizaci (Ny, +, +). Specielné pro kaZdou korektni rekurzivni teorii T (1.
takovou teorii, ktera umoZnuje dokazat pouze formule pravdivé v (INy, +, #)) nutné existuje
formule platna v (INo, +, +), ktera neni v T dokazatelna.

Véta 97 byva v literatufe také oznacovana jako prvni veta o netplnosti. Pivodni Gddelova
formulace této véty (a zejména jeji dukaz) vypada odliSné.
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Pravdivost a spinitelnost.

@ Otazku, zda existuje mechanicky postup (algoritmus), ktery rozhodne, zda je dané

matematické tvrzeni pravdivé nebo ne (tzv. Entscheidungsproblem) formuloval David Hilbert
v roce 1928.

@ Pokud za matematicky spravna tvrzeni povazujeme formule ¢ jazyka teorie mnozin takove,
ze ZF = ¢, je jazyk tvofeny vSemi spravnymi tvrzenimi rekurzivné vycislitelny, nebot ZF = ¢
praveé kdyz ZF + ¢ a ZF je rekurzivni teorie.

@ Alan Turing publikoval v roce 1936 préaci ,On Computable Numbers, with an Application to the
Entscheidungsproblem*, kde zaved| pojem Turingova stroje a ukazal, ze jazyk tvoreny
predikatovymi tautologiemi (nad jistym fixnim kone€nym systémem predikatovych a
funkCnich symbol() neni rekurzivni.

@ Kurt Godel publikoval vétu a Uplnosti v roce 1930 a dvé véty o neuplnosti v roce 1931, kdy
Turingovy vysledky neexistovaly. Jednoduché dukazy prvni Gédelovy veéty o neuplnosti (jako
ten prezentovany na prednasce) se objevily pozdgji.

Pravdivost a spinitelnost. (2)

@ Necht £ = {0, S, Reach}, kde 0 a S jsou funk¢ni symboly arity nula resp. jedna, a Reach je
predikatovy symbol arity tfi.

@ Necht Tautologies je jazyk tvofeny zépisy vSech formuli ¢ predikatové logiky nad L, které
jsou tautologiemi, j. plati = ¢.

@ Ukazeme, Ze Tautologies neni rekurzivni.
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Pravdivost a splnitelnost. (3)

Véta 98

Jazyk Tautologies neni rekurzivni.

Dukaz. Jazyk Halt zredukujeme na jazyk Tautologies. Bud w € ¥* libovolné slovo nad
abecedou jazyka Halt, a necht

M, = 1:Comy; m: Com,; m+1:Halt

je Minského stroj se dvéma citaci kbdovany slovem w. Redukce f(w) vraci formuli v, kde
= W, prave kdyz M, zastavi.

@ Kazdému k € N, pfitadime (nularni) term [k] = S(S(... S(0)...), kde S je pouzito k-krat.

@ Predikat Reach(¢, c, d) vyjadfuje, Zze konfigurace ((, ¢, d) je dosazitelna z poCatecni
konfigurace (1,0, 0).

@ Pro kazdé i {1,... m} sestrojime formuli ¢;, ktera fika ,je-li (i, c, d) dosazitelna konfigurace,
pak je dosazitelna i konfigurace (i’,c’,d’), kde (i,c,d) — (', c’, d")".

Pravdivost a splnitelnost. (4)
Pak

vy,

Reach([1],[0], [0]) A

i=1

@i | = 3cAd Reach([m+1], ¢, d)

Formule ¢, jsou definovany takto:

@ Jestlize Com; = i: inc c; goto u, pak

@i = VYcVd Reach(]i], c,d) — Reach([u], S(c), d)

@ Jestlize Com; = i: inc d; goto u, pak

@i = VYcVd Reach(]i], c,d) — Reach([u],c, S(d))

@ Jestlize Com; = i: if c =0 then gotou elsedecc; gotov, pak ¢; = 1, A &, kde

Vi
&i

¥d Reach(]i], [0],d) — Reach([u],[0],d)
Ve Vd Reach([i], S(c),d) — Reach([v],c,d)
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Pravdivost a splnitelnost. (5)

@ Jestlize Com; = i: ifd =0 thengotou elsedecd; gotov, pak ¢, = ;A &, kde

Vi
i

¥Yc¢ Reach(]i], c,[0]) — Reach([u], c,[0])
VYcV¥d Reach(][i],c, S(d)) — Reach(|v], c,d)

Dokazeme, ze M, zastavi pravé kdyz = V,,.

(=) Bud' U realizace £ takova, ze U = Reach([1],[0],[0]) A A1 ¢i. Z konstrukce formuli ¢;
ihned plyne, Ze pro libovolnou dosazitelnou konfiguraci (¢, ¢, d) stroje M,, plati

U |= Reach([(], [c],[d]). Jelikoz M,, zastavi, plati U = Reach([m+1],[c’], [d']) pro néjaké
c¢’,d" € Np. Celkem U = V,,.

(<) Necht M,, nezastavi. Uvazme realizaci nad univerzem Ny, kde 0 je realizovano jako nula,
S jako pricteni jedniCky, a Reachy, (¢, ¢, d) prave kdyz je konfigurace (/, ¢, d) dosazitelna.
Jelikoz M, nezastavi, pro kazdé c, d € N, plati, ze predikat Reachn,(m-+1, ¢, d) neni spinén.
Zjevné Ny = Reach([1],[0],[0]) A ALy @i, ale Ng = Wy,

Pravdivost a spinitelnost. (6)

@ Pro kazdou uzavienou formuli @ plati, ze = ® pravé kdyz —® neni splnitelna. Okamzitym
disledkem véty 98 je nasleduijici:
Véta 99

Necht’ Satisfiable je jazyk tvoreny zapisy vsech formuli predikatové logiky nad jazykem
L =1{0, S, Reach}, které jsou splnitelné. Pak Satisfiable neni rekurzivné vycislitelny.
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Pravdivost a splnitelnost. (7)

@ UvaZme jazyk (s rovnosti) L' = {0, S, Reach’}, kde Reach’ je predikatovy symbol arity 4.
Uzitim techniky z dikazu Véty 98 Ize snadno dokazat nasledujici:

Véta 100 (Boris Trachtenbrot)

Necht Fsatisfiable je jazyk tvofeny zapisy vSech formuli predikatové logiky nad jazykem [/,
které jsou konecné splnitelné. Pak Fsatisfiable neni rekurzivni.

Dukaz. [Osnova] Jazyk Halt zredukujeme na jazyk Fsatisfiable. Pro dany Minského stroj M
sestrojime formuli tvaru

v

Reach'([1], (0], 0], [0)) A /\ ¢

A Reach’(x1,%2,x3,y) = (S(y)#0 AVz(y# z = S(y)#S(2)))

kde formule ¢; jsou definovany stejné jako v dukazu véty 98 s tim rozdilem, Ze posledni

argument Reach’ se vzdy ,zvétsi o jedni¢ku“ pomoci S. Snadno se ovéfi, Ze M zastavi pravé
kdyZz W ma konecny model. O

Pravdivost a splnitelnost. (8)

@ Jazyk Fsatisfiable je rekurzivné vycislitelny, jeho doplnék tedy rekurzivné vycislitelny neni.

@ Formule ¢ predikatového poctu je konecné-pravdiva, psano |=; @, praveé kdyz ¢ je pravdiva
ve v8ech konecnych realizacich svého jazyka.

@ Uzavrend formule ¢ je kone¢né-pravdiva prave kdyz =& neni konecné-splnitelnd. Proto jazyk
Ftautologies tvoreny zapisy vSech konecné-pravdivych formuli predikatové logiky nad
jazykem £’ neni rekurzivné vycislitelny.

@ Ddusledkem véty 100 je tedy to, Ze neexistuje Zddny odvozovaci systém s vlastnosti + ¢ pravé
kdyz =; ¢, dokonce ani pro fixni jazyk £’.



Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
Odvozovaci systém

Predikatova
logika

Syntaxe

Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
neuplnosti
Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
Odvozovaci systém

Predikatova
logika

Syntaxe

Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o Uplnosti

Véta o

neuplnosti
Turinglv stroj
Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

Druha véta o neuplnosti. Uvod

@ Pulvodni Gddelova formulace 1. véty o neuplnosti se tykala tfidy teorii, které vzniknou
Lprimitivné rekurzivnim rozsirenim* jedné fixni teorie (varianty Peanovy aritmetiky).

@ Ddkaz je zalozen na konstrukci pravdivé formule, jejiz intuitivni vyznam je ,ja nejsem
dokazatelna®.

@ Pomoci vytvofeného aparatu je mozné kddovat metatvrzeni o Peanové aritmetice jako
formule jazyka aritmetiky. Jednim takovym metatvrzenim je bezespornost. Druhd Gédelova
véta o neuplnosti fika, ze tato formule neni v Peanové aritmetice dokazatelna.

@ Klicové obraty celé konstrukce si nyni naznacime. V této ¢asti se slovem formule” mysli
formule jazyka aritmetiky.

Prvni véta o neuplnosti. Gédeluv dukaz

Jednim z pokusu o vytvoreni rekurzivni a Uplné teorie aritmetiky byl nasledujici systém
nazyvany Peanova aritmetika (seznam Peanovych axiomu byva v literature uvadén v riiznych
podobéach):

@ VxS(x)#0

@ VxVy S(x)=S(y) — x=y
@ Vx x+0=x

@ VxVy x+S(y) = S(x+y)
@ Vxxx0=0

@ VxVy xxS(y) = (x*y) + x
@ (p(0) AVX (p(x) = @(S(x)))) = Yx@(x), kde ¢ je formule s jednou volnou proménnou x.
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Prvni véta o neuplnosti. Gédeluv dukaz (2)

Puvodni formulace Gddelovy véty uvefejnéna v praci Uber formal unentscheidbare Sétze der
Principia Mathematica und verwandter Systeme | z roku 1931 je tato:

Satz VI

Zu jeder w-widerspruchsfreien rekursiven Klasse y von Formeln gibt es rekursive
Klassenzeichen r, so dal3 weder v Gen r noch Neg(v Gen r) zu Flg(y) gehért (wobei v die freie
Variable aus r ist).

Tuto formulaci Ize (o néco Citelnéji) prepsat nasledovneé:

Véta 101

Necht' T je teorie splriujici nasledujici podminky:

@ Jazyk teorie T je stejny jako jazyk odvozovaciho systému P.

@ T obsahuje axiomy systému P a navic néjaky primitivné rekurzivni soubor dalSich axiomda.

@ T je w-konzistentni.

Pak T je neuplna, tj. existuje sentence ¢ takova, Ze T ¥ ¢ a soucasnée T ¥ —.

Prvni véta o neuplnosti. Gédeluv dukaz (3)

@ Odvozovaci systém P je variantou odvozovaciho systému z Principia Mathematica k némuz
jsou pridany ,aritmetické” axiomy podobné Peanove aritmetice.

@ Teorie je T je w-konzistentni pokud neexistuje zadna formule ¢(x) takova, ze soucasné plati
@ 7Tr Ixe(x),
@ T+ —@[x/k] pro kazdé k € INo.

Kazda korekini teorie, ktera umoznuje dokazat pouze formule platné v INy, je w-konzistentni.
Puvodni formulace Gddelovy véty se ovSem vyhyba ,sémantickym* pojmum.
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Prvni véta o neuplnosti. Gédeluv dukaz (4)

Necht PA znaci teorii Peanovy aritmetiky, a necht INy znaci realizaci (INy, -+, ) jazyka
aritmetiky. Formule jsou konec€na slova nad abecedou {v,+,+,0,S,(,),V,—, -, =} a |ze je tedy
kddovat Cisly stejnym zpusobem jako konfigurace Turingovych stroju. Pro kazdou formuli ¢
oznacime symbolem [¢] Cislo, které je jejim kodem.

Lema 102 (Godelovo lema o pevném bodé)

Pro kaZdou formuli i(x) existuje uzaviend formule t takova, Ze PA + © < ¢ ([1]). (Formule t
fika ., plati pro mudj kéd*“.)

Dukaz. (osnova) Pro libovolnou fixni proménnou X, Ize sestrojit formuli SUBST(x, y, z), ktera
fika nasleduijici:

@ ,Cislo z je kédem formule, kterou ziskdme substituci proménné x, za konstantu s hodnotou
x ve formuli s kddem y.*

Napf. SUBST(5,[¢(x0)1,413) je pravdiva prave kdyz [¢(5)] = 413. Konstrukce formule
SUBST(x,y, z) je technickd; Ize pouzit podobny pfistup jako pfi konstrukci formule ACOMP
v dikazu vety 96.

Prvni véta o neuplnosti. Gédeluv dukaz (5)

Nyni definujeme

® o(x) = Yy (SUBST(x,x,y) = y(y))

@ 7 = d([o(x0)])

Ovérme, ze T ma pozadovanou vlastnost:

® v = o(fa(x)]) = Vy(SUBST([o(x)],To(x0)ly) = ¢(y))

@ Ny = Yy (SUBST([a(x0)1,Ta(x0)1,y) — 1(y)) pravé kdyz
No =Yy (y = To(lo(x0)1)T = ¢(y))

@ Vy(y=To([o(x)DT—=¢(y)) = Yy(y=TItl—-9())
@ Ny =Vy(y =T[7]— ¢(y)) pravé kdyz INo = ¢([71)

Pfedchozi argument se opird o sémantickou ekvivalenci jistych formuli; ekvivalence téchto
formuli je ale ve skute¢nosti dokazatelna v PA. Napf.

PA - (Vy (y =TTl = ¢(y))) < ¢([])

coz je treba v poslednim bodu. Proto PA + 7 < ([1]). |



Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
Odvozovaci systém

Predikatova
logika
Syntaxe
Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o uplnosti

Véta o
neuplnosti
Turinglv stroj

Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

Matematicka
logika

Antonin Kucera

Uvod
Aristotelova
logika
Logicky ctverec
Sylogismy

Booleova
algebra logiky
Dva zakl. problémy

Vyrokova logika
Syntaxe
Sémantika
Pinohodnotnost
Kompaktnost
Odvozovaci systém

Predikatova
logika
Syntaxe
Sémantika
Odvozovaci systém
Véta o Uplnosti

Véta o

neuplnosti
Turinglv stroj
Dukaz véty o
neuplnosti

Pravdivost a
splnitelnost

2. véta o neuplnosti

Automatické
dokazovani

Prvni véta o neuplnosti. Gédeluv dukaz (6)

Véta 103 (Prvni véta o neuplnosti, Godelova)

Lze sestrojit uzavienou formuli o, ktera je pravdiva v Ny, ale neni dokazatelna v PA.

Dukaz. (osnova) Ukaze se, Ze i dilkazy (tj. kone¢né posloupnosti formuli) je mozné kédovat
Cisly, a ze existuje formule PROOF(x, y), které fik4, Zze x je kodem dikazu (v PA) pro formuli
s kédem y. Dokazatelnost v PA Ize pak zapsat formuli

@ PROVABLE(y) = dx PROOF(x,y)

Pak pro kazdou uzavienou formuli ¢ plati
@ PA + ¢ pravé kdyz Ny = PROVABLE([¢]1)

Dale Ize ukazat
@ PArg prave kdyz PA + PROVABLE([¢1)

Smér <" plyne ihned z korektnosti PA (indukci se snadno ukaze, Ze jestlize PA + ¢, pak
Ny = ¢). Opacny smér je vyrazné pracnéjsi.

Prvni véta o neuplnosti. Gédeluv dukaz (7)

Nyni staci aplikovat lema 102 na formuli -=PROVABLE(x). Dostaneme tak sentenci o takovou,
Ze plati

@ PA+ o< —-PROVABLE([o])

Formule o tedy fika ,ja nejsem dokazatelna®, pricemz toto tvrzeni je v PA dokazatelné.

Z korektnosti PA dostavame, ze

@ Ny = 0 & ~PROVABLE([0)

Pak ale musi platit Ny = o; kdyby totiz INy = —p, dostaneme IN, = PROVABLE([¢]), proto
PA + p atedy Ny = o, spor.

Jelikoz INy = o, plati Ny = -PROVABLE([0]), tedy N, = PROVABLE([¢1), proto PA ¥ .
Formule ¢ je tedy pravdiva v Ny, ale neni dokazatelna v PA.
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Druha véta o neuplnosti. Tvrzeni o PA v PA.

Pozorovani:

@ Dukaz vety 103 se opira o moznost vyjadfit jista metatvrzeni o formulich aritmetiky a teorii
PA jako formule aritmetiky. Typicky Ize takto vyjadfit tvrzeni, které se tykaji dokazatelnosti.

@ Metatvrzeni ,PA + ¢* Ize vyjadrit formuli PROVABLE([¢1). Dokonce plati PA + ¢ pravé
kdyz PA + PROVABLE([¢1).

@ | metatvrzeni ,PA + ¢ praveé kdyz PA + PROVABLE([¢1)" Ize vyjadfit v PA pomoci
formule

PROVABLE([¢1) < PROVABLE([PROVABLE([¢1)1)

| tato formule je v PA dokazatelna.

@ Bezespornost teorie PA Ize vyjadfit formuli CONSIS = -PROVABLE([E A =£7), kde € je
(néjaka) formule.

Druha véta o neuplnosti. Tvrzeni o PA v PA. (2)

@ Jsou ale i metatvrzeni o formulich aritmetiky, ktera jako formule aritmetiky vyjadfit nelze.
Typicky se jedna o tvrzeni tykajici se pravdivosti.

@ Tvrzeni , Ny = ¢* jako formuli aritmetiky vyjadfit nelze: Pfedpokladejme naopak, ze
existuje formule TRUE(x) takova, ze Ny |= ¢ prave kdyz N, = TRUE([¢]). Pak podle
lematu 102 existuje sentence t takova, ze Ny |= 7 prave kdyz INy = - TRUE([1]).
OvSem podle vySe uvedeného plati N, = 7 pravé kdyz N, = TRUE([]), coZ je spor.
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Druha véta o neuplnosti. Dukaz.

Uvahy o vyjadtitelnosti nékterych viastnosti teorie PA formulemi aritmetiky hraji kliovou roli
v dukazu nasledujiciho tvrzeni:

Véta 104 (2. véta o neuplnosti, Godelova)

Formule CONSIS neni v PA dokazatelna. (Obecnéji: v ,dostatecné silné* teorii Ize dokazat jeji
vlastni bezespornost jen v pfipade, Ze je tato teorie sporna.)

Dukaz. (osnova) Necht ¢ je formule zkonstruovana v dikazu véty 103 (ktera o sobé fika, ze je
nedokazatelnd). Uvazme nasledujici metatvrzeni:

@ ,Jestlize PA + g, pak plati PA - PROVABLE([¢]) a souCasné PA + -PROVABLE([o])"

Toto tvrzeni je nejen pravdivé, ale Ize ho vyjadrit formuli aritmetiky, ktera je navic dokazatelna
v PA:

@ PA + PROVABLE([o]) —
(PROVABLE([ PROVABLE([61)1) A PROVABLE ([-PROVABLE([01)1))

Proto plati také PA - PROVABLE([¢]) — ~CONSIS.

Druha véta o neuplnosti. Dukaz. (2)

Obménou uvedeného tvrzeni dostavame
@ PA+ CONSIS — —-PROVABLE([01)

Kdyby PA + CONSIS, platilo by také PA + -=PROVABLE([¢]) (aplikaci MP). Uz dfive jsme ale
ukézali (viz dukaz vety 103), ze

@ PA+ ¢ & ~PROVABLE([0))

Dal8i aplikaci MP tedy dostavame PA + o, spor. O

Na intuitivni Grovni: druha véta o neuplnosti fika, Ze bezespornost ,dostatecné silné* teorie
(napf. teorie mnozin) nelze v této teorii dokazat. Jedina moznost je pouzit metaargumenty, ij.
zdlvodnit bezespornost dané teorie pomoci teorie ,vyS$Si“. Ani bezespornost této vySsi teorie
neni ovéem mozno prokazat v ni samé. Na néjaké urovni nam prosté nezbyva, nez

v bezespornost uvérit, resp. ji predpokladat. Gédelovy vysledky o neuplnosti maji tedy i svij
epistemologicky vyznam.
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Rezolucni metoda. Vyrokovy pocet. (2)

Definice 105

@ Literal je vyrokova proménna nebo jeji negace.

@ Klauzule je konecny soubor literalt. Prazdna klauzule se znaci symbolem 0.

Notace:

@ Klauzuli {¢4,...,¢(,} zapisujeme také jako ¢; Vv ...V {,, kde na poradi literalu nezalezi. Jsou-li

Cy a C; klauzule, pak symbolem C; v C, oznacujeme klauzuli C; U C,. Misto C Vv {{} piSeme
jenCv¢

@ Konecny soubor klauzuli {Cy, ..., C,} zapisujeme také jako C; A --- A C,, kde na poradi
klauzuli nezalezi.

Rezolucni metoda. Vyrokovy pocet. (3)

Definice 106
@ Necht' v je valuace.

@ Klauzule C je pravdiva (splnéna) pfi valuaci v, jestlize existuje literal ¢ € C takovy, Ze
v(€) = 1. V opacném pfipadé je C nepravdiva (nesplnena) pfiv.

@ Soubor klauzuli T je pravdivy (splnény) pfi valuaci v, jestlize kazda klauzule C € T je pfiv
splnéna. V opacném pripadeé je I' je nepravdivy (nesplneny) pfiv.
@ Kilazule je spinitelna, pokud existuje valuace, pfi které je spinéna. V opacném pfipadé je
nesplnitelna (prazdna klauzule o je tedy nesplnitelna).

@ Soubor klauzuli T je splnitelny, pokud existuje valuace, pfi které je spinén. V opacném
pripadeé je nesplnitelny.
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Rezoluéni metoda. Vyrokovy pocet. (4)

Rezolucni odvozovaci pravidlo: Z klauzuli tvaru C; VA a C, vV —A, kde A ¢ C; a —A ¢ C,, odvod
klauzuli C; v Co.

Lema 107

Necht' I je soubor klauzuli a necht C je klauzule, ktera vznikne aplikaci rezoluce na (néjaké)
dvé klauzule z T'. Je-li T splnitelny, pak také I A C je splnitelny.

Dikaz. Predpokladejme, ze C vzniklo pomoci rezoluce ze dvou klauzuli tvaru C; vV A a

Co v —A, které patfido I (tj. C = C; v C,. Jelikoz I je splnitelné, existuje valuace v takova, ze
Ci1 VA iC,V —A jsou pri v splnény. Pfitom ale bud v(A) = 0 nebo v(—=A) = 0, tedy alespon
jedna z klauzuli Cy a C; je pfi v spInéna. Proto je pfi v splinéna i klauzule C = C; v C.. O

Rezolucni metoda. Vyrokovy pocet. (5)

Definice 108

Bud' T soubor klauzuli a C klauzule. Rezolucni dikaz klauzule C ze souboru predpokladi I je
konecna posloupnost klauzuli C+, ..., C, takova, Ze

‘ Cn = C.
@ Kazdé C; je bud’ prvkem I' nebo vzniklo z predchozich klauzuli pomoci pravidla rezoluce.
Jestlize existuje rezolu¢ni dukaz C ze souboru I, piSeme I + C.
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Rezolucni metoda. Vyrokovy pocet. (6)

Véta 109
Necht' T je soubor klauzuli. Pak I je nesplnitelny pravé kdyZ I + 0.

Duikaz.

<: Jelikoz I' + O, existuje kone¢na posloupnost klauzuli Cy, ..., C,, ktera je dikazem o z I'.
Podle lematu 107 plati, ze je-li soubor I' A C; A --- A C,, nesplnitelny, pak je nesplnitelny také
soubor I'. OvSem soubor I' A Cy A -+ A C,, je zjevne nesplnitelny, nebot obsahuje klauzuli

C, = 0.

=: Necht I je nesplnitelny soubor klauzuli, a necht m je pocCet vSech navzajem riznych literald,
které jsou obsazeny v klauzulich souboru I'. Indukci k m dokazeme, ze I' + 0.

@ m = 0. Jelikoz I je nesplnitelny, musi obsahovat alespon jednu klauzuli. Pfitom jedina
klauzule, kterou ' mize obsahovat, je prazdna klauzule o. Plati tedy ' = {O} a tudiz ' + 0.

@ Necht se v klauzulich souboru I vyskytuje pravé m + 1 navzajem rlaznych literald. Jelikoz I
je nesplnitelny, musi existovat vyrokova proménna A takova, ze literaly A i —=A jsou obsazeny
v néjaké klauzuli souboru I (ne nutné ve stejné). V opacném pripade by totiz existovala
splnujici valuace v pro I', kde

@ v(A) = 1 pro vSechny vyrokové proménné A, kde A je obsazeno v néjaké klauzuli
souboru T,

Rezolucni metoda. Vyrokovy pocet. (7)

@ v(A) = 0 pro vSechny vyrokové proménné A, kde —A je obsazeno v nejaké klauzuli
souboru I'.

Uvazme tedy literdly A, —A, které se vyskytuji v klauzulich souboru I'. Necht
r=CyA---ACp,, anecht

@4 =CHA---ACH, kde CA = Ci\ (A},
@rA=CAA---ACA kde C4 = C;\ {-A}.

Soubory ' i 4 jsou nesplnitelné, jinak by I' byl spinitelny. Podle indukéniho pfedpokladu
tedy plati I + o a M4 + 0. Je ihned vidét, Ze pokud v dilkazu 0o z I vzdy pouzijeme klauzuli
C; misto klauzule C,.A, dostaneme dikaz bud' prazdné klauzule nebo klauzule {A} z T.

V prvnim pfipadé jsme ihned hotovi, v druhém pripadé aplikujeme stejné pozorovani na
dikaz oz . Pfi pouziti C; misto C* tak obdrzime bud’ dikaz oz I (a jsme hotovi), nebo
dikaz klauzule {=A} zT. Pokud ' + {A} a Tl + {=A}, plati rovnéz I' + O, nebot uvedené diukazy
staCi zfetézit za sebe a aplikovat rezolu¢ni odvozovaci pravidlo na {A} a {—A}.

|
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Rezolucni metoda. Predikatovy pocet.

@ UkaZeme, Ze kazdou formuli ¢ predikatové logiky je mozné algoritmicky pfevést na formuli
tvaru

@ - vX1“'vXnC1/\"'/\Cn.

Kazda klauzule C; je konecnou disjunkci literalu tvaru P(t;,
jearitaPat,.
dalsi).

..., ) nebo =P(t,...
.., Iy jsou termy, v nichZz se mohou vyskytovat proménné x;, ..

, tk), kde k
., X, (a 24dné

@ Formule ¢ obecné neni ekvivalentni formuli ¢ a mGze byt vytvofena nad bohatSim jazykem
obsahujicim nové funkeni symboly. Nicméné plati, ze ¢ je splnitelna pravé kdyz ¢ je
splnitelna.

@ Rezolucni odvozovaci pravidlo

Rezolucni metoda. Predikatovy pocet. (2)

Bud' ¢ formule predikatové logiky.
@ Odstranime veskeré vyrokové spojky mimo A, v a .
©@ Vsechny negace ,posuneme* az k predikatovym symboldm, eliminujeme nasobné negace.
© Prfejmenujeme proménné tak, aby
@ zadna proménna nemeéla soucasné volny a vazany vyskyt;
@ proménné pouzité bezprostfedné za kvantifikatory byly po dvou rdzné.
© Presuneme vsechny kvantifikatory vlevo pred formuli pfi zachovani jejich poradi.
© Provedeme Skolemizaci existenénich kvantifikatoru.

© Opakované pouzijeme distributivni zakon pro A a V.
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