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Kapitola 1

Jazyk a jeho konecna reprezentace

V této kapitole budou zavedeny zdkladni pojmy, které jsou predmétem zkoumani teorie
formalnich jazyka.

1.1 Abeceda a jazyk

Abecedou se rozumi libovolnd kone¢nd mnoZzina 3., jejiz prvky nazyvame znaky (pfipadné
také pismena nebo symboly) abecedy. Piikladem abecedy je tfeba mnoZina {a, b}, mnozina
Cislic {0, 1, ..., 9}, nebo prazdnd mnoZzina ().

Slovo (t€7 retézec) v nad abecedou X je libovolna konecna posloupnost znakt této
abecedy (napf. aabb je slovo nad abecedou {a, b}). Pocet ¢lenti této posloupnosti v znacime
|v| a nazyvame délkou slova, poCet vyskytii znaku a ve slové v zna¢ime #,(v) (napf.
#(abaaba) = 2). Prazdné posloupnosti znaki odpovida tzv. prazdné slovo, oznalované
¢, které ma nulovou délku.

Mnozinu vSech slov nad abecedou . zna¢ime *, mnozinu vSech neprazdnych slov
> . Plati napf.

{a}* = {e,a,aa,aaqa,aaqa,...}

{a}™ = {a}"\{e}

Y = 6, Y Y Y Y Y Y ) Y Y PARE
0,1}~ 0,1,00,01,10,11,000,001,010,011

Definitoricky déle klademe (0* = {e} a 07 = (). Na kazd4d dvé& slova u, v Ize aplikovat
binadrni operaci zretézeni, oznacovanou ., kterd je definovana predpisem u.v = uv. Napft.
zfetézenim slov abba a bba obdrzime slovo abbabba. Operace zfetézeni je asociativni, tj.
u.(v.w) = (u.v).w pro libovolna slova u, v, w. Déle se € chova jako jednotkovy prvek, tj.
u.e = €.u = u pro libovolné slovo u. V dalSim textu budeme znak ’." v zdpisu zietézeni
obvykle vynechavat. Kazdé neprazdné slovo nad abecedou lze ziskat zfetézenim symbolt
této abecedy — odtud retézec jako ekvivalent pojmu slovo.

Pro snadnéjsi specifikaci jazyku je vyhodné zavést unarni operaci i-té€ mocniny slova,
kterd je definovand induktivné pro kazdé ¢ € Ny takto: nechf{ X je libovolna abeceda,
u € X* libovolné slovo. Pak
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o ) =¢,

oyt =yt
Nap¥. (abc)® = abcabcabe (kulaté zavorky slouzi jako metasymboly; nejsou soucdsti slova,
pouze poméhaji vymezit argument operace).

Slovo u je podslovem slova v, jestlize existuji slova x, y takova, Ze v = ruy. Pokud
navic x = ¢, fikdme Ze slovo u je predponou (nebo také prefixem) slova v, coz znaCime
u =X v (X je tedy Castenym usporadanim na 3*); je-li v tomto pripad¢ jesté navic u # v
(fj. y # €), pak klademe v < v. Je-li y = ¢ (nyni jiZ bez omezujicich pozadavkil na x),
nazveme u priponou (sufixem) slova v. Napiiklad aa je pfedponou aabab, zatimco 11 neni
ani podslovem slova 01010. Kone¢né pro kazdé k > 1 celé a slovo v zna¢ime zapisem
k : v predponu slova v délky (nejvyse) k a dejinujeme £ : v = u, pokud existuje w takové,
Ze v = uw a |u| = k; v opaéném piipadé klademe k : v = v. Zejména tedy pro neprazdné
slovo v zdpis 1 : u znamena prvni znak slova v.

Jazyk nad abecedou X je libovolnd mnoZina slov nad Y (jazyky nad X jsou tedy
pravé podmnoziny >*). Napt. {10, 1,011101} je jazyk nad abecedou {0, 1}, prazdnd mnoZina
je jazyk nad libovolnou abecedou, atd. Jazyky mohou ovSem byt i nekone¢né, napt. {w €
{a,b}* | #4(w) = #p(w)} je jazyk nad abecedou {a, b} obsahujici vSechna slova, ve
kterych se a i b vyskytuji ve stejném poctu (tedy napt. aababb, € jsou prvky tohoto jazyka,
zatimco a, abbaa nikoliv).

1.1.1 Operace nad jazyky

V této Casti zavedeme nékteré operace nad jazyky, které se v dalSich kapitoldch ukézi jako
velmi dulezité. Je tfeba disledné rozliSovat mezi operacemi nad slovy a operacemi nad
jazyky, i kdyZz se nékteré z nich (jako tfeba zfetézeni nebo mocnina) znaci v obou piipadech
stejné. Na zaklade€ typu parametrd bude vzdy jasné, zda se jedna o operaci nad slovy nebo
jazyky.

Nechf L je libovolny jazyk nad abecedou X a K libovolny jazyk nad abecedou A.
Jelikoz L i K jsou mnoZiny, muzZeme aplikovat standardni mnoZzinové operace sjednocent,
prunik a rozdil. Vysledkem je vZdy jazyk nad abecedou ¥ U A. Dale definujeme:

e Zietézenim jazyku K a L je jazyk K.L = {uv | u € K,v € L} nad abecedou
¥ U A. Podle definice zejména plati ).M = M.) = P a {e}.M = M.{e} = M pro
libovolny jazyk M. Operace zfetézeni jazyki je také ziejmé asociativni.

e ¢-td mocnina jazyka L je definovéana induktivné pro kazdé ¢ € Np:

1. L°={e}

2. Ltl=L.L°

Zejména tedy (¥ = {e}, 0" = 0 pro libovolné i € N a {e}/ = {e} pro libovolné

J € No.

e Iterace jazyka L je jazyk L* = J;2, L".

e Pozitivni iterace jazyka L je jazyk Lt = (J;=, L*. Obecné neni pravda, ze L+ =
L* \ {e}; tato rovnost plati pravé tehdy, kdyz L neobsahuje .

e Doplnék jazyka L je jazyk co-L = ¥* \ L.
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e Zrcadlovym obrazem (té7 reverzi) slova w = a; ...a, nazyvdme slovo w’ =

Qp - .. a1 (e = €). Zrcadlovy obraz jazyka L definujeme jako LY = {w®|w € L}.
e Substituce f je zobrazeni abecedy > do mnoZiny podmnoZin mnoZiny A*, tj. f
pfifazuje kazdému a € ¥ jazyk f(a) C A*. Zobrazeni f je rozsifeno na slova
takto:
1. f(e)=¢e,
2. flza)= f(x)f(a)
anajazyky f rozsifime takto: pro kazdé L C ¥* klademe f(L) = |J,, f(z). Subs-
tituci f nazveme nevypoustéjici, jestlize pro zadné a € ¥ jazyk f(a) neobsahuje e.
e Specidlnim pfipadem substituce je homomorfismus h, ktery definujeme jako substi-
tuci, u niz h(a) obsahuje jediné slovo pro kazdé a € X. V tomto piipadé obvykle
h(a) povazujeme za slovo a nikoli jednoprvkovou mnozinu obsahujici toto slovo.
Je-li navic h(a) # € pro vSechna a € ¥, fikame, Ze h je nevypoustéjici (t€z e-free).
e Je-li h homomorfismus, pak definujeme inverzni homomortni obraz jazyka L jako
h=Y(L) = {z|h(x) € L} a pro slova definujeme inverzni homomorfismus jako
h=Y(w) = {z|h(z) = w}.
V souvislosti s operaci iterace je dobré si povSimnout, Ze symbolem »* jsme v pfedchozi
¢asti oznacili mnoZzinu vSech slov nad abecedou Y. JelikoZ samotné > je mozné chdpat jako
jazyk nad 3. (obsahujici pravé vSechna slova délky jedna), lze zdpis >* interpretovat také
jako iteraci jazyka .. Tato nejednoznacnost vSak neni na zavadu; snadno se vidi, Ze iteraci
3’ obdrzime prave jazyk obsahujici vSechna slova nad . Ze stejného diivodu je nezavadna
dvojznacnost z4pisu 2.
Necht £ je t¥ida jazyki a o je n-drni operace na jazycich. Rekneme, 7e £ je uzaviend
na o, pokud pro libovolné jazyky L1, ..., L, patfici do L plati, Ze také jazyk o(L1, . .., L)
patii do L.

Priklad 1.1. Nechf £ je mnoZina tvorend jazyky L; = {a'}, kde i € Ny. Pak L je uzaviena
na zretézeni a mocninu, ale neni uzavrena na doplnék, sjednocenti, prunik, rozdil a iteraci .
Priklady substituci a homomorfismii budou uvedeny v relevantnich partiich tohoto textu.

1.2 Konec¢na reprezentace jazyka

Vétsina jazyk, kterymi se budeme zabyvat v tomto textu, bude obsahovat nekone¢ny pocet
slov. V této souvislosti velmi pfirozené vyvstavaji nékteré dulezité otazky.

Jedna z nich se nabizi okamzit¢ — jak kone¢nym zplsobem reprezentovat (obecné
nekonecny) jazyk, tj. specifikovat mnoZinu vSech jeho slov (tzv. problém konecné repre-
zentace). Pokud by jazyk byl konecny (tj. obsahoval pouze kone¢né mnoho slov), pak
vystacime s vyctem vSech jeho slov. V piipadé¢ jazyka nekonecného je problém jeho konecné
reprezentace velice podstatny. Konecné reprezentace by méla byt (formalné vzato) opét
fetézcem symbolil (nad jistou abecedou), ktery budeme vhodné interpretovat tak, aby danému
jazyku odpovidala néjaka (ne nutné jedind) konkrétni konecna reprezentace; obracené pak,
aby kazdé konkrétni konecné reprezentaci odpovidal jediny konkrétni jazyk. Takovymi re-
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prezentacemi pro nds v dalSim textu budou zejména tzv. gramatiky, které zavedeme v této
kapitole, a automaty, které budeme definovat pozdé;ji.

V navaznosti na pravé feCené vystava dalsi otazka, a to zda pro kazdy jazyk existuje
jeho koneéna reprezentace. Zde Ize po kratkém zamySleni olekédvat negativni odpovéd :
mnozina vSech feté€zci nad libovolnou abecedou je spocetné nekonecnd, ale systém vsech
podmnoZzin spocetné nekonecné mnoziny je mnozina nespocetnd. JelikoZ bychom méli byt
schopni zapsat jakoukoli definici kone¢né reprezentace jako néjaky fetézec symbold, lze
(alesponi na intuitivni drovni) oc¢ekdvat, Ze dostaneme jen spocetné mnoho konecnych re-
prezentaci, a tedy Ze existuje mnohem vic jazykt, nez kone¢nych reprezentaci (formalnéji
jsou tyto uvahy formuloviny a dokdzany az po definici pojmu gramatiky v tvrzeni 1.4).

Konecné si lze polozit otazku, jaka je struktura, vlastnosti, ...téch tfid jazyku, pro
néz existuji konecné reprezentace (a to v souvislosti s "typem”této reprezentace), jak 1ze
tyto tfidy charakterizovat atp. Témto problémiim je vénovana prevazna ¢ast tohoto uc¢ebniho
textu.

1.2.1 Pojem gramatiky
Definice 1.2. Gramatika G je Ctvefice (N, X, P, S), kde
e N je neprazdna konecnd mnozina netermindlnich symbolii (stru¢néji: neterminalii).
e Y je kone¢nd mnoZina termindlnich symbolii (termindli) takovd, ze N N X = ().
Sjednocenim N a 3 obdrzime mnozinu vSech symbolil gramatiky, kterou obvykle
oznacujeme symbolem V.
e P C V*NV* x V* je kone¢nd mnozina pravidel. Pravidlo («, 3) obvykle zapisu-
jeme ve tvaru o« — [ (a ¢teme jako "« prepis na 37).

e S € N je specidlni pocdtecni netermindl (nazyvany také koren gramatiky).

Podminka kladena na tvar pravidel &« — (3 pouze pozaduje, aby « (tzv. leva strana pravidla)
obsahovala alespoii jeden netermindl; na 3 (pravou stranu pravidla) nejsou obecné kladeny
zadné pozadavky — specieln¢, mize byt i prazdnym slovem «.

Kazda gramatika G = (N, X, P, S) urCuje bindrni relaci =¢ prfimého odvozeni na
mnoziné V* definovanou takto: v =¢ 0 pravé kdyz existuje pravidlo « — 3 € P aslova
1,0 € V* takova, ze v = nap a d = nfBp. V dalsich kapitolach budeme rovnéz potiebovat
tyto relace na V'*:

e relaci odvozeni v k krocich (k-ndsobné sloZeni relace =-g) znac¢ime ég a definu-
jeme pro kazdé k € Ny induktivné takto:

- %g je identicka relace

k41 k
- = g = =g ©° =g

. . o . <k . .y
e relaci odvozeni v nejvyse k krocich, kterou zna¢ime =g a definujeme pro kazdé
k € Ny predpisem

l}/\

k
_kg = U ég
1=0
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e relaci odvozeni, ktrerou znaCime = a definujeme predpisem

00
=>Z; = U :i>g
i=0
Tedy = je reflexivni a tranzitivni uzavér =g.
e Relace netrividalniho odvozeni, kterou zna¢ime :>§, je definovana takto:

oo .
+_ 7,
=1

Relace :>§ je tedy tranzitivni uzavér relace =¢.

V dalsim textu budeme index G u vyse uvedenych relaci obvykle vynechavat, bude-li z kon-
textu patrné, o kterou gramatiku se jedna.

Prvky mnoZiny V'*, které 1ze odvodit z pocatecniho neterminalu, nazyvdme vétnymi
formami gramatiky G. Pfesnéji, o € V* je vétna forma pravé kdyz S =* «. Vétna forma,
kterd neobsahuje Zadné netermindly, se nazyva véta. MnoZina vSech vét tvofi jazyk gene-
rovany gramatikou G, oznaCovany jako L(G):

L(G) = {we ¥ | S =" w}

Gramatiky G, a Go nazveme jazykové ekvivalentni (dédle jen ekvivaletni), pravé kdyz ge-
neruji tentyz jazyk, tj. L(G1) = L(G2).

Priklad 1.3. Necht G = ({S, A, B},{a,b}, P, S), kde
P = { S— ABS,
S — ¢,
AB — BA,
BA — AB,
A — a,
B—b}
Pak napt. AaBAbBS je vétnd forma G, zatimco ABb nikoliv. Jazyk L(G) vypada takto:
L(G) = {u € {a,b}" | #a(u) = #p(u)}.
V nésledujicim textu budeme dodrzovat tyto konvence tykajici se znaceni:
e Pocatecni netermindl (kofen) gramatiky obvykle zna¢ime symbolem S.
e Netermindlni symboly jsou oznaCovany velkymi pismeny (obvykle ze zacdtku) la-
tinské abecedy (A, B,C,...)
e Termindlni symboly obvykle zna¢ime malymi pismeny ze zacatku latinské abecedy
(a,b,c,...).
e Retdzce, které jsou slozeny vyhradné z termindlnich symbold (tzv. termindlni fetdzce)
obvykle znac¢ime malymi pismeny z konce latinské abecedy (..., x, vy, 2)
e Retézce, které mohou byt slozené z termindlnich i netermindlnich symbold, jako
napt. vétné formy, znac¢ime malymi feckymi pismeny (c, 3,7, . . .).
e Pravidla a« — 3, — 7 se stejnou levou stranou Casto zapisujeme struc¢néji jako

a— B
Uvedené konvence plati, pokud v textu neni vyslovné uvedeno jinak.
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1.2.2 Chomského hierarchie gramatik a jazyku

Pojem gramatiky definoval lingvista Noam Chomsky a rozdélil gramatiky do &tyf sku-

pin (typt) na zaklad¢ riznych omezeni na tvar pravidel. Jeho prace (z konce 50. let) byla

pivodné motivovana dvahami o struktufe pfirozeného jazyka, z dnesniho pohledu ma vSak

pfedevS§im vyznam jako zédkladni (a neobycejné vyhodné) rozdéleni gramatik podle jejich

popisné sily. Chomského hierarchie rozliSuje tyto Ctyii (zdkladni) typy gramatik:

typ 0 Libovolna gramatika je gramatikou typu 0; na tvar pravidel se nekladou zadné ome-
zujici pozadavky. Nékdy té€z se takové gramatiky oznacuji jako gramatiky bez ome-
zeni Ci frazové gramatiky (phrase grammars).

typ 1 Gramatika je typu 1 (nebo téZ kontextova', Context-Sensitive, CSG, méné Casto
téZ monotonni), jestlize pro kazdé jeji pravidlo « — [ plati |a| < |B] s eventuelni
vyjimkou pravidla S — ¢, pokud se S nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla.

typ 2 Gramatika je typu 2 (t€Z bezkontextovd, Context-Free, CFQG), jestlize kazdé jeji pra-

al > 0.

typ 3 Gramatika je typu 3 (té% reguldrni &i pravolinedrni?), jestlize kazdé jeji pravidlo je

vidlo je tvaru A — «,

tvaru A — aB nebo A — a s eventuelni vyjimkou pravidla S — ¢, pokud se S

nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla. 3
V dalSim textu bude ukdzano (viz Véta 3.14), Ze ke kazdé gramatice typu 2 s pravidly
A — a, kde |a| > 0, 1ze sestrojit ekvivaletni gramatiku typu 2 spliiujici pozadavek |a| > 1
s eventuelni vyjimkou pravidla S — ¢, kde S se nevyskytuje na pravé strané zadného
pravidla. Z toho okamzité plyne i analogické tvrzeni pro typ 3, pokud bychom povolili
pravidla tvaru A — .

Rekneme, Ze jazyk L je reguldrni — typu 3 (resp. bezkontextovy — typu 2, resp. kon-
textovy — typu 1, typu 0) pokud existuje regularni (resp. bezkontextovd, kontextovd, typu
0) gramatika G takova, ze L(G) = L. Symbolem L;, pro i = 0, 1, 2, 3 budeme znacit tfidu
vsech jazyk typu .

Hierarchie gramatik také urcuje prislusnou hierarchii jazykii.

Nyni je jiz zfejmy smysl “vyjimky tykajici se pravidla S — ¢; kdybychom ji nepo-
volili, stal by se z libovolného (tfeba i regularniho) jazyka po pridani prazdného slova jazyk
typu 0, ktery nelze popsat ani kontextovou gramatikou. To by bylo znacné nepfirozené —
pfidanim jediného slova se “charakter’obecné (a téZ i obvykle) nekonecného jazyka pfilis
nezmeéni.

Z definice je patrné, Ze kazdy novy typ gramatiky v Chomského hierarchii je spe-
cifikovan zavedenim dalSich omezujicich podminek na typ pfedchozi — naptiklad kazda
reguldrni gramatika je také gramatikou bezkontextovou, kontextovou 1 typu 0. Naopak to
ovSem neplati. V této souvislosti se rovnéz nabizi pfirozend otidzka, zda existuje jazyk,

1. Naézev “kontextova’je odvozen z toho, Ze uvedenou podminku je moZné ekvivalentné zformulovat také tak,
7e kazdé pravidlo je tvaru yAd — ~yad, kde |a| > 1 (tj. netermindl A se piepiSe na « tehdy, je-li obklopen
kontextem -y a d). “Ekvivalentni formulaci”’myslime to, Ze tiida vSech jazykdu, které lze generovat kontextovymi
gramatikami, se nezméni.

2. Analogicky lze definovat gramatiky levolinedrni s pravidly tvaru A — Ba nebo A — a. I tyto gramatiky se
nazyvaji reguldrni.

3. U tohoto typu gramatik byvd nékdy v uvedené definici povoleno a € X U {e}; tfida jazykd generovanych
témito gramatikami se nezméni oproti standardnimu pfipadu.
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ktery neni typu 0, tj. jazyk, ktery nelze generovat Zddnou gramatikou, ¢i ekvivaletné jazyk,
pro né&jZ neexistuje konend reprezentace (pomoci gramatiky). Odpovéd podava tato véta:

Tvrzeni 1.4. Nad abecedou {a} existuje jazyk, ktery neni typu 0.

Diikaz. MnoZina vSech slov nad abecedou {a} je spocetné nekonecna. Mnozina vSech
jazykt nad touto abecedou md proto mohutnost 2%°, coZ je mohutnost kontinua (zejména je
tedy nespocetnd). UkdZeme, Ze jazyku typu O nad abecedou {a} je pouze spocetné mnoho.

Bud M libovoln4, ale pro dalsi dvahy pevné zvolend spofetnd mnoZina. Ke kazdé
gramatice G s mnozinou netermindlt N existuje ekvivalentni gramatika G’ jejiz mnozina
netermindli je podmnoZinou M (staCi prejmenovat prvky N vhodné zvolenymi prvky
mnoziny M ). Lze proto bez Gjmy na obecnosti predpokladat, Ze kazda gramatika s mnoZinou
termindld {a} ma netermindly z mnoziny M. UkdZeme, Ze vSech takovych gramatik je
pouze spocetné mnoho. K tomu si staci uvédomit, Ze zdpis kazdé takové gramatiky je
vlastné slovo nad spocetnou abecedou

MUfa, = (), {, )}

PodtrZitka maji jen pomocnou tlohu — naznacuji, Ze se ma podtrZzeny znak chépat jako
prvek mnoZiny a ne jako metasymbol.

Vsech slov délky i nad touto abecedou je R = ¥ pro libovolné i € N. Vsech
slov nad touto abecedou je proto spocetné mnoho, nebof sjednocenim spocetné mnoha
spocetnych mnoZzin je spocetnd mnoZina. UvaZzovanych gramatik je proto rovnéz spocetné
mnoho. U

7 dukazu predchozi véty je patrné, Ze gramatikami lze ve skutecnosti popsat jen ”velmi ma-
lou”tfidu jazyki. Z uvedeného neni ovsem jasné, jakého “druhu”jsou jazyky, které nejsou
typu 0 — jak uvidime pozdéji, spadaji sem i nékteré velmi pfirozené definované jazyky.

Pozorného Ctenate jisté napadne i dalSi otdzka — existuje néjaky mocnéjSi aparat
pro popis jazykl nez gramatiky? Uvédomme si, Ze zakladni pozadavek na kazdy takovy
aparat je, aby jazyky byly popsdny konecnym zptisobem. Jazyky tedy budou v kazdém
ptipadé specifikovany konecnou posloupnosti matematickych symbold. JelikoZ matema-
tika vystaci s kone¢né¢ mnoha symboly, Ize aplikovat argument pfedchoziho diikkazu; kazda
konecnd reprezentace (popisny aparat) proto dokdze popsat nejvyse spocetnou mnozinu ja-
zyku. Toto zakladni omezeni nelze piekonat. Neni vSak mozné piedem vyloudit existenci
aparatu, ktery interpretuje zapis jazyka takovym zptlisobem, Ze 1ze kone¢né zapsat i jazyky,
které nejsou typu 0.

Toto je zakladni omezeni, kterym je ovlivnéna celd informatika. I program (nebo
libovolny jiny zapis algoritmu) je totiz konecna posloupnost znaki a je jich proto nejvyse
spocetné mnoho. Jak uvidime, lze problémy formdlné specifikovat jako jazyky. VSech
problémd je tedy nespocetné mnoho. Z toho okamzité plyne, Ze jsou i takové problémy,
na jejichZ feSeni neexistuje algoritmus. Mezi nimi se najdou i takové problémy, kde by
existence algoritmu byla velmi uzite¢né (ale bohuzel tomu tak neni). Patii k nim naptiklad

e problém, zda libovolny dany program ukonéi svij vypocet pro (jeden) libovolny
dany vstup (vstupni data), resp. pro kazdy dany vstup (tj. zda program pro zadany
bude cyklit, resp. pro Zadny vstup nikdy cyklit nebude),
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e problém, zda dva libovolné dané programy jsou ekvivalentni v tom smyslu, Ze pro
stejné vstupy ddvaji tytéZ vysledky (napfiklad prototyp néjakého systému ¢i jeho
proveditelnd specifikace jako jeden program a efektivni implementace t€hoz systému
jako program druhy),

e problém, zda dvé libovolné bezkontextové gramatiky (tj. uziteny ndstroj pro spe-
cifikaci syntaxe programovacich jazyku) jsou ekvivaletni (jedna z gramatik definuje
syntaxi jazyka vhodnou pro uZivatele — programdtora, je vSak nevhodna pro jeho
implementaci; tvirce prekladace musi najit jinou vhodnou gramatiku, ale neexistuje
algoritmus, ktery by ovéfil, zda tyto gramatiky jsou ekvivalentni)

e afada dalSich.

Touto problematikou se budeme zabyvat v kapitole 5, tj. aZ po studiu jazykd gene-
rovatelnych gramatikami v Chomského hierarchii. Detailnéji se témito otdzkami zabyva
teorie vycislitelnosti.



Kapitola 2

Regularni jazyky a kone¢né automaty

V této kapitole se budeme zabyvat vlastnostmi reguldrnich jazykt. UkaZeme si alterna-
tivni zptisoby jejich formalni reprezentace, které jsou na prvni pohled velmi odlisné od
reguldrnich gramatik — nejprve zavedeme pojem konecného automatu, ktery je matema-
tickym modelem jednoduchého vypocetniho zafizeni s kone¢nou paméti, schopného roz-
poznavat urcity jazyk. Dokdzeme, Ze tiida jazykdl, které 1ze rozpoznat koneénymi automaty,
je presné tfida regularnich jazyka; tento poznatek také piinese zajimavé vysledky o jejich
struktufe a vlastnostech.

Dalsi zptsob formalni reprezentace regularnich jazykt predstavuji tzv. regularni
vyrazy, kterymi se budeme rovnéZz zabyvat. UmoZniuji popsat libovolny reguldrni jazyk
jako vysledek kompozice nékolika jednoduchych operaci nad jazyky (jde tedy o nerekur-
zivni popis, na rozdil od gramatik a kone¢nych automat).

V zéavéru kapitoly se také zminime o praktickém uplatnéni prezentovanych teore-
tickych poznatkid; moZznosti jsou velmi Siroké, a peclivé studium tohoto textu proto roz-
hodné neni ztratou Casu.

2.1 Konecné automaty

V kazdodennim Zivoté se Casto setkdvame se zafizenimi, kterd provadéji jisty druh ¢innosti
na zakladé pomérné komplikované komunikace s okolim. Dobrym piikladem je tfeba au-
tomat na kavu — predstavme si stroj, ktery je vybaven dvoumistnym displejem (je tedy
schopen piijmout hotovost aZ do vySe 99 korun), ddle otvorem pro mince, nékolika tlacitky
pro vybér ndpoje a samoziejmé vydejnim systémem. Komunikace s automatem probiha
pomoci uvedenych komponent. Jedinou vyjimkou je v tomto sméru displej; ten se komu-
nikace pifimo neucastni, pouze signalizuje mnoZstvi penéz, které byly do automatu vho-
zeny. To je také jedind veliCina, kterd ovliviiuje dalsi chovani pfistroje (pro jednoduchost
neuvazujeme mnozstvi surovin, které v automatu zbyva). UrCuje, které tlacitko pro volbu
napoje lze pouzit, zda je jeSt€¢ mozné vhodit dal$i minci (pokud by vysledna ¢astka presahla
99 korun, je mince odmitnuta), pfipadné kolik penéz ma automat po stisku specidlniho
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tlacitka vratit. Hodnota na displeji tedy presné a dplné vystihuje momentdlni stav auto-
matu. Ten se méni na zdkladé komunikace s okolim podle pfedem stanoveného proto-
kolu — vhozenim dalsi mince nebo stiskem tlacitka se stav automatu pfislusnym zpisobem
upravi. Odebrani ndpoje pristroj nijak nezaznamend, nema tudiz na stav Zadny vliv (Ctenar
se mize snadno presvédcit, ze tento predpoklad je celkem realisticky). Vnitini protokol
automatu musi presné vystihnout, ktera posloupnost akci je pro automat piijatelnd a ktera
nikoliv. JestliZze bild kdva stoji 8 korun a objednédva se tlaCitkem X, je napf. posloupnost
akci 2K¢, 5K¢, 1 K¢, X pro automat prijatelnd, zatimco sekvence 1 K¢, 1 K¢, X nikoliv. Je-
likoZ dalsi ¢innost automatu je tiplné urcena jeho momentalnim stavem, kterych je konecné
mnoho (presné 100), je mozné zminény protokol specifikovat tak, Ze pro kazdy stav uve-
deme seznam akci, na které je automat schopen reagovat spolu se stavem, do kterého se po
dané akci dostane.

Existuje mnoho systémd, jejichZ chovéni 1ze definovat pomoci konecné mnoha stavii,
akci a prechodl mezi stavy. Nemusi se vZdy jednat zrovna o fidici jednotky — i nékteré
spoleCenské hry jako tfeba Sachy Ize timto zpisobem chépat a presné popsat; stavy jsou
v tomto ptipadé v§echna mozZnd rozloZeni figur na Sachovnici (jelikoZ madme konecny pocet
figur 1 poli, je moZnych rozlozZeni také kone¢né mnoho), akce jsou vSechny mozné tahy
(napft. ,bild véZ z B2 na B6*) a v kazdém stavu lze provést pouze ty akce, které neodporuji
danému rozloZeni figur a pravidlim Sachu. Pokud se zajimame napiiklad o vyherni strate-
gii hrace s bilymi figurami, miZeme stavy ve kterych dava bily mat oznacit za koncové.
Ovéfit, zda bily md v daném stavu Sanci na vyhru pak znamenend zjistit, zda z daného
stavu existuje posloupnost akci, ktera vede do neékterého z koncovych stavli. Ne kazda hra
se ovSem da popsat jako systém s konecnym poctem stavu (dale jen strucnéji: konec¢né sta-
vovy systém). Piikladem jsou tzv. ,piSkvorky* — hraci pole je potencidlné nekonecné a hra
ma tudiz nekonec¢né mnoho moznych konfiguraci.

I po&itate jsou konelné stavové systémy, nebof maji sice velkou, ale pfece jen
konecnou pamét, kterd tudiz miize nabyt pouze kone¢né¢ mnoha stavi (pocitime sem sa-
moziejmé i disky, vyrovnavaci paméti, velkokapacitni zdznamova média sdilend po siti a
podobné). Akce a pfechody mezi stavy paméti nelze v tomto piipadé popsat néjak jed-
noduse — zavisi na konstrukci pocitace a samoziejmé i na samotném obsazeni paméti (jaky
program se provadi, jakd mé data atd.). Zaroven je vSak tfeba poznamenat, Ze omezeni na
velikost paméti je ponékud umélé. V praxi nepiedstavuje zasadni problém a v abstraktnich
uvahdch je proto ucelné tento limit zcela pominout. Ziskané teoretické vysledky pak mno-
hem 1épe odvidaji realité, nebot pfesné&ji vystihuji ,vypoletni silu® redlnych pocitacy, jak
ostatné uvidime v kapitole 5.

Abstraktnim modelem kone¢né stavovych systémt jsou tzv. kone¢né automaty. Konecny
automat je vybaven konecné stavovou fidici jednotkou (tj. kone¢nou paméti), ¢teci hlavou
a paskou, na které je zapsané vstupni slovo — viz obrdzek 2.1. Na zacatku vypoctu je hlava
umisténa na nejlevéjSim policku pasky. Automat na zdkladé precteného symbolu a mo-
mentélniho stavu svij stav zméni a posune Cteci hlavu o jedno policko vpravo. Vypocet
kon¢i, pokud se automat ,zablokuje*, nebo precte celé vstupni slovo. Slovo zapsané na
pasce je automatem akceptovdno, pokud je celé precteno a vysledny stav je néktery z
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alalblalb|lb]lb]|a vstupni paska

|

koneclné stavova

Cteci hlava

fidici jednotka

Obrazek 2.1: Kone¢ny automat

predem urcenych koncovych stavii. MnoZina vsech slov, kterd dany kone¢ny automat M
akceptuje, tvori jazyk akceptovany automatem M. Formalni definice vypada takto:

Definice 2.1. Konec¢ny automat (Finite Automaton, FA) M je pétice (Q, X, 9, qo, F'), kde
e () je neprazdnd kone¢na mnozina stavii.
e > je konecnd mnozina vstupnich symbolii, nazyvana také vstupni abeceda.
e ): Q x X — @ je parcidlni prechodova funkce.

qo € @ je pocatecni stav.
e F C (Q je mnoZina koncovych stavii.

Abychom mohli definovat jazyk pfijimany danym FA M, zavedeme rozsifenou ptechodovou
funkei 6 : Q X ¥* — @, definovanou induktivné vzhledem k délce slova ze ¥*:

° S(Q, ) = q pro kazdy stav g € Q.
. 5(8(q,w),a) je-li d(q,w)id(6(¢g, w),a) definovéno,
e 0(q,wa) =

jinak.

Symbol L znag&i, 7e funkce neni definovana. Zépis (¢, w) = p znamend, 7e automat M
prejde ze stavu g ,pod slovem™ w (tj. postupnym pifectenim slova w znak po znaku zleva
doprava) do stavu p. Jazyk prijimany (akceptovany, rozpozndvany) kone¢nym automatem
M, oznaCovany L(M), je tvofen pravé vSemi takovymi slovy, pod kterymi automat prejde
z pocatecniho stavu do nékterého z koncovych stavi:

A~

L(M) ={w e ¥* | 6(qo,w) € F}

Jazyk, ktery je rozpoznatelny (n€jakym) koneCnym automatem, nazveme reguldrni (viz
vsak poznamka 2.2). Ekvivalenci konecnych automatti definujeme podobné¢ jako v piipadé
gramatik — kone¢né automaty M a M’ jsou ekvivalentni, pokud L(M) = L(M’).

Poznamka 2.2. V casti 1.2.2 jsme privlastkem ,,regularni'‘ oznacili jazyk generovatelny
reguldrni gramatikou; jak uvidime, jsou tridy jazyki, které Ize generovat regularnimi gra-
matikami, resp. rozpoznat konecnymi automaty, ve skutecnosti stejné. NeZ toto dokdZeme
(viz Véta 2.73), bude slovo ,,reguldrni*‘ jen zkratkou pro ,,rozpoznatelny konecnym auto-
matem®.
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Priklad 2.3. Nechf M = ({qo,q1,92}, {a,b},d, g0, {q2}) je FA, kde

6(qo,a) = q1 6(qo,b) = g2

6(q1,a) = g (q1,0) = qo

6(g2,a) = qo 6(q2,b) = q1
Pak L(M) = {w € {a,b}" | (#a(w) — #p(w)) mod 3 = 2}.
Uplna definice konkrétniho automatu musi zahrnovat popis vsech sloZek pétice z defi-
nice 2.1. Neni vSak nutné tyto slozky vzdy reprezentovat standardni mnoZinovou symboli-
kou (tj. vyCtem prvki). V praxi se Casto pouzivaji i jiné (pfehledné&jsi) zptuisoby reprezentace
kone¢nych automatii. Predvedeme si tfi z nich na automatu M z predchoziho piikladu.

Automat M je mozné reprezentovat pomoci tabulky prechodové funkce takto:

a b

—  qo || 91 | 42
q1 g2 | 40
— Q|| 9 |1

Stavy automatu jsou vypsany v zahlavi fadku, vstupni symboly v zahlavi sloupct, pfechodova
funkce je urCena obsahem vnitinich poli tabulky (pokud je pro nékteré dvojice nedefi-
novana, uvadi se v prisluSném misté tabulky znak ,~), pocatecni stav je oznacen znakem
— a koncové stavy znakem <.

Jesté prehledné;si, a proto nejcastéji pouzivana, je reprezentace pomoci prechodového
grafu (t€Z prechodového systému s naveéstimi ze Y.), ktery pro automat M vypada takto:

b
a a
e
%
b b
a

Stavy odpovidaji uzliim, prechodova funkce je zndzornéna ohodnocenymi hranami, vstupni

abeceda je tvofena symboly, kterymi jsou hrany ohodnoceny, pocatecni stav je oznacen
Sipkou a koncové stavy jsou dvojité zakrouzkovany.

Nakonec jesté zmifime reprezentaci vypocetnim (¢i t€Z stavovym) stromem. Kofen
stromu odpovida pocatecnimu stavu (a neni tedy nutné jej néjak oznacovat jako pocatecni).
7. kazdého uzlu, ktery neni listem vychazi — dle definice prechodové funkce — pravé tolik
hran ohodnocenych symboly vstupni abecedy, kolik ma odpovidajici stav naslednikua (je-li
tedy 0 totdlni, pak pravé tolik hran, kolik symboli mé vstupni abeceda). Jestlize néjaky
stav odpovida vice uzlim, pak hrany vychazeji jen z jednoho z téchto uzld. Vypocetnim
stromem lze reprezentovat jen ty automaty, kde kazdy stav je tzv. dosazitelny z pocate¢niho
stavu (viz definice 2.18) — z hlediska schopnosti rozpoznévat dany jazyk, neni pfitomnost
¢i nepritomnost nedosazitelnych stavii podstatna (viz lemma 2.19).

Vypocetni strom pro dany automat neni (obecné) urcen jednoznacné€ — mutze se lisit
dle toho, zda jej konstruujeme zptsobem, ktery odpovida napiiklad prochazeni do hloubky,
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nebo do Sitky, ¢i dalsim moznostem. Pokud vSak ve vypocetnim stromu ztotoZnime uzly
oznacené stejnym stavem, obrZzime piechodovy graf (v némZ vSak musime vyznacit stav
pocate¢ni). Vypocetni strom pro automat M muzZe tedy mit napiiklad tyto tvary:

Priklad 2.4. Pro ilustraci nyni uvedeme dikaz faktu, Ze konec¢ny automat M z prikladu 2.3
skute¢né rozpoznava jazyk L(M) = {w € {a,b}* | (#a(w) — #p(w)) mod 3 = 2}.

Diikaz. Dokézeme, 7e pro kazdé slovo v € {a,b}* plati, Ze 6(qo,v) = ¢, kde i =
(#4(v) — #p(v)) mod 3. Indukei k délce slova v:

|[v|=0:Pakv = ¢ a 0 (go,€) = qo podle definice rozsitené prechodové funkce. Ziejmé
(#a(e) — #b(€)) mod 3 = 0.

Indukéni krok: Nechf v = ux, kde u € {a,b}* ax € {a, b}. Podle indukéniho predpokladu
plati 6(go,u) = ¢;, kde i = (#q(u) — #(u)) mod 3. Nechi napf. = a (pfipad kdy
x = b se vySetii stejnym zpiisobem). Pfechodova funkce § byla definovana tak, Ze pro
kazdé k € {0,1,2} plati 6(qi,a) = ¢, kde I = (k + 1) mod 3. Proto také é(qo, ua) =
5(0(qo, u),a) = 6(qs,a) = g, kde j = (i + 1) mod 3 = (#4(u) — #4(u) + 1) mod 3 =
(#4(ua) — #p(ua)) mod 3, coz bylo dokazat.

JelikoZ koncovym stavem je pouze go, plati L(M) = {w € {a,b}* | (g0, w) = ¢} =

{w € {a,b}* | (Fa(w) — #5(w)) mod 3 = 2}. O

N

Podobnym zpisobem lze postupovat i v jinych piipadech. Jediny problém (a tedy jadro
dikazu) je postihnout vztah mezi slovy ze >* a stavy daného automatu.
Prechodova funkce ¢ byla v definici 2.1 zavedena jako parcidlni, coz umoZznuje

na ,dilezité"” prechody z daného stavu.

Priklad 2.5. Navrhneme konecny automat, rozpoznavajici retézcové konstanty podle (zjed-
nodusené) konvence jazyka C — fetézec zac¢ind uvozovkami, ndsleduje posloupnost libo-
volnych znakii s ASCII kodem 32—127 a na konci jsou zase uvozovky, pred kterymi ovSem
nesmi byt znak obraceného lomitka. MnoZinu znaku s ASCII kodem 32—127 oznaCime
symbolem A (hrana s timto navéstim A tedy reprezentuje, formalné vzato, mnoZinu hran
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— pro kazdy z uvaZovanych symbolii pravé jedna hrana):

A={"\}

Parcialita pfechodové funkce nema podstatny vliv na vypocetni silu kone¢nych automatt,
jak doklada nasledujici pomocné tvrzeni:

Lemma 2.6. Ke kazdému FA M existuje ekvivalentni FA M’ s totdlni pfechodovou funkci.

Diikaz. Necht M = (Q, X, 4, qo, F'). Automat M’ sestrojime tak, Ze ke staviim automatu
M pridame novy nekoncovy stav p a chybéjici pfechody do néj ,nasmérujeme”. Tedy
M = (QU{p},%,8,q0,F), kde p € Q a ¢’ je definovana pro vSechna ¢ € Q U {p}
takto:
, d(q,a) je-li d(q,a) definovano,

§'(q,a) =

p Jjinak.

Zejména ¢’ (p, a) = p pro kazdé a € X. Indukei k délce slova se snadno ovéri, Ze pro kazdé
g€ Qawe X plati

5/(q w) = 5(q,w) je-li 5(q,w) definovano,
| p jinak.

Jelikoz p ¢ F, plati L(M) = L(M’). O

Jazyk akceptovany kone¢nym automatem je mozné definovat také pomoci pojmu konfigu-
modely, neZ jakymi jsou konecné automaty. Proto tuto alternativu rovnéz uvedeme.

Konfigurace kone¢ného automatu M = (Q, 3,0, qo, F') je kazda dvojice (q,w) €
@) x X*. Na mnoziné vSech konfiguraci automatu M zavedeme binarni relaci krok vypoctu,
oznacovanou -, pomoci predpisu

(g, aw) + (p,w) <L §(q,a) =p

Reflexivni a tranzitivni uzavér relace kroku vypoctu zna¢ime -*. Jazyk akceptovany auto-
matem M pak miZzeme definovat také takto:

L(M) = {w € X" [ (qo,w) F" (g,¢), kde g € F'}

Konfigurace konecného automatu M presné popisuje momentélni stav vypoctu, ktery M
na daném slové provadi. Obsahuje tplnou informaci, kterd je potfebna pro jeho dalsi po-
kracovani — prvni komponenta konfigurace (tj.stav) reprezentuje informaci o dosud prectené
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¢asti vstupu, druhd komponenta udava dosud nezpracovanou ¢4st vstupu. ,.Programem‘ pro
tento vypocet je samoziejmée prechodova funkce.

Dikaz faktu, Ze obé uvedené definice jazyka L (M) jsou ekvivalentni, Ize pfenechat
Ctenafi jako jednoduché cviceni — staci ukazat platnost ekvivalence

A

6(q,w) =p <= (q,w) " (p,e),

coz se dd jednoduse provést indukci vzhledem k délce slova w.

2.1.1 Konstrukce kone¢nych automatu

Konstrukce konecného automatu, ktery rozpoznava dany jazyk, je obecné netrividlni tkol.
V této Casti si ukaZzeme nékteré metody, s jejichZ pomoci je mozné vyfesit fadu konkrétnich
uloh.

Zékladnim trikem, ktery dokaZe zjednodusSit ndvrh konecného automatu, je zave-
deni jisté pomocné struktury na stavech. Uvédomme si, Ze stavy konecného automatu
piedstavuji kone¢nou pamét, do niZ je mozné uklddat informace o dosud piectené Casti
vstupniho slova. Informaci, kterd je spojend s danym stavem, je ucelné zachytit v jeho
oznaceni.

Priklad 2.7. Mame za tikol sestrojit automat rozpoznavajici jazyk
L = {w € {a,b}" | w obsahuje podslovo abaa}

Oznaceni stavi automatu zvolime tak, aby bylo patrné, jaka ¢ast poZadovaného podslova
abaa jiZ byla automatem prectena:

Vhodna volba mnozZniny stavu (,struktury na stavech™) dokaze konstrukci automatu zjed-
nodusit a vysledny automat zptehlednit. V nékterych piipadech je jeji zavedeni dokonce
nevyhnutelné, ma-li byt definice technicky zvladnutelna.

Priklad 2.8. Sestrojme automat rozpoznavajici jazyk

L ={w € {a,b}* | #4(w) mod 1997 = 483 A #;,(w) mod 1998 = 645}

3

Ve stavech automatu je treba zachytit informaci o poctu dosud prectenych symbolil ,,a°
modulo 1997 a o poctu dosud prectenych symbolii ,,b* modulo 1998. Celkem tedy bude za-
potiebi 1997.1998 = 3990006 stavii. Reprezentovat takovyto automat pomoci prechodového
gratu neni nijak prehledné (i kdyZ stile moZné). Misto toho zavedeme jednoduchou struk-
turu na stavech, kterd umozni zapsat celou definici na nékolik (krdtkych) radki. Necht

M = (Q,{a,b},0,q0,0,{qa83,645} ), kde
Q={qi;]0<i<1996 A 0<j <1997}
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a prechodova funkce ¢ je definovana takto:
e §(qij,a) = qi+1,; prokazdé 0 < i < 1995,0 < j < 1997
e 5(q1996,5,@) = qo,j pro kazdé 0 < j < 1997
e 6(gij,b) = qij+1 prokaZzdé 0 < i < 1996,0 < j < 1996
e 5(qi1007,b) = gi.o pro kazdé 0 < i < 1996

Dalsi ¢asto pouzivanou technikou je synchronni paralelni kompozice automatt. Pro dané
automaty M, a My umoziiuje snadno sestrojit automat rozpoznavajici prinik (piipadné
také sjednoceni nebo rozdil) jazykta L(M1) a L(Ms). Intuitivné si lze celou konstrukci
predstavit tak, Ze automaty M7 a M5 nechame béZet paralelné na stejném vstupnim slove.
Jejich béh je synchronni, tj. M7 a M, provadéji kroky vypoctu vZdy ve stejném okamziku.
Ma-li slovo w patfit do sjednoceni L(M;) a L(M3), musi byt alespon jeden z automatt
po zpracovani slova w v koncovém stavu. Formdlné je tato mySlenka zachycena v nize
uvedené definici.

Definice 2.9. Pro dané FA M; = (Q1,%,01,q1, F1), Ma = (Q2,%, 02,2, F3), je-
jichz pfechodové funkce jsou totdlni, definujeme koneény automat M; U My = (Q1 X
Q2,%,0,(q1,q2), F), kde

e F={(p,q)|pe FiVge Fp} = (F1 X Q2)U(Q1 x Fy)

* 5((p,q),a) = (01(p, a), 2(q, a)).

Predpoklad, ze prechodové funkce 91, d2 jsou totdlni sice neni omezujici (viz lemma 2.6),
avSak pro ,spravné” fungovani synchronni paralelni kompozice M; U My nezbytny; neni
pak totiZ mozné, aby se jedna z komponent na daném slové ,zablokovala®, zatimco druha
méla moznost ve vypoctu pokracovat.

Véta 2.10. Necht M, = (Q1,%,01,q1, F1) a My = (Q2,%, 62, qo, Fy) jsou konecné
automaty s totdlnimi pfechodovymi funkcemi. Pak L(My U M3) = L(M1) U L(My).

Diikaz. Nejprve dokdZeme toto tvrzeni:

5((@1&2)&@ = (p.q) <~ 31(@1710) :p/\gz(%,w) =q (2.1)

Dikaz se provede indukci vzhledem k |w].

o |w|=0:Plati 5((q1,q2),¢) = (q1,42). 01(q1,€) = qu, 02(q2.€) = q2. Prow = ¢
tedy obé strany ekvivalence, kterou je tfeba dokdzat, plati (pfimo z definice rozsitené
prechodové funkce). Samotna ekvivalence je proto rovnéz platna.

e Indukéni krok: Nechi w = wva, kde v € X*, a € X. Plati 6((q1,¢2),va) =
(p,q) <= existuji stavy r, s takové, Ze 3((q1, q2),v) = (r,s)A6((r, s),a) = (p,q
< b61(q1,v) = rAda(qz,v) = s (indukéni predpoklad) A &, (1, a) = pAda(s, a) =
q (dle definice §) <= 51(q1, va) =pA Sg(qg, va) = q.

Nyni jiZ Ize snadno dokdzat vlastni tvrzeni véty: w € L(M;UMs) <= 6((q1,q2), w) =
(p,q), kdep € Finebog € Fy <= di(qi,w) = p A da(ga,w) = ¢, kdep €
Finebo g € Fy <= we L(M;y)UL(Ma). O

Poznamka 2.11. Podobnym zpiisobem Ize pro automaty My, = (Q1,%,61,q1,F1) a
Mo = (Q2, X, 82, q2, F3) s totdlnimi pfechodovymi funkcemi sestrojit automat My MM,
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resp. My © Mo, rozpozndvajici jazyk L(M;) N L(My), resp. L(M;) — L(My). Jediny
rozdil je v definici mnoZiny koncovych stavi; ta je v pripadé My M My rovna Fy x Fr av
pripadé My © M, je definovana jako {(p,q) |p € Fi Nq & Fo} = F1 X Q2 — Q1 X Fh.
Dﬁkazy, ze L(./\/l1 @Mg) = L(M1) ﬂL(Mg) a L(M1 @Mg) = L(./\/l1) — L(Mg)jsou
snadné; pouZije se vztah (2.1).

Pro uplnost jesté poznamenejme, Ze pro automat M = (Q,%,6,qo, F') s totalni
prechodovou funkci Ize také lehce sestrojit automat M rozpoznavajici jazyk co—L(M)
— staci polozit M = (Q,%,6,q0,Q — F). Ztejmé w € L(M) <= w ¢ L(M), tedy
L(M) = ¥* — L(M) (predpoklad, Ze § je totilni, je opét zcela nezbytny).

Priklad 2.12. Nechf L C {0,1}* je jazyk, obsahujici v§echna slova w, kterd vyhovuji
témto podminkam:

1. w je bindrni zdpis Cisla délitelného tremi (¢ chapeme jako jiny zdpis Cisla 0) a

2. w obsahuje lichy pocet vyskytu znaku ,,0%
Prvky L jsou napriklad slova 000,011, 1011010. Kone¢ny automat rozpoznavajici jazyk L
sestrojime jako paralelni kompozici dvou jednodussich automatil, které rozpoznavaji slova
vyhovujici podmince 1 resp. 2. Automat M rozpoznavajici jazyk

Ly = {w € {0,1}" | w je binarn{ zapis ¢isla déliteIného tremi}

0 1
1 0
— —
1 0

Indexy stavii odpovidaji zbytkovym trfidim modulo 3 (je tieba si uvédomit, Ze pripsanim

vypadd takto:

znaku ,,0* na konec bindrniho ¢isla se zdvojnasobi jeho hodnota; pfipsanim ,, 1 dosdhneme
zdvojnasobeni a pricteni jednicky. V obou pripadech se snadno zjisti, jak se zméni zbytek
pii délent tfemi.)

Automat My rozpoznavajici jazyk Lo = {w € {0,1}* | #o(w) mod 2 = 1} je

jednoduchy:
%

Vysledny automat M M Ma, kdy namisto dVO]lce qi» q;) piSeme g; ;, vypada takto:
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Vycet metod a trikd, které Ize pti navrhu konecnych automatt pouzit, neni zdaleka uplny.
V Casti 2.2 se sezndmime s nékterymi rozsifenimi zdkladniho modelu kone¢nych auto-
matt, které sice nemaji vliv na vypocetni silu (ukdzeme, Ze tyto ,obecnéjsi stroje Ize ve
skutec¢nosti vZdy simulovat koneCnym automatem), avSak jejich konstrukce je Casto velmi
pfimocara. Otevird se tak dal$i strategie pro navrh kone¢nych automati — nejprve navrh-
neme ,rozsireny* stroj a ten pak transformujeme na ekvivalentni kone¢ny automat.

2.1.2 Lemma o vkladani pro regularni jazyky

O tom, Ze n&jaky jazyk je regularni, se miizeme (vice ¢i méné) snadno presveédcit konstrukei
prislusného automatu. V piipad¢€, Ze se nam takovy automat zkonstruovat nepodaii, mize
to mimo jiné znamenat, Ze neexistuje. Jak to vSak dokazeme? Zakladnimi néstroji, které
pro tento dcel mohou poslouzit, jsou tzv. lemma o vkladani (t€Z zndmé jako ,pumping
lemma™) pro regularni jazyky, které je nutnou (nikoli vSak postacujici) podminkou pro
regularitu jazyka, a tzv. Myhillova-Nerodova véta (viz odstavec 2.1.3), kterd predstavuje
podminku nutnou a postacujici.

Lemma 2.13 (o vklddéni). Nechf L je reguldrni jazyk. Pak existuje n € N takové, Ze
libovolné slovo w € L, jehoz délka je alespori n, Ize psat ve tvaru w = zyz, kde |ry| < n,
y#¢c axy'z € Lprokazdéi € Ny. (Cislon se neformalné nazyva pumpovaci konstanta.)

Diikaz. Jelikoz L je regularni, existuje deterministicky FA M = (Q, X, 0, qo, F') roz-
poznavajici jazyk L. Polozme n = card((). Ukazme, Ze pro libovolné slovo w € L délky
alespon n (tj. w = ay .. .a,;,, m > n) plati, Ze automat M projde pri akceptovani slova w
(alespon) dvakrat stejnym stavem: M provede vypocet

(go,a1...am)F (q1,a2...am) F ... F (gm,e), kde ¢, € F

pfi némz projde m + 1, tj. vice neZ n konfiguracemi. Podle Dirichletova principu! se tedy
alespon dvé z konfiguraci musi shodovat ve svych prvnich komponentich — stavech (téch
je jen n). Jinak feceno, existuji indexy ¢, j takové, z2e 0 < ¢ < j < nagqg = q; = p.
Schématicky:

Slovo w se tedy rozpadne na tii ¢asti —w = zyz, kde x = a1 ...a;,y = @jy1...05,2 =
ajt1-..am akde y # e. Jinak feCeno 5(q0,x) = p, 3(p,y) =pa 5(p, 2) = Qqm. Je
ziejmé, Ze ke zopakovani n&jakého stavu dojde nejpozdgji po zpracovani prvnich n znaki?
slova w, a tedy dostavdme |zy| < n. Dile §(p,y") = p pro libovolné i € Ny, proto také
(g0, ¥y 2) = qums tj. 2y'z € L(M) pro kazdé i € Ny. O

1. Necht P, Q jsou kone¢né mnoZiny takové, ze card(P) > card(Q). Pak libovoln4 funkce f : P — @ neni
prosta.

2. bez uvdzeni tohoto faktu bychom obrZeli 0 néco slabsi variantu lemmatu: Necht L je reguldrni jazyk. Pak
existuje n € N takové, Ze libovolné slovo w € L, jehoZ délka je alesponi n, lze psat ve tvaru w = xyz, kde
1 < |yl <nazy’z € L prokazdéi € No.
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Je uZziteCné si uvédomit, Ze PL (diky alternovéani universélnich a existen¢nich kvan-
tifikatord) lze zapsat takto :

(Nechf) L je regularni = Jn € N.
Vwe L. |lw| >n.
dx,y,z. w=zxyz A
y#FeA
2yl <n.
Vi > 0. xyiz cL
Zdaraznéme, Ze lemma o vkladani (na rozdil od Myhillovy-Nerodovy véty, kterou zformu-
lujeme a dokdZeme v ndsledujicim odstavci — viz 2.1.3) poskytuje podminku, kterd je pouze
nutnd, ale nikoliv postacujici pro to, aby dany jazyk byl regularni. Lze tedy pomoci ného
dokazat, 7ze n¢jaky jazyk reguldrni neni (tim, Ze prokdZeme jeho nesplnéni), ale v Zddném
pfipadé ne to, Ze regularni je.
Pumping lemma (PL) je tvrzeni tvaru implikace L je reguldrni = (). Pfi doka-

zovani, ze L neni regularni pouZzijeme kontrapositivni formu PL, tj. =) = L neni regularni,

¢i ekvivaletné diikaz sporem: L je regularni —> Q) A —Q. V kazdém prtipadé jde vSak o do-
kazani —(@). Obecné tedy miizeme postupovat takto: (pro dosazeni sporu s PL predpokladejme,
Ze L je regularni; pak musi spliiovat podminky pumping lemmatu a ukdZeme, Ze tomu tak
neni) tedy ukazeme platnost =@, tj. Ze

e pro libovolné n € N (pumpovaci konstantu)

e existuje takové slovo w € L, které ma délku aleponl n, a pro které plati, Ze

e pii libovolném rozdéleni slova w na takové tii ¢asti x, y, 2, Ze |zy| < nay # ¢,

e existuje (alespoti jedno) i € Ny takové, ze xy°z & L.
Pak z PL plyne, Ze L neni reguldrni.

Znovu si tedy uvédomme, Ze pii pouziti PL k diikazu, Ze jazyk neni regularni, volime

slovo w a po€et pumpovdni ¢ (viz vySe podtrzené existencni kvantifikatory). Nevolime ani
pumpovaci konstantu n, ani rozdéleni na podslova z, y, z.

Priklad 2.14. Ukdzeme, Ze L. = {a? | p je prvocislo} nad abecedou {a} neni reguldrni.

Diikaz. Pro dosaZeni sporu predpoklddejme, Ze L je reguldrni. Bud n € N libovolné
(pumpovaci konstanta z PL). JelikoZ prvocisel je nekonecné mnoho, existuje prvocislo
p, které je vétsi nebo rovno n; zvolme w = a? patiici do L. Pti jakémkoli rozdéleni w
na podslova z,y, z musi byt y = a*,k > 1. Napumpujeme-li 3 p + 1-krdt, dostaneme:
zyPt 2 = zyyPz = zyzy? = aPa’? = a?*tD| coz je jisté slovo, které nepatif do jazyka
L, protoze p(k + 1) neni prvocislo — dostavame tedy spor s nas$im piedpokladem, Ze L je
reguldrni. Podle PL tedy L reguldrni neni. U

Piiklad 2.15. Jazyk L = {a'b' | i € N} nad abecedou {a,b} nenf reguldrni.

Diikaz. Nyni jiz ponékud struénéji: bud n € N libovolné. Slovo a™b™ jisté patii do L;
pokud ho jakkoli rozd€lime na tfi ¢asti z, y, z tak, Ze |xy| < na|y| > 1, pak x a y jsou
sloZzeny pouze ze symbolu a, tj. z = a*, y = d!, 2 = a®#~b", kde 1 <, k+1 < n. Pak
pro i = 2 dostavame a*a?'a""*~!b" & L, nebot k+2l+n—k—1 = n+1 # n. Obdobné

bychom ke sporu dospéli volbou 7 = 0 (volba i = 1 by byla jen nase ,nedostatecnost). [l
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Formule s alternujicimi kvantifikatory a hra 2 hraca. Pro porozuméni formuli
s vétsim pocétem kvantifikatord je mozné na ni nahliZet jako na hru dvou hraca , kde uni-
versalnimu kvantifikatoru V odpovidd hra¢ Al a existecni kvantifikdtor 3 je reprezentovan
hracem Ex. Al a Ex hraji proti sobé (jsou na tahu) v tom poftadi, které odpovida vyskytu
kvantifikator ve formuli (¢teno zleva doprava).

Je-li na tahu Al, snazi se formuli tvaru Vu.p(u) vyvratit: je-li Vu.p(u) pravda, pak Al
nemuze vyhrdt; je-li Vu.p(u) nepravda, pak existuje aspori jedna hodnota u, kterd vyvraci
p(u) a Al mize vyhriét tak, Ze pro u zvoli pravé tuto hodnotu.

Je-li na tahu Ex, snazi se formuli tvaru Ju.p(u) u€init pravdivou: je-li Ju.p(u)
pravda, Ex mtze vyhréat volbou hodnoty pro u takovou, Ze p(u) je pravda. Je-li Ju.p(u)
nepravda, nemiize se mu toto podafit a hru prohrava.

Vratme se nyni zpét k pumping lemmatu; to tvrdi, Ze pokud L je reguldrni jazyk,

pak
1. Ine N
2. Yw € Ltakové, Ze |w| > n
3. Ja,y,ztakova, ze w =zyz AN y#e A |zy| <n
4. Vi >0 : ccyizeL

Toto tvrzeni obsahuje 4 kvantifikatory a podminky za nimi uvedené budou ve hie 2
hraci prestavovat omezeni na moznosti volby, které kazdy z hraca bude béhem hry Cinit.
Zvolme néjaky reguldrni jazyk L; hra pro L probiha takto:

1. Ex zvoli pfirozené Cislo n,
2. Al zvoli w,atotak, ze w € La |w| > n,
3. Exzvoli x,y, z takovd, 7e w = xyzay #ecalzy| <n
4. Alzvolii > 0, pfi¢emZ se snaZ{ volbu provést tak, aby vyhral, tj. snaZ se o xy’z ¢ L.
Demonstrovat vyhravajici strategii pro hra¢e Ex znaci (de facto) znovu provést dukaz
pumping lemmatu, tentokrat oviem v pojmech hry: necht tedy L je jazyk akceptovany
néjakym kone¢nym automatem, feknéme P.

1. Ex zvoli n = card(Q), kde @) je mnozina stavti automatu P.

2. Al zvoli slovo w takové, Zze w € L a |w| > n. (Pokud takové slovo neexistuje, pak
Al prohrava: v tomto piipadé druhy kvantifikator fikd, Ze vSechny prvky prazdné
mnoZiny maji jistou vlastnost, cozZ je (bez ohledu na to o jakou vlastnost se jedna)
trivialné pravda — Al nemutze formuli vyvratit).

3. Nyni Ex najde v P akceptujici vypocet pro w (ten jisté existuje, protoze w € L)
a zaznamena si posloupnost p stavu fidici jednotky, kterymi se pfi akceptovani w
projde. JelikoZ |w| > n, je téchto ,pribéznych” stavi alespor n + 1, ale () ma jen
n stavd, a tedy v p (akceptujici posloupnosti stavil) se musi alespon jeden ze stavi
vyskytovat alespoii dvakrat (podle Dirichletova principu). Necht ¢ je prvni vyskyt
néjakého opakujiciho se stavu v p. Ex rozdéli vypocet na 3 Casti (bude korespondovat
postupnému precteni fetézcl x, y a z), a to podle prvnich dvou vyskyti konfiguraci
majicich v 1. komponenté stav q. Vypocet pro vstupni slovo w = zyz lze zapsat
jako

(g0, 7y2) F* (q,y2) FT (g, 2) " (g5, ),
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kde z je preCteno diive, neZ se poprvé vejde do stavu ¢, po nasledném precteni y
se (poprvé) vratime do q (tj. druhy vyskyt q) a z je zbytkem vstupniho slova. Jisté
tedy plati, Ze x,y, z jsou takovd, Ze w = zyzay # c€a |ry| < n. Ex tedy splnil
podminky volby.

4. At Al nyni zvoli jakékoli i > 0, bude vypocet v P pro slovo xy’z vzdy tvaru

(q0,2y'2) F* (q,y"2) 7 ... F0(q,2) " (ay,9),
i krat ptrecte y
co? je ale akceptujici vypocet v P, tj. zy’z € L, a tedy Al prohrava, Ex vitézi.
Zopakujme tedy, Ze pouZziti pumping lemmatu k diikazu (sporem) neregularity néjakého
jazyka L tedy v terminech hry probiha4 takto:

1. Ex zvoli pfirozené Cislo n,
2. Al zvoli w,atotak, ze w € La |w| > n,
3. Ex zvoli x,y, z takovd, 7e w = xyzay #ecalry| <n
4. Alzvolii > 0, pficemZ se snaZ{ volbu provést tak, aby vyhral, tj. snazi se o xy'z ¢ L.

Priklad 2.16. Necht L obsahuje pravé vSechna ta slova nad abecedou {a}, jejichZ délky
jsou druhymi mocninami pfirozenych Cisel, tj. L = {a”2 | n € N}. Ukazme, Ze L neni
reguldrni, a to tak, Ze presentujeme vyhravajici strategii Al-a:

1. Ex zvoli ptfirozené ¢islo n.

2. Alzvoli z € L a |z| > n? (to vZdy Ize, protoZe L je nekonecny).

3. Ex zvoliu,v aw takovad, Ze z = uvw av # € a |uv| < n.

4. Al zvolii = 2, ProtoZe z € L, plati |z| = m? pro n&jaké pfirozené m. Al volil z tak,

Ze platim > n. Mdme tedy 0 < |v| < n a oznaéme k = |v|. Pak

m? <m?+k=|uww| <m*+n<m®+m< (m+1)7%.

Délka slova uv?w tedy padne mezi druhé mocniny dvou po sobé jdoucich pfirozenych
&isel (m a m + 1), takZe uv?w ¢ L, a tedy Al vyhrava.
Jelikoz Al ma vyhravajici strategii, bez ohledu na to, jak Ex hraje, L nemiiZe byt regularni.

Fakt, Ze lemma o vkladani neudava postacujici podminku pro regularitu jazyka, 1ze ndzorné
demonstrovat timto ptikladem:

Piiklad 2.17. Jazyk L = {a,b}* U {¢/a’b’ | i,j € N} nad abecedou {a,b,c} spliuje
podminky lemmatu o vklddani, pritom vsak neni regularni (jak Ize snadno dokazat uZitim
Myhillovy-Nerodovy véty).

2.1.3 Myhillova-Nerodova véta

V tomto odstavci zformulujeme a dokdZeme velice dulezité tvrzeni, tzv. Myhillovu-Nerodovu
vétu, ktera predstavuje algebraickou charakterizaci tfidy regularnich jazyki a ma Cetné
dilezité disledky. Abychom ji mohli zformulovat, potiebujeme nékolik pomocnych pojmi.

Definice 2.18. Necht M = (Q, X, 4, qo, F') je konetny automat. Stav ¢ € @Q nazveme
dosazitelny, pokud existuje w € £* takové, Ze 6(go, w) = ¢. Stav je nedosaZitelny, pokud
neni dosazitelny.
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Je zfejmé, ze vypustime-li z daného automatu M nedosazitelné stavy, jazyk L(M) se
nezméni. Tuto transformaci lze navic provést algoritmicky, jak dokldda toto lemma:

Lemma 2.19. Existuje algoritmus, ktery pro kazdy konec¢ny automat M = (Q, %, 6, qo, F')
sestroji ekvivalentni kone¢ny automat M’ bez nedosaZitelnych stavui.

Diikaz. Nejprve dokdzeme, ze mnozinu Q' = {q € Q | ¢ je dosaZitelny} lze algoritmicky
zkonstruovat. Uvédomme si, Ze do kazdého dosaZitelného stavu vede v pfechodovém grafu
automatu M konecnd cesta z poc¢atecniho stavu go. Oznac¢ime-li pro kazdé + € Ny symbo-
lem S; mnozZinu stavil, do kterych se lze z ¢y dostat cestou o délce nejvyse i (tj. pouZitim
nejvyse ¢ prechodu), plati:
@ =Us (22)
i>0

Do stavu g se vzdy lze dostat cestou délky 0 — pro kazdy koneCny automat tedy plati
So = {qo}. Hodnoty S; pro i > 1 jiz zavisi na tom, jak je M definovan. MiZeme je vSak
snadno vypocitat podle nésledujiciho induktivniho pfedpisu:

e So = {a}

e Siy1 =85 U{q|IpeS;acX:dip,a)=q}
Indukei vzhledem k ¢ se snadno ovéfi, ze kazdé .S; obsahuje pouze dosazitelné stavy. Déle
prokazdé i € Ny plati, ze S; C QaS; C S;11.Oznatme n = card(Q). Vzhledem k tomu,
Ze mnozina () je konecnd, nemohou se mnoziny .S; pro rostouci ¢ neustdle zvétSovat —
existuje tedy k < n takové, ze Sy = Sk+1. Z definice mnozin S; nyni vyplyva, ze dokonce
pro kazdé j > 0 plati Sy, = Sk ;. Proto mizeme mnozinu ()’ v§ech dosazitelnych stavi,
tj. vztah 2.2 vyjadfit také jako

Q' =Jsi=5 (2.3)

Tato rovnost podava piesny navod na to, jak mnozinu Q)" vypocitat. Formdalné je tim dokdzana
spravnost i konec¢nost algoritmu 2.1.

Hledany automat M’ je pak (Q’,3,0/Q’, qo, F N Q’), kde symbol 6 /Q’ znaci zob-
razeni 0 zGZené na @'. Pfitom plati, Ze pokud je 0 totdlni, je i 0/Q)’ totdlni. Fakt, Ze
L(M) = L(M’), je ziejmy. O

Zpusob, jakym jsme v algoritmu 2.1 zkonstruovali mnozinu vSech dosazitelnych stavi
konec¢ného automatu M, je velmi specidlni aplikaci Knasterovy-Tarského véty o pevném
bodé€ a Kleeneovy véty o rekurzi. Tento princip pouZijeme jeSt€é mnohokrat.

Definice 2.20. Nechf ¥ je abeceda a nechf ~ je ekvivalence na X*. Rekneme, 7e ~ je
prava kongruence, téZ zprava invariantni ekvivalence, pokud pro vSechna u,v,w € »*
plati: v ~ v = ww ~ vw. Index ekvivalence ~ je poCet tfid rozkladu ¥*/~.. Pokud je
téchto tfid nekone¢n€ mnoho, klademe index ~ roven oc.

Poznamka 2.21. Snadno se nahlédne, Ze ekvivalence ~ na ¥.* je prava kongruence, pravé
kdyZ pro kazdé u,v € ¥*,a € X plati u ~ v = ua ~ wva. (Z jedné strany trivialni,
obrdcend implikace se snadno ukaZe indukci podle délky zprava priretézeného slova w.)
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Algoritmus 2.1 Eliminace nedosazitelnych stavi kone¢ného automatu.

Vstup: Kone¢ny automat M = (Q, %, 0, qo, F).
Vystup: Ekvivalentni kone¢ny automat M’ bez nedosaZitelnych stavu.

i:=0; So:={q};

repeat
Sit1:=8iU{q|Ip € Si,a € X:4(p,a) = q};
1:=141;

until S; = 5;_1;

Q"= S;;

M= (Q,%,0/Q",q90, FNQ');

Konec¢né automaty a pravé kongruence s koneCnym indexem spolu velmi uzce souviseji,
jak ukazuje nasledujici véta (a zejména jeji dukaz).

Véta 2.22. (Nerodova). Necht L je jazyk nad Y. Pak tato dvé tvrzeni jsou ekvivalentni:
1. L je rozpoznatelny kone¢nym automatem.
2. L je sjednocenim nékterych trid rozkladu ur¢eného pravou kongruenci na >.* s konec-
nym indexem.

Ditkaz. (1 = 2) Nechf{ M = (Q,X,6,qo, F) je FA, ktery rozpoznava L. Bez Gjmy
na obecnosti pfedpokladejme, Ze M je bez nedosazitelnych stavi (viz lemma 2.19) a § je
totdlni (viz lemma 2.6); pak také ) je totalni. Na X* definujme bindrni relaci ~ takto:

de, S A
U~V <:f> d(qo,u) = (qo,v)

Relace ~ je relaci ekvivalence, kterd sdruzuje takova slova, pro kterd automat M piejde
z qo do stejného stavu. Ttidy rozkladu uréeného relaci ~ tedy odpovidaji stavim automatu
M, proto relace ~ ma kone¢ny index. UkaZme, Ze ~ je prava kongruence. Nechf u ~
vaa € % Pak 6(qo,ua) = 0(6(qo,u),a) = 6(8(qo,v),a) = 6(qo,va), tedy ua ~
va, coz bylo dokazat. Jazyk L(M) je sjednocenim téch tfid rozkladu uréeného relaci ~,
které odpovidaji koncovym stavim automatu M. Oznac¢ime-li symbolem (q) téidu, ktera
odpovida stavu ¢, plati u € L <= 6(qo,u) = ¢, kde g € F <= u € (q), kde g € F.

(2 = 1) Necht L je sjednocenim nékterych t¥id rozkladu uréeného pravou kongruenci ~
na ¥* s kone¢nym indexem. Prvek faktorové mnoziny >*/~ (tj. tfidu rozkladu) obsahujici
prvek u budeme znadit [u]. Dédle definujme koneény automat M = (Q, X, d, qo, F'), kde
e () = X*/~, tj. stavy jsou tfidy rozkladu na ¥* ur€eného ekvivalenci ~. JelikoZ ~ ma
konecny index, je téchto tfid kone¢né mnoho.
e J je definovdna pomoci reprezentantti: 6([u], a) = [ua]. Tato definice je korektni, tj.
nezavisi na volb& konkrétniho reprezentanta®, nebof ~ je zprava invariantn.

® qo = [¢].

3. Nezavislost na volbé reprezentanti v tomto pfipadé znamend, Ze pro kazdé u,v € X*, a € X plati

U~V — ua ~ va
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e [ obsahuje praveé ty prvky X*/~, jejichZ sjednocenim obdrzime jazyk L.
Indukei vzhledem k délce slova v se snadno ukdze, Ze 6([e],v) = [v] pro kazdé v € £*.
Ziejmé L = L(M),nebot v € L <= [v] € F <= ([¢],v) € F. O

Poznamka 2.23. Kazdy konecny automat tedy jednoznac¢né urcuje jistou pravou kongru-
enci s kone¢nym indexem a obrdcené. Omezime-li se pouze na automaty, které jsou bez
nedosaZitelnych stavii a s totalni pfechodovou funkci, jsou obé uvedend prifazeni navzdjem
inverzni aZ na oznaceni stavil automatu.

Predchozi véta rovnéz udava podminku, kterd je nutna a postacujici k tomu, aby dany jazyk
byl regularni. Lze tedy pomoci ni dokézat i to, Ze néjaky jazyk regularni neni.

Piiklad 2.24. Dokdzeme, Ze jazyk L = {a'b’ | i € N} nad abecedou {a,b} neni rozpo-
znatelny Zadnym konecnym automatem. (O tomto jazyku jsme jiZz dokazali, Ze regularni
neni — viz priklad 2.15; timto ditkazem ,,jen” ilustrujeme techniku obsaZenou ve vété 2.22.)

Diikaz. Predpoklddejme, Ze L je regularni. Pak podle véty 2.22 existuje pravd kongruence
~ na {a,b}* s kone¢nym indexem takova, ze L je sjednocenim nékterych tfid rozkladu
{a, b}*/~.. Ukazeme, Ze to neni mozné; k tomu nam staci nalézt dvé slova u, v, kterd pro-
kazatelné lezi ve stejné tiidé rozkladu {a, b}*/~ apfitomu € Lav & L.

Bud % index ekvivalence ~. Uvazme téchto k + 1 slov: ab, aab, aaab, . .., a*t1b.
Jelikoz rozklad {a, b}*/~. md pravé k tfid, musi ve vySe uvedeném seznamu existovat dvé
riiznd slova, ktera patif do stejné tiidy — tedy a’b ~ a’b pro néjaké 1 < i < j < k + 1.
ProtoZe ~ je zprava invariantni, plati rovnéZ a’bb’ =1 ~ a/bb*~1. Tedy slova u = a'b’ a
v = a’b’ patif do stejné t¥idy rozkladu {a, b}*/~, pfitom u ndleZ{ do jazyka L, zatimco v
nikoliv. U

Posledni pojem, ktery budeme k formulaci Myhillovy-Nerodovy véty potfebovat, je obsaZen
v nésledujici definici:

Definice 2.25. Necht L je libovolny (ne nutné reguldrni) jazyk nad abecedou 3. Na mnoZiné
>.* definujeme relaci ~, zvanou prefixovd ekvivalence pro L takto:

d
U~ <:ef>Vw€E*:(uw€L<:>vw€L).

Tedy ~, obsahuje pravé ty dvojice (u,v), které maji tu vlastnost, Ze po pfipojeni libo-
volného w, vznikl4 slova uw, vw budou do jazyka L patiit bud obg&, nebo ani jedno z nich.

Lemma 2.26. Necht L je libovolny jazyk nad 3. Pak relace ~, je pravd kongruence a L
Ize vyjadrit jako sjednoceni nékterych (ne nutné kone¢né mnoha) tiid rozkladu 3%/~ .

Diikaz. Ziejmé ~, je ekvivalence. DokdZeme, Ze ~, je pravéa kongruence. Nechf u ~, v
aa € X. Plati ua ~, va, nebof pro libovolné slovo w € ¥* je uaw € L <= vaw € L
(vyplyva to z toho, Ze aw je rovnéZ slovo nad > a u ~, v — viz definice 2.25).

Zbyvé dokazat, Ze L je sjednocenim nékterych tiid rozkladu ¥/~ ,. K tomu staci
ukézat, Ze pro libovolnd u,v € ¥* plati u ~, v = (u € L <= v € L), tedy Ze slova
v kazdé t1d& patii do L bud vSechna, nebo tam nepatii Zddné z nich. Nechf tedy u ~, v.
Podle definice 2.25 pak pro kazdé w € X* plati uw € L <= vw € L. Zvolime-li za w
prazdné slovo ¢, obrzime ue = u € L <= ve = v € L, coZ bylo dok4zat. U
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KaZzdy jazyk nad abecedou 3. lze podle pfedchoziho lemmatu vyjadfit jako sjednoceni
nékterych tfid rozkladu uréeného jistou pravou kongruenci na >* (téchto tfid vSak obecné
nemusi byt kone¢né mnoho). Pozorny Ctenaf patrné namitne, Ze za ucelem konstatovani
tohoto faktu nebylo nutné zavadét relaci ~,, protoZe napf. také identickd relace id je prava
kongruence a kazdy jazyk lze vyjadfit jako sjednoceni jistych tfid rozkladu >*/;4. Relace
~, vSak prece jen je né¢im zvIaStni:

Lemma 2.27. Necht L je jazyk nad abecedou X.. Pro libovolnou pravou kongruenci ~ na
¥* takovou, Ze L je sjednocenim nékterych trid rozkladu X%/~ plati, Ze ~ C ~, , tj. ~, je
nejveétsi prava kongruence s touto vlastnosti. TéZ rikame, Ze kazda ~ je zjeménim ~;, .

Diikaz. Nechf u ~ v. UkdZeme, Ze pak také u ~, v, tj. pro libovolné slovo w € X* plati
uw € L <= vw € L. K tomu si staci uvédomit, ze uw ~ vw (viz definice 2.20); jelikoz
L je sjednocenim nékterych tiid >*/~, plati uw € L <= vw € L. O

Véta 2.28 (Myhillova-Nerodova). Nechi L je jazyk nad X, pak tato tvrzeni jsou ekviva-
lentni:
1. L je rozpoznatelny kone¢nym automatem.
2. L je sjednocenim nékterych trid rozkladu uréeného pravou kongruenci na >* s konec-
nym indexem.

3. Relace ~, ma konecny index.

Diikaz. (1 = 2) Viz véta 2.22 (ve sméru 2.22—-1—> 2.22-2).

(2 = 3) Necht ~ je libovoln4 prava kongruence na ¥* s kone¢nym indexem takova, ze L
je sjednocenim nékterych tfid rozkladu ¥*/~. ProtoZe ~ je zjemnénim ~, (viz lemma 2.27),
pak rozklad 3*/~., m4 nejvyse tolik tfid jako 3*/~, a tedy ~, ma téZ kone¢ny index.

(3 = 1) Dle lemmatu 2.26 je L sjednocenim nékterych tiid rozkladu ¥*/~., a ~, je prava
kongruence. JelikoZ ~, ma koneCny index, 1ze opét pouzit vétu 2.22 (tentokrat ve sméru
2.22-2=—>2.22-1), resp. druhou ¢ast dikazu Véty 2.22. U

2.1.4 Minimalni kone¢ny automat

Konecné automaty nachdzeji velmi Siroké uplatnéni v technické praxi (viz ¢ast 2.4). Z hle-
diska efektivity a nakladnosti implementace je dulezité, aby pocet stavii byl pokud mozno
co nejmensi. Pfirozenym problémem je proto konstrukce tzv. minimalniho automatu, tj. au-
tomatu s nejmensim poctem stavii a totalni prechodovou funkci, ktery rozpoznava dany
reguldrni jazyk L. V této ¢asti ukdZeme, Ze minimalni automat lze sestrojit pomérné jed-
noduchym zptsobem — staci mit k dispozici néjaky kone¢ny automat, ktery rozpoznava L.
Minimalni automat pak obdrzime ztotoZnénim nékterych jeho stavi.

Pozorny Ctendf jisté postiehl, Ze tvrzeni o existenci minimalniho automatu a do jisté
miry i ndvod k jeho konstrukci, jsou skryty v Myhillové-Nerodové véte (specielné viz
dukaz implikace (3 = 1) v 2.28, tj. konstrukce z druhé ¢asti dikazu véty 2.22 aplikované
na ~,). Myhillovu-Nerodovu vétu miZeme totiz reformulovat takto:
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Véta 2.29 (Myhillova-Nerodova, 2. varianta). Pocet stavii libovolného minimalniho auto-
matu rozpoznavajiciho jazyk L je roven indexu prefixové ekvivalence ~,. (Takovy konec¢ny
automat existuje pravée kdyZ index ~, je konecny.)

Diikaz. Vime, 7e kazdy koneCny automat (a bez Gjmy na obecnosti bez nedosaZzitelnych
stavil) urCuje jistou pravou kongruenci s kone¢nym indexem a obracené (viz véta 2.22).
Je-lijazyk L regularni, pak relace ~, je nejvétsi prava kongruence s kone¢nym indexem ta-
kova, Ze L je sjednocenim nékterych tfid ptisluSného rozkladu (viz lemma 2.27). Kone¢ny
automat, ktery odpovidd relaci ~,, je tedy minimalni automat rozpozndvajici jazyk L a
ziskame jej tak, Ze aplikujeme postup uvedeny v druhé ¢asti dikazu véty 2.22, tentokrat
vSak nikoli pro ~, ale pro ~;.

Jen pro zopakovani pripomenime princip konstrukce: ma-li ~, kone¢ny index k, kon-
struujeme FA M s k stavy. M si ve své kone¢né mnoziné stavii uchovava informaci o tom,
do které tfidy ekvivalence dosud prectend Cast vstupu patii. Pii znaceni jako v dikazu 2.22
ma tedy mnozinu stavi {[u] | v € ¥*} o pravé k prvcich (kde [u] = {v’ | v’ ~, u}).
Stav [u] je koncovy, je-li u € L, jinak neni koncovy. Pfechodova fuknce je definovana jako
d([u], @) = [ua]. Dukaz korektnosti této konstrukce — viz 2.22. O

Priklad 2.30. Myhillovu-Nerodovu vétu lze, tak jako vétu 2.22, pouZit k diitkazu, Ze ja-
zyk je ¢i neni akceptovatelny néjakym FA. Pro srovnani dokazme o témZe jazyku jako
v pfikladu 2.15 a v pfikladu 2.24, tj. L = {a'b’ | i > 0}, Ze nenf reguldrni, a to po-
moci 2.29 (4. opét ,,jen* ilustrujeme diikazovou techniku implikovanou tvrzenim této veéty;
¢tenari doporucujeme tyto techniky vzdjemné porovnat).

Zadné fetézy €, a,a?,... nejsou ekvivaletni vzhledem k ~,, protoZe predpoklad
a' ~, a’ proi # j vede okamZité ke sporu a'b’ € L, ale a’b® ¢ L. Tedy ~, md ne-
konecny index; jinak reCeno, L nemtiZe byt rozpoznavan Zadnym konecnym automatem.

Tvrzeni o existenci minimalniho kone¢ného automatu mizeme tedy explicitnéji zfor-
mulovat (jako bezprostiedni dusledek Myhillovy-Nerodovy véty) takto:

Dusledek 2.31. Minimalni kone¢ny automat akceptujici jazyk L je uréen jednoznacné az
na isomorfismus (tj. pfejmenovani stavii).

2.1.5 Minimalizace kone¢nych automatu

Vénujme se nyni problému, jak k danému automatu algoritmicky nalézt ekvivaletni mi-
nimélni automat. Zopakujme, Ze mame-li k dispozici néjaky konecny automat M roz-
pozndvajici L, je pfislusnd prava kongruence ~ zjemnénim relace ~,. Rozklad X%/~ tedy
vznikne z ¥*/~ sjednocenim nékterych tfid. JelikoZ tiidy ¥/~ odpovidaji staviim mi-
nimdlniho automatu a tfidy ¥*/~, odpovidaji stavim M, muzeme také fici, Ze stavy mi-
nimalniho automatu vzniknou ztotoznénim nékterych stavli automatu M. Zbyva zjistit, jak
uvedené ztotoZnéni provést, a to samoziejmé beze zmény akceptovaného jazyka.

Jist€ nelze ztotoznit néjaky koncovy stav p s nekoncovym stavem q. Pokud totiz p =
) (qo,z)aq= ) (qo,vy), pak  musi byt akceptovan a y zamitnut, a to i po ztotoznéni p a q.
Neni vsak zpiisob, jak zajistit, Ze ,ztotoznény stav ma nékdy akceptovat a nékdy zamitat.
Dile, pokud bychom ztotoZnili néjaké p a ¢, pak bychom méli ztotoznit i jejich nasledniky
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d(p,a) a d(q,a), abychom dodrzeli funkcionalitu (tzv. determinismus) J: pro dany stav a
symbol je jednoznaéné urcen naslednik. Z téchto dvou tvah plyne, Ze nemiiZeme ztotoZnit p
a ¢, pokud 6(p, ) € F a soudasné 6(g, z) ¢ F pro n&jaké x. Ukazuje se, 7e tato podminka
je nutnd 1 postacujici pro rozhodovéni, kdy dva stavy ztotoznit, tj. pokud pro néjaké =
6(p,z) € F asoutasn 6(q, ) ¢ F, pak stavy nemiiZeme ztotoZnit; pokud 74dné takové
x neexistuje, pak je ztotoznit miizeme. Tyto Gvahy lze formalizovat takto:

Definice 2.32. Necht M = (Q,X, 4, qo, F) je FA bez nedosaZitelnych stavii a s totdlni
pfechodovou funkci. Pro kazdy stav ¢ € @ definujeme jazyk La(q) C X*, znaleny tézZ
jen L(q), pokud M je zfejmy z kontextu, takto:

L(g) = {z € ¥ | §(g,x) € F} .
Stavy p, ¢ nazveme jazykové ekvivalentni, psano p = ¢, pokud L(p) = L(q), tj.:
p=q <= VeeX': (§(px)e F < é(¢,2) € F)

L(q) je tedy jazyk pfijimany automatem M, ktery vznikne z M tak, Ze za poCatecni stav
prohlasime g. Zfejmé = je ekvivalence na (). Intuitivné je jasné, Ze ztotoZnénim jazykove
ekvivalentnich stavi se pfijimany jazyk nezméni. K presné formulaci tohoto faktu nejprve
potfebujeme v&dét, co se presné mysli ,ztotoznénim stavir. (Ctenaf, kterému je alespoi
intuitivné jasné, jak by zkonstruoval ekvivalentni automat s mnozinou stavi (J/=, pokud
by byla ddna =, a Ze takto ziskany automat M/= je minimalni, muze pfi prvnim éteni
preskocit text az za dikaz véty 2.37, kde se vénujeme problému, jak spocitat =.)

Lemma 2.33. Necht M = (Q,X,0,qo, F) je FA bez nedosaZitelnych stavi s totdlni
prechodovou funkct. Jestlize p = q, pak pro kazdé a € X plati (p, a) = 6(q, a).

Diikaz. Oznatme r = §(p, a), s = d(q, a). Potiebujeme dokazat, ze L(r) = L(s), tj. Ze
pro libovolné slovo w € X* plati 6 (r, w) € F <= §(s,w) € F. K tomu si statf uvédomit,
ve 6(r,w) = 8(8(p,a),w) = 8(p,aw) a podobn& &(s,w) = 5(8(q,a),w) = (g, aw).
Ziejmé 6(p, aw) € F <= §(q, aw) € F, nebot p = q. O

Definice 2.34. Nechi M = (Q,3, 4, qo, F') je FA bez nedosaZitelnych stavi s totdlni
prechodovou funkci. Reduktem (t€Z podilovym ¢i faktor automatem) automatu M na-
zveme kone¢ny automat M/= = (Q/=, X, n, [q], F/=), tj. automat, kde
e Stavy jsou tfidy rozkladu @)/= (tfidu obsahujici stav ¢ znalime [q]).
e Prechodova funkce 7 je definovana pomoci reprezentantl. Je to nejmensi funkce
spliujici:
Vp.g € Q,VaeX: 6(q,a) =p = n([g],a) =p] -
Aby tato definice byla korektni, nesmi zaviset na volb¢ reprezentantli — pro kazdé dva
stavy ¢, ¢" a kazdé a € X musi platit, Ze pokud ¢ = ¢/, pak také §(q,a) = (¢, a).
To je vSak splnéno podle lemmatu 2.33.
e Pocateni stav je tfida rozkladu ()/=, obsahujici stav ¢q.
e Koncové stavy jsou pravé ty tiidy rozkladu ()/=, obsahujici alespori jeden koncovy
stav (jednoduchym disledkem definice 2.32 je, Ze v kazdé tiid& jsou koncové bud
vSechny stavy, nebo ani jeden z nich — tento fakt ospravedliiuje pouzité znaceni F/=).
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Vztah mezi pfechodovou funkei § automatu M a pfechodovou funkei 77 automatu M/= si
zasluhuje bliZsi pozornosti:

Lemma 2.35. Nechi M = (Q, X, 0, qo, F) je kone¢ny automat bez nedosaZitelnych stavii
s totalni prechodovou funkci a M/= = (Q/=,%,n,[qo], F/=) jeho redukt. Pro kazdé
u,v,w € X* plati:

L i)([ao], w) = [g] = d(qo,w) =p. kdep=q a
2. 7([q0], u) = 7([q0], v) <= d(q0,u) = 0(qo,v)

Diikaz. (1): Indukci vzhledem k délce slova w:

o |w| = 0: Ziejmé& 6(qo,€) = qo a plati 7([qo],€) = [¢g] <= ¢ = ¢o. Dokazovani
ekvivalence je tedy pravdiva.

e Indukéni krok: Nechf w = wva, kde v € ¥*, a € X. Plati 7([qo],va) = [q]
— i([qg),v) = [rlan([r],a) = [q] < d(¢g,v) = skdes = r (induk&ni
piedpoklad) a §(s,a) = p, kde p = ¢ (uvédomme si, Ze 1 nezavisi na volbé repre-
zentantd; jelikoZ s = 7 a §(r,a) = ¢, musi také platit 6(s, a) = q) <= 6(qo, va) =
p, kde p = q.

(2): Plyne piimo z tvrzeni 1 tohoto lemmatu a definice mnoZiny stavi automatu M/=. [

Nasledujici véta formalné vyjadiuje, Ze ztotoznéni jazykoveé ekvivalentnich stavii nezméni
prijimany jazyk:

Véta 2.36. Nechi M = (Q,X,0,qo, F) je kone¢ny automat bez nedosaZitelnych stavii
s totdIni pfechodovou funkci. Pak L(M) = L(M/=).

/s v 7z

Diikaz. Podle prvni &sti lemmatu 2.35 plati §(go, w) € F <= 7([qo],w) € F/=, proto
LM) = LIM/=). O

Nyni jiz 1ze dokazat hlavni vysledek této Casti:

Véta 2.37. Necht M = (Q, X, 6, qo, F') je konecny automat bez nedosaZitelnych stavii
s totalni prechodovou funkci, rozpozndvajici jazyk L. Pak M/= je minimalni automat roz-
pozndvajici jazyk L.

Diikaz. Dokdzeme, Ze prava kongruence ~ uréend automatem M)/= ve smyslu véty 2.22
je presné relace ~,. Pro libovolnd u, v € X* plati:
u~ v <= 1([q],u) =17([go],v) dle algoritmu z Nerodovy véty
— 6(qo,u) = 6(qo,v) dle lemmatu 2.35
— (VweX* :§(0(qo,u),w) € F < 0(6(qo,v),w) € F) dle definice =
— (VweX*: (g, uw) € F < §(qo,vw) € F)
— (VweX*:uwel < vwelL)

<= u ~, v dledefinice ~, .
Dokazali jsme tedy, Ze pro vSechna u,v € X* plati u ~ v <= u ~, v, takze ~ = ~,

coz bylo dokazat. U

Predchozi véta sice 1ik4, jak pro dany konecny automat M vypadd ekvivalentni minimalni
automat, ale nepodava algoritmus pro jeho konstrukci — neni totiZ na prvni pohled jasné,
jakym zptisobem lze zkonstruovat relaci =. Timto problémem se budeme nyni zabyvat.
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Definice 2.32 tikd, Zze p = q pokud pro kazdé slovo w plati, Ze b (p,w) € F <—

d(q,w) € F.Relaci = lze tedy velmi pfirozené aproximovat tak, Ze polozime omezeni na
délku slova w:

Definice 2.38. Necht M = (Q, X, d, qo, F') je kone¢ny automat bez nedosaZitelnych stava,
jehoz prechodova funkce je totdlni. Pro kazdé ¢ € Ny definujeme bindrni relaci =; na )
predpisem (srv. s definici relace = v 2.32):

p=iq<L vwes |u|<i:(b(pw) € F < d(q,w) € F)

Pokud p =; q, znamena to, Ze stavy p a q nelze ,rozliSit“ ve smyslu definice 2.32 Zddnym
slovem délky nejvysSe i. Tedy p = ¢ pravé kdyz p =; q pro kazdé ¢ € Ny. MnoZinovou
symbolikou to 1ze vyjadfit takto:

== =, 2.4)

i>0

Ziejmé kazda z relaci =; je ekvivalence na () a navic =;41 je zjemnénim =; pro kazdé i €
Np. Nasledujici lemma obsahuje ndvod, jak relace =; pocitat. Jedn4 se de facto o induktivni
predpis vzhledem k délce rozliSujicich slov. Musime téz ukézat korektnost tohoto pfedpisu
pro vypocet =; vici Definici 2.38.

Lemma 2.39. Pro relace =; plati:
l.p=pq<= (peF<=qelF)
2 p=i41q <= p=;q N VaeX:dp,a)=;9(q,a)

Diikaz. Tvrzeni dokdZzeme indukci vzhledem k 4. Béze (pifpad ¢ = 0) ziejmé plati, nebot
slovem ¢ lze ve smyslu definice 2.38 rozliSit pouze koncové a nekoncové stavy.

Ptredpokladejme, Ze tvrzeni 2 plati pro néjaké ¢ a ukazme jeho platnost pro ¢ + 1.
Zieymé plati (*): p =;11 ¢q (4. nejsou rozliSitelné Zaddnym slovem délky nejvyse 7 + 1)

<= (1) p =; q (1. nejsou rozliSitelné Zddnym slovem délky nejvyse i) a
(i) Vw.|w| = i + 1 plati §(p,w) € F <= 6(q,w) € F
(j. a nejsou rozliSitelné ani Zadnym slovem délky ¢ + 1).

Podminku (ii) Ize ekvivalentné zapsat takto:

Vw € D (§(p,w) € F <= §(¢,w) € F), coZ plati pravé kdyz

Va € 2.Yv € 1.(0(p,av) € F <= §(q,av) € F) <

Va € SVv € BL.(5(8(p,a),v) € F < §(6(q,a),v) € F) <

Va € ¥.(6(p,a) =; 6(q,a)).
Z vyse uvedeného tvrzeni (*) a pravé dokazaného ekvivalentniho zdpisu podminky (ii) tedy
dostavame pozadované: p =;11 ¢ <= p=;q N Ya € X.(0(p,a) =; i(q,a)). O

Oznacme n pocet stavii automatu M. Pfipomenme Ze, kazda =; je relaci evivalence a navic
=,;+1 je zjemnénim =; pro kazdé i € Ny, tj. =;;1 ma alespon tolik tfid rozkladu jako =;.
Jelikoz libovolna ekvivalence na n-prvkové mnoziné muze mit nejvyse n tfid a =y ma
aspon jednu tfidu, pak nutné (podle Dirichletova principu) plati, Ze musi existovat néjaké
k < n — 1 takové, Ze = a =41 maji stejny pocet tfid, coz (opét diky faktu o zjemnéni)
dava =, = =, . To ovSem znamen4, Ze dokonce =j, = =, ; pro libovolné j € Ny, nebof
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relace =; 1 zavisi pouze na relaci =;. Vztah (2.4) je tedy moZné prepsat jako

k
= (=== (2.5)
1=0

Tim je formdlné dokazana spravnost i kone¢nost algoritmu 2.2 pro minimalizaci kone¢ného
automatu. Po inicializaci (z = 0) iterativné pocCitime =;,7 = 1,2, ... a skon¢ime proi = k
takové, ze plati =, = =§_1.

Algoritmus 2.2 Minimalizace kone¢ného automatu.

Vstup: Kone¢ny automat M = (Q, X, §, qo, F') bez nedosazitelnych stavi s totdlni
pfechodovou funkci.
Vystup: Redukt M/=.
1:=0;
=o={(p.q) | peF <> qeF}
repeat
=i+1:={(1,@) [p=iq N Va€X:0(p,a) =; (q,a)};
1i=1+1;
until =, ==, _;

—:i,

M/E = (Q/Ea 2,1, [q0]7F/E);

Priklad 2.40. M¢jme konecny automat M dany niZe uvedenou tabulkou. Pri konstrukci
minimdlniho automatu je nejprve treba odstranit nedosaZitelné stavy a zuplnit prechodovou
funkci. ObdrZime tak automat M’ (stav 7 byl nedosaZitelny, za u¢elem ziplnéni pfechodové
funkce byl ddle priddn novy stav N ):

Mialbd M|l a | b
— 1 2| — — 1 2 | N
2 |34 2 || 3| 4
— 3 6| 5 — 3 6 | 5
4 | 3] 2 4 | 3| 2
— b 6| 3 ) 6 | 3
— 6 2| — L) 2 | N
7T 1611 N || N| N

Nynti jiZ Ize pristoupit ke konstrukci relaci =;. Technicky to Ize provést napriklad tak, Ze
v tabulce prechodové funkce sdruzime radky odpovidajici staviim, které jsou v relaci =; a
jednotlivé skupiny (tfidy rozkladu @)/=,) oznacime fimskymi Cislicemi. Aby bylo moZné
snadno ur€it ndsledujici relaci =; 1, doplnime do kaZdého policka (q, x) Cislo tiidy, do niZ
patii stav 0(q, x) (dvojice (g, x) oznacuje policko na fadku q ve sloupci x). Tiidy rozkladu
urceného =; 1 pak lze ziskat tak, Ze existujici skupiny dale rozdélime — v ramci kazdé sku-
piny sdruZime stavy, které maji radky vyplnéné stejnym zptisobem. Pokud dojde k tomu, Ze
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v kazdé skupiné maji vSechny stavy radky vyplnéné stejné, neni jiZ diivod néco rozdélovat;

nalezli jsme relaci =.

= al b = a b =2 a b
I 1 I I 1 II I I 1 uar | 1
2 |1 N | I |1 oI N || IO| 1
4 Im|1 o 2 I | 11 2 IV | 1T
N || IT|1 4 o | 1 4 IV |
I 3 II| I m 3 IV | I IV 3 V| IV
5 II| I 5 IV | 1T 5 V| IV
6 I 1 IV 6 o\ I V 6 | 11

Relace = je tedy v tomto pripadé rovna relaci =5. Minimdlni automat pro jazyk L(M)

vypada takto:
M=1 a | b
— 1 mar | 1
i Im| 1
il IV | 111
«— IV vV |1V
— V ar | 1

2.2 Konservativni rozsireni modelu konecnych automatua

V této Casti si ukaZeme nékteré zptsoby, jak lze zdkladni model kone¢ného automatu dale
roz§ifit €1 zobecnit bez toho, aby se zménila vypocetni sila — tj. ke kazdému rozsifenému
modelu (akceptujicimu néjaky jazyk) bude existovat model zdkladni s nim jazykové ekvi-
valetni (akceptujici tyz jazyk). Takovéto rozsifeni se nazyva konservativni.

2.2.1 Nedeterministické konecné automaty

Nedeterministicky konecny automat je zafizeni, které je velmi podobné konecnému auto-
matu z definice 2.1. Jediny rozdil je v tom, Ze nedeterministicky automat nemusi mit pro
dany stav a vstupni symbol urCen nésledujici stav jednoznacné (na prechodovych grafech
si to Ize predstavit tak, Ze z jednoho uzlu mize vychazet vice hran se stejnym navéstim).
Neni tedy predem jasné, do jakého stavu se automat dostane po zpracovani daného slova
w, nebof automat si béhem vypoctu miZe ,vybirat“ jeden z moZznych ndsledujicich stava.
Slovo w bude akceptovano, pokud alespori jeden z moznych vypoctl nad slovem w skonci
v koncovém stavu.

Poznamka 2.41. V dalsim textu budeme oznacovat konec¢né automaty z definice 2.1 pri-
vlastkem deterministické, zkracené DFA, abychom predesli nedorozuméni.
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Definice 2.42. Nedeterministicky kone¢ny automat, zkracené NFA, je M = (Q, %, 6, qo, F),
kde vyznam vsech slozek je stejny jako v definici 2.1 s vyjimkou pfechodové funkce . Ta
je definovana jako (totdln{) zobrazeni 6 : Q x ¥ — 2%,

Na deterministické automaty tedy mizZeme pohliZet jako na specialni piipad nedeterminis-
tickych automati, kdy pro kazdé ¢ € Q a a € ¥ je mnozina 6(q, a) nejvyse jednoprvkova.
Podobné jako v pfipadé deterministickych automatti zavedeme rozsitenou prechodovou
funkei 6 : Q x B* — 29;
o 0(g,¢) = {a}
e 3(qwa) =U,cs(4m) 0(p: @)
Jazyk pfijimany nedeterministickym kone¢nym automatem M je definovan takto:

LM) = {w e 2* | §(qo,w) N F # 0}
Nedeterministické kone¢né automaty M a M’ jsou ekvivalentni, pokud L(M) = L(M’).
Stejné jako v piipad€ deterministickych kone¢nych automati je také mozné defino-
vat jazyk L(M) pomoci pojmu konfigurace a krok vypoctu; jedind zména je v definici
relace kroku vypoctu:
def
(g,aw) F (p,w) <= p € d(g,a)

Nedeterminismus je velmi silny popisny apardt, ktery ¢asto umoZiiuje zachytit strukturu
jazyka elegantnim a pfirozenym zpusobem. Uvazme napf. jazyk

L = {w € {a,b}" | w obsahuje podslovo abba nebo bab}

Navrhnout deterministicky automat, ktery rozpozndva L, neni zcela trividlni. Naopak ne-
deterministicky automat 1ze zkonstruovat snadno:

Struktura automatu velmi pfimocafe odrazi fakt, Ze L je sloZen ze slov, kterd zacinaji
néjakym fetézcem symbolil a, b, pak nasleduje jedno z podslov abba, bab a na konci je
zase néjaky retézec slozeny z a, b.

Nedeterminismus Ize dobfe vyuzit jako popisny prostiedek, nema vSak vliv na vypocetni
silu kone¢nych automatti. Ke kazdému nedeterministickému kone¢nému automatu totiz ve
skutecnosti existuje ekvivalentni deterministicky automat, ktery 1ze dokonce algoritmicky
zkonstruovat. Dikaz tohoto faktu se opira o zajimavou techniku, které se fika podmnoZinova
konstrukce:

Véta 2.43. Pro kazdy NFA M = (Q, X, d, qo, F') existuje ekvivalentni DFA.
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Diikaz. Necht M’ = (Q',%,0’,{qo}, F') je deterministicky kone¢ny automat, kde:

o ) =29, tj. stavy automatu M’ jsou viechny podmnoZiny Q.

e Piechodovd funkce ¢’ je definovéna pfedpisem &' (P, a) = J, ¢ p (g, a)

e Mnozina koncovych stavi F” je tvofena pravé témi podmnozinami (), které obsahuji
alespon jeden prvek mnoZiny F'.

Ziejmé M’ je deterministicky kone¢ny automat (dokonce s totdlni pfechodovou funkci).
Nejprve ukazme, ze pro kazdé w € ¥* plati §(qo, w) = ' ({qo}, w). Indukei k délce w:

o |w| = 0:Plati §(go,) = {0} = &'({g0},€)-

e Indukéni krok: Nechf w = va, kde ve X*, a € X . Pak plati: 5((10, va) =
Upeé(qo,v) d(p,a) = 5’(5(Aq0,v),a) (dle definice ¢') = ¢"(6'({qo},v),a) (dle in-
dukéniho piedpokladu) = 0’ ({qo }, va).

Nyni se jiZ snadno vidi, ze L(M) = L(M’), neboi w € L(M) <= 0(qo,w) N F #
) —= /{q}l,w)NF#0 < 0({q},w) € F/ <— we L(M). O

Algoritmus 2.3 Transformace NFA na ekvivalentni DFA.

Vstup: Nedeterministicky kone¢ny automat M = (Q, X, 6, qo, F').
Vystup: Ekvivalentni deterministicky kone¢ny automat M = (Q’,%,40",{qo}, F’)
bez nedosazitelnych stavi s totalni prechodovou funkci.

Q' :={{q}}; & :=0; F' := 0; Done := (;
while (Q’ — Done) # ) do
M := libovolny prvek mnoZziny Q" — Done;
if M N F # () then
F':=F ' U{M};
end if
foralla € X do
N = Upers 8(p, )
Q :=Q U{N}
0" := 6" U{((M,a), N)};
end for
Done := Done U {M };
end while
M= (@', %, 6" {qo}, F');

Uvedeny dikaz je konstruktivni (poddva ndvod na sestrojeni automatu M”). Nevyhodou
prezentovaného algoritmu vsak je, Ze automat M’ muzZe obsahovat mnoho nedosazitelnych
stavi. Tento nedostatek 1ze odstranit jednoduse — iterativni konstrukci mnoZziny dosazitelnych
stavl a prechodové funkce. ObdrZime tak algoritmus 2.3.

Aplikujeme-li algoritmus 2.3 na diive uvedeny nedeterministicky automat, rozpoznévajici
jazyk L = {w € {a,b}* | w obsahuje podslovo abba nebo bab}, dostaneme tento vystup:
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Tento piiklad také demonstruje, Ze vystupem algoritmu 2.3 nemusi byt minimalni automat;
ten totiz pro jazyk L vypada takto:

Ctendf se nyni mize pokusit zjistit, jakd informace o pfectené Casti vstupniho slova je
spojena s jednotlivymi stavy.

Podmnozinova konstrukce je na prvni pohled zna¢né neefektivni — nartist poctu stavli
pti pfechodu od nedeterministického konec¢ného automatu k deterministickému je expo-
nencidlni. To je z technického hlediska nepiijemné. Nabizi se proto otdzka, zda pouzitim
,pomocnych“ technik (odstranéni nedosazitelnych stavii, minimalizace) je obecné mozné
dosahnout lepSiho vysledku. Nasledujici véta fikd, Ze nikoliv.

Véta 2.44. Pro kazdé n € N existuje NFA o n stavech takovy, Ze ekvivalentni DFA ma

i po minimalizaci 2™ stavii.

Diikaz. Bud n € N libovolné pfirozené ¢islo. Zkonstruujeme nedeterministicky konecny
automat o n stavech, ktery ma pozadovanou vlastnost. Nechf M = (Q, 3, 4,1,{1}), kde
e Q=A{1,...,n},
e X ={a,b} a
e 0 je nejmensi funkce spliujici tyto podminky:
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Obrazek 2.2: Automat M z dikazu véty 2.44 pro n = 6.

- 0(t,a)={i+1}prol <i<n-—1,

- d(n,a) ={1},

- (i, b)={l,i}pro2<i<n.

Na obrazku 2.2 je zndzornén automat M pron = 6. DokdZeme, Ze deterministicky kone¢ny
automat M/, ktery je vystupem algoritmu 2.3, ma pravé 2" stavd a je minimdlni.

To, ze M’ ma pravé 2" stavi plyne z toho, Ze libovolnd podmnoZina ) je dosaZi-
telnym stavem automatu M’. TotiZz prdzdnd mnoZina je zfejmé dosazitelny stav, nebot
& (1,0) = 0. Déle nechf {k1, ...,k } C Q je neprazdnd podmnozina. Pfedpoklddejme, Ze
ki < kj proi < jaoznatme d; = kip1 — k; pro1 < i < [. Pak stav {k1,...,k;} je
v automatu M’ dosaZitelny pod slovem a%-1ba%-2ba%-3 ... a% ba* ~! (tedy napf. stav
{2,4, 5} je v automatu na obrazku 2.2 dosazitelny pod slovem abaaba). Tento fakt Ize lehce
ovéfit indukci vzhledem k /.

Zbyva dokazat, ze M’ je minimdlni. K tomu stali ovéfit, Ze pro kazdé dva rtuzné
stavy U,V automatu M’ plati U # V (viz definice 2.32). Jelikoz U # V, existuje k €
{1,...,n}, které patii do U ale nepatii do V, nebo obracené. Slovem, kterym lze stavy U
a V rozlisit ve smyslu definice 2.32, je a®*+1, U

Tedy i pro pomérné ,maly” nedeterministicky konecny automat miiZe byt ekvivalentni
deterministicky automat ,velmi velky* i po minimalizaci. V praxi je velikost stavového
prostoru samoziejmé omezend pouZitou technologii. Znamend to tedy, Ze nedeterminis-
tické konecné automaty obecné nelze efektivné implementovat? NaStésti tomu tak nent;
technicky ,trik*, kterym lze exponencidlni nartist poCtu stavi obejit, je skryt v samotné
podmnoZinové konstrukci: Necht Q = {q1, ..., ¢, } je mnoZina stavli nedeterministického
kone¢ného automatu M. Libovolnou podmnozinu X C () pak miZeme jednoznacné
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zakodovat bitovym fetézcem B délky n takto:

i1y prvek B — 1 pokudg; € X,
0 jinak.
Libovolny stav deterministického automatu M’, ktery je vystupem podmnoZzinové kon-
strukce aplikované na M, miZeme tedy reprezentovat n-bitovym fetézcem. Technickd im-
plementace automatu M’ pak spo¢iva v realizaci dvou funkcf:
function NextState(state: StateCode, symbol: Char): StateCode

Tato funkce ma dva parametry: state je stav automatu M’, zakédovany jako n-

bitovy fetézec (bitové fetézce jsou implementovany pomoci datového typu StateCode).

Druhy parametr symbol je vstupni symbol. Funkce vraci kéd stavu ¢’(q, symbol),

kde q je stav s kddem state.
function IsFinal(state: StateCode): Boolean

Funkce ma jeden parametr, kterym je stav automatu M’, zakédovany jako n-bitovy

fetézec. Vraci True pokud je stav s kddem state koncovy, jinak False.

Jedinou datovou strukturou, kterd je potiebnd pro implementaci téchto funkci, je
tabulka piechodové funkce ¢ piivodniho nedeterministického automatu M s vyznacenymi
koncovymi stavy.

Funkce NextState na zakladé svych parametra a tabulky pro ¢ snadno ur¢i kod
vysledného stavu (i-ty bit vysledku bude nastaven na 1, pravé kdyz ¢; € 6(g;, symbol) pro
néjaké j takové, Ze j-ty bit prvniho parametru je nastaven na 1).

Podobné funkce IsFinal vrati hodnotu True, pokud existuje ¢ takové, Ze ¢; € F'a
i-ty bit parametru je 1. Neni tedy zapotiebi implementovat tabulku prechodové funkce ¢,
ani neni nutné explicitné reprezentovat stavy automatu M.

Na nedeterministicky automat M proto mizeme pohliZet jako na symbolickou re-
prezentaci automatu ./\/l’ ktera dokéaze popsat stavy i prechodovou funkci M’ podstatné

Vv s

2.2.2 Automaty s e-kroky

Model nedeterministického konecného automatu je mozné dale rozsifit o tzv. e-kroky.
Automat pak muze svij stav za urcitych okolnosti zménit samovolné, tj. bez precteni
vstupniho symbolu. Tato schopnost je formalné popsdna pomoci e-pfechodd, které si 1ze na
prechodovych grafech predstavit jako hrany, jejichz navéstim je prazdné slovo. Diky témto
prechodiim v definici pfechodové funkce miize automat béhem vypoctu na slové w provést
jeden ¢i vice e-krokd, tj. zménit sviij stav bez toho, aby ze vstupu cokoliv precetl.

Priklad 2.45. Nésledujfcfautomat s e-kroky rozpoznavd pravé ta slovaw € {0, 1}*, ktera
jsou tvaru 01%101%2 .. 01%F» kden > 1ak; > 1 prokazdé1 < i < n:
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Definice 2.46. Nedeterministicky konec¢ny automat s e-kroky, zkracené eNFA, je pétice
M = (Q, 3,6, qo, F), kde vyznam vSech slozek je stejny jako v definici 2.42 s vyjimkou
prechodové funkce 4. Ta je definovana jako totdlni zobrazeni § : Q x (X U {e}) — 2¢.

Rozsifenou prechodovou funkci & ovSem musime definovat odlisSnym zpiisobem; nejprve
zavedeme funkci D. : Q — 29, kterd pro dany stav p vraci mnoZinu stavii, kterych
muze M dosdhnout z p bez toho, aby Cetl vstup. Pro dané p € @ je D.(p) definovdna
(induktivné) jako nejmensi mnozina X C () takova, ze plati:

e pce X,

e je-llige Xar € d(q,e), pak také r € X.
Pro automat z piikladu 2.45 plati D-(qo) = {qo}, D=(q1) = {a1}, De(q2) = {q0, a1, a2}-
Funkci D, je roziffime na mnoziny stavi, tj. na D, : 29 — 2% takto: je-li Y C Q,
polozZime

D.(Y) = U D.(q)

qeyY

Nyni jiz mizeme definovat rozsifenou prechodovou funkci 5 Q x ¥* — 29 takto:
® (E((L 5) = DE(Q)’
i 6((],’&)&) = UpES(q,w) Ds(é(pa (1)) . .
Pro automat z piikladu 2.45 mimo jiné plati 6(q2, 1) = {qo,q1,¢2},6(q1,1) = {q0,q1, 2}
a6(q2,0) ={q}.
Jazyk pfijimany automatem M s e-kroky je definovan stejné€ jako v piipadé nedeter-
ministickych automattl, tj.

~

L(M) ={w € X" | §(qo, w) N F # 0}

N2

Neni obtizné dokdzat, Ze ke kazdému automatu M s e-kroky existuje ekvivalentni nede-
terministicky automat M’; v principu je tfeba v pfechodovém grafu automatu M piidat
hranu p; — gy, pro kazdou cestu tvaru

g ) Q, & g

pPr— .. = DPm—>q1L > ... > (gn

kde m,n > 1, a € X. Pak lze e-hrany z prechodového grafu bez problémi odstranit.
Nejprve dokdZzeme jedno pomocné tvrzeni:

Lemma 2.47. Nechi M = (Q,>, 0, qo, F') je automat s e-kroky. V piechodovém grafu
automatu M existuje cestapi — ... = pm — @1 — ... = qn, kdem,n >1,a € %,
pravé kdy? g, € 6(p1,a).

Diikaz. Nejprve si uvédomme, zZe podle definice B plati

d(pra)= |J D:(6(r,a)) (2.6)

reD.(p1)

(=) JelikoZ p1 = ... = ppm, plati p,, € De(p1). Dile p,, — q1, tedy q1 € 6(pm, a).
Kone¢né q; = ... — ¢y, proto ¢, € D.(q1). Celkem q,, € ) (p1,a) podle vztahu (2.6).

(<=) Nechi g,, € 6(p1,a). Podle vztahu (2.6) pak musi existovat stav r € D, (p; ) takovy,
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7e gn € D.(6(r,a)). JelikoZz r € D, (p;), existuje v prechodovém grafu cesta p; — ... =

r. Protoze ¢, € D.(6(r,a)), musi existovat stav s € (r,a) takovy, Ze ¢, € D.(s).

V pfechodovém grafu proto existuje hrana r — sacesta s — ... — ¢,. Celkem p; —
£ Q 3 1S5 v 2

co. =T — 8 — ... qp, coZ bylo dokézat. O

Véta 2.48. Ke kazdému NFA s e-kroky existuje ekvivalentni NFA (bez e-krok).

Diikaz. Necht M = (Q, X, 0, qo, F') je libovolny NFA s e-kroky a sestrojme ekvivaletn{
NFA M’ = (@, X, v, qo, G) bez e-kroki. Polozme (g, a) = 5(q, a) prokazdé g € Q,a €
> amnozinu G definujme takto:

F pokud D_(qo) N F =0,
FU{q} jinak.

Nejprve dokdZeme, Ze pro libovolné p € Q, w € X7 plati 5(p,w) = Y(p,w), . q¢ €
5(p,w) <= q € 4(p,w). V této souvislosti je tfeba si uvédomit, 7e funkce 0, 4 jsou de-
finovany na zakladé funkci 9,y odlisSnym zptisobem — 7 je rozsifenou prechodovou funkci
nedeterministického kone¢ného automatu M'’, je tedy urena predpisem uvedenym za de-
finici 2.42, zatimco 0 je urena piedpisem za definici 2.46 (pro w = ¢ tedy uvedend ekvi-
valence platit nemusi). Dikaz provedeme indukci k délce slova w.

e |w|=1:Pak w = a pron&aké a € X ad(p,a) = y(p,a) = 4(p, a) podle definic
an.

e Indukéni krok: Nechf w = va, kde v € ¥t aa € X. Plati ¢ € §(p,w) <=
existuji stavy r, s takové, ze r € 5(p,v), s € 0(r,a) aq € D.(s) (existuje tedy
cestar 5 s 5 ... 5 q) <=1 € 4(p,v) (s vyuzitim indukéniho predpokladu),
q € 0(r,a) (lemma 2.47) <= r € 4(p,v) a ¢ € v(r,a) (podle definice ) <=
q € 4(p, va). )

Pro libovolné w € X7 tedy plati: §(qo, w) = Y(qo,w), . w € L(M) <= w € L(M’).
Pfipad w = ¢ je oSetfen v definici koncovych stavi G takto: ¢ € L(M) <= D.(qo)NF #
) < qo € G <= ¢ € L(M’). Tedy celkem dostdvame L(M) = L(M’). O

Predchozi véta podava algoritmus pro transformaci automatu s e-kroky na ekvivalentni
nedeterministicky automat (bez e-kroki). Pokud jej aplikujeme na automat z ptikladu 2.45,
pak dostaneme

2.2.3 Uzavérové vlastnosti regularnich jazykua — ¢ast I

V této Casti dokazeme, Ze tiida regularnich jazyku je uzaviena na nékteré operace nad ja-
zyky definované v Casti 1.1.1. DileZitost uzavérovych vlastnosti spo¢iva nejen ve zkoumani
vlastnosti dané tfidy jazyku, ale md i fadu praktickych aspektii. Dany jazyk lze Casto
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vyjadrit pomoci nékolika jazyki jednodussich, pro kazdy z nich navrhnout kone¢ny auto-
mat a na jejich zdkladé sestrojit Zddany vysledny automat — tento postup byl jiz ilustrovan v
ptikladu 2.12. Uzavérovych vlastnosti Ize ¢asto vyuzit i ke zjednoduseni dikazu, Ze n¢jaky
jazyk je (viz opét 2.12) ¢i (a to zejména) neni reguldrni — viz priklad 2.50 niZe.

Uvédomme si, Ze jiZz na pocatku této kapitoly (piesnéji v 2.9 — 2.11) jsme de facto
ukazali, Ze tfida regularnich jazyku je uzaviena na zakladni mnozinové operace sjednocent,
praniku a komplementu.

Véta 2.49. Trida regularnich jazykil je uzaviena na sjednocent, priinik a rozdil.

Diikaz. Necht Lq a Lo jsou reguldrni jazyky rozpozndvané deterministickymi kone¢nymi
automaty M, a My s totdlnimi pfechodovymi funkcemi. Bez Gjmy na obecnosti pfitom
muzeme predpokladat, Zze L i Lo jsou jazyky nad stejnou abecedou ¥ (v opaéném piipadé
provedeme sjednoceni abeced a dodefinujeme prechodové funkce automatti — viz lemma 2.6).
Pak jazyky L.y U Lo, Ly N Ly a Ly — Lo jsou rozpoznavané po fadé automaty My U M,
My M Mg a My © My (viz definice 2.9 a pozndmka 2.11), jsou tedy regularni. O

Priklad 2.50. Ukazme, Ze jazyk L = {w € {a,b}* | #4(w) = #,(w)} nenf reguldrni.
Diikaz Ize samozrejmé provést pomoci Myhillovy-Nerodovy véty (viz 2.28) ¢i lemmatu o
vkladani 2.13. Jestlize vSak jiz vime, Ze L1 = {a'b® | i > 0} nenf reguldrni, staci uvaZit,
Zze L1 = L Na*b*. Kdyby totiZ byl L reguldrni, pak by diky regularité a*b* a uzavienosti
reguldrnich jazyku na prunik musel byt reguldrni i L, coZ ale neni.

Véta 2.51. Trida regularnich jazykii je uzaviena na komplement.

Diikaz. Diikaz okamZit€ plyne z predchozi véty 2.49, nebof co-L = ¥* — L. Lze téZ
uvést konstruktivni diikaz: nechf L je reguldrni jazyk nad abecedou X, rozpozndvany de-
terministickym kone¢nym automatem M = (Q, X, 4, qo, F') s totdlni pfechodovou funkei.
Pak jazyk co-L je rozpoznavany kone¢nym automatem M = (Q,X,6,q0, Q — F) (viz
poznamka 2.11). U

Véta 2.52. Trida regularnich jazykii je uzaviena na zretézent.

Diikaz. Necht L1 a Lo jsou reguldrni jazyky, rozpozndvané nedeterministickymi kone¢nymi
automaty My = (Q1,%1,01,q1, F1) a My = (Q2,%2,02,q2, F2), kde Q1 N Q2 = 0
(predpoklad, Ze oba automaty jsou nedeterministické, neni podstatny; umozni ndm vSak
elegantné zapsat definici pfechodové funkce niZe uvedeného automatu). Pak L;.Ls je roz-
pozndvany automatem M © My = (Q1 U Q2, X1 U X9, 0, q1, Fy) s e-kroky, kde

6 =701 U0 U{((p,e),{a}) [p € F1}

Jinymi slovy, automat M, ® M5 vznikne ,napojenim™ automati M; a My pomoci e-
hran, které vedou z koncovych stavi M; do pocéateéniho stavu Ms. Ziejmé L(M; ©
My) = Ly.Ls, nebot w € LMy ©® Ms) <= w = wv, kdeu € L(Mji)av €
L(Ms3) <= wv € Ly.Ls. O

Véta 2.53. Trida reguldrnich jazyku je uzavrend na iteraci.
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Diikaz. Necht L je reguléarni jazyk, rozpozndvany nedeterministickym konecnym automa-
tem M = (Q,%,46,qo, F') (pfedpoklad, Ze M je nedeterministicky, mé stejny vyznam
jako v dikazu predchozi véty). Pak jazyk L* je rozpozndvany automatem M, = (Q U
{r},%,d",p,{p}) s e-kroky, kde p ¢ Q) a

0" =5 U{((p,e), {a})} U{((g:2).{p}) [ q € F'}

V automatu M., tedy pfibyl novy pocatecni stav p, ktery je také jedinym koncovym stavem,
déle e-hrana ze stavu p do pivodniho pocatec¢niho stavu g a konecné e-hrany z plivodnich
koncovych stavi do stavu p. Ziejmé L(M.,) = L*. O

Poznamka 2.54. Zavedeni nového pocatecniho stavu p v automatu M’ z predchoziho
diikazu je nutné — kdybychom tak neucinili a prohlasili za koncovy primo stav qq (pocate¢ni
stav automatu ktery rozpozniavd L* musi byt nutné koncovy, nebot L* vidy obsahuje
prazdné slovo), do kterého bychom pridali e-hrany z piivodnich koncovych stavii, mohl
by vznikly automat prijimat vlastni nadmnoZinu jazyka L* — dojit k tomu miiZe tehdy,
kdyz v M existuje alespori jeden prechod do stavu qy a pritom qo neni v automatu M
koncovym stavem. UkadZeme si konkrétni piiklad — necht M je automat:

Kdybychom nyni pridali e-hranu ze stavu q; do qq a stav qo prohlasili za koncovy, bude
vznikly automat akceptovat napfr. i slovo aa, které do iterace jazyka L(M) nepatfi.

Véta 2.55. Trida regularnich jazyki je uzaviena viici operaci zrcadlového obrazu (reverzi).

Diikaz. Necht L je regularni jazyk, ktery je rozpozndvan néjakym koneénym automatem
M a sestrojme s nim ekvivaletni NFA M’ s e-kroky. M’ obrzime tak, Ze (neformalné
feceno) v prechodovém grafu M obratime orientaci hran, ptfidime novy pocatecni stav, z
néhoz povedeme e-pfechody do vSech koncovych stavii automatu M a pocatecni stav M
bude koncovym stavem v M. Formdln{ definici M’ a dikaz ekvivalence L(M) = L(M’)
ponechdvame Ctenéfi. U

Disledek 2.56. Libovolny jazyk L je regulirni <= L je reguldrni.

Diikaz. Diky 2.55 zbyva ukazat implikaci L reguldarni = L je regularni. JelikoZ plati
(L™ = L, pak dle 2.55 dostavame L regularni = (L%)% = L je regulérni. O

Uzavrienost na dalSi operace bude ukdzdna v ¢ésti 2.3.1, kde s vyhodou vyuZijeme
dalSiho konservativniho rozsiteni zdkladniho modelu.

2.2.4 Regularni vyrazy

V této Casti zavedeme formalismus, ktery je rovnéz uziteCnym prostiedkem pro popis (spe-
cifikaci) a navrh kone¢nych automatti. Jen zopakujme, Ze zatim jsme pojem regularni jazyk
pouzivali jako (syntaktickou) zkratku pro pojem jazyk pfijimany kone¢nym automatem a
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téZ pro pojem jazyk generovany gramatikou typu 3. Tvrzeni, Ze se jedna o tutéZ tfidu ja-
zykid bude ukazano v nasledujici ¢asti. V této ¢asti budeme definovat regularni jazyky tak,
jak byly historicky origindlné (pod timto ndzvem) zavedeny, uvedeme formalismus pro je-
jich specifikaci a kone¢né ukdzeme, Ze takto definovana tiida jazyka je identicka s tfidou
jazyki rozpoznavanych konecnymi automaty.

Definice 2.57. Trida reguldrnich jazyki nad abecedou Y, oznaCovand jako R(X), je defi-
novana induktivné takto:

1. 0,{e} a {a} prokazdé a € ¥ je reguldrni jazyk nad .

2. Jsou-li Ly, Ly regularni jazyky nad 2, jsou také, Li.Lo, Ly U Lo a L7 regularni
jazyky* nad X.

3. Kazdy regularni jazyk vznikne po kone¢ném poctu aplikaci kroki 1 a 2.

Jinymi slovy R(2) je nejmensi téida jazykt nad 3 spliiujici podminky 1 a 2. Jazyky
uvedené ad 1 se nazyvaji elementéarni, operace nad jazyky uvedené ad 2 se nazyvaji re-
gularni. Je tedy vidét, zZe kazdy regularni jazyk Ize popsat uréenim elementarnich jazyku a
predpisu, ktery urCuje jak na tyto jazyky aplikovat regularni operace. Takova specifikace je
cilem nésledujici definice.

Definice 2.58. Mnozina reguldrnich vyrazu (regular expressions) nad abecedou X2, ozna-
Covand RE(Y), je definovdna induktivné takto:

1. €,0 aa prokazdé a € ¥ jsou reguldrni vyrazy nad X (tzv. zakladni regularni vyrazy).

2. Jsou-li £, F' reguldrni vyrazy nad ¥, pak také (E.F), (F + F') a (E*) jsou reguldrni
vyrazy nad ..

3. Kazdy regularni vyraz vznikne po kone¢ném poctu aplikaci kroki 1-2.

Zéakladni regularni vyrazy se podobaji symboliim, se kterymi jsme se v textu bézné setkavali.
Tucné jsou zapsdny proto, Ze je tieba je chipat jako symboly zcela nové; tyto ,dvojniky*
jsme zavedli proto, abychom mohli vZzdy snadno rozliSit mezi syntaxi a sémantikou re-
gularnich vyrazi (pfedchozi definice popisuje pouze syntaxi). V reguldrnich vyrazech se
mohou vyskytovat také kulaté zdvorky jako metasymboly, které poméhaji vymezit rozsah
operatori. Abychom jejich pouziti omezili na minimum, pfijmeme Konvenci tykajici se
priority operatorti: Nejvétsi prioritu ma ,x“, pak ,,* a nakonec ,+, pficemz ,nadbyte¢né"
zavorky lze vypoustét. Vyraz a + b.c* tedy odpovidé vyrazu (a + (b.(c)*)).

Kazdy reguldrni vyraz E nad abecedou 3 popisuje (jednoznacné urluje) jazyk L(FE)

4. je zfejmé, Ze pozadavek ,{ec} je reguldrni ...« v 1 je nadbytedny, protoze {e} = (0*. Je uveden Cisté z
pedagogickych divoda.
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nad abecedou X (jazyk L(FE) je sémantikou reguldrniho vyrazu E) podle téchto pravidel:

Lie) < {e)

LW % o

L(a) « {a} prokazdé a € X
L(EF) ¥ LE).LF)
LE+F) Y L(E)uLF)
e ¥ L)y

Na levé strané definujicich rovnic se vyskytuji regularni vyrazy; na pravé strané je tieba
symboly £, ,{, atd. chdpat v jejich plivodnim vyznamu — tj. jazyk uréeny reguldrnim
vyrazem € obsahuje pouze prazdné slovo, jazyk uréeny vyrazem ) je prazdny, atd. Tecka
se v zapisu regularnich vyrazl Casto vynechava. Napiiklad tedy plati:

L((a+b)"(ab+bb)(a+b)*) = {w e (a,b)" | w obsahuje podslovo ab nebo bb}
L((aa+ab+ba+bb)*) = {w e {a,b}"|wmdsudoudélku}
L((0*1*2")*) = {0,1,2}"

Poznamka 2.59. Z vyse receného se okamzité nahlédne fakt, Ze jazyk je regularni nad 33,
pravé kdyZ jej popisuje néjaky regularni vyraz nad .. V tomto pripadé téZ iikame, Ze jazyk
je popsatelny néjakym reguldrnim vyrazem.

Na rozdil od regularnich gramatik neobsahuji reguldrni vyrazy Zadnou formu rekurze; aby
bylo jasné, o¢ se jednd, uvazme napf. gramatiku G = ({5, A}, {a, b}, P,S), kde P obsa-
huje tato pravidla:

S —aAla,

A—DS|D.
Netermindly S a A pfirozenym zpisobem urcuji jazyky L(S) a L(A):

L(S) = {we{a,b}"|S="w}
L(A) = {we{a,b}" | A= w}

Plati tedy L(G) = L(S). Pravidla gramatiky G lze pfirozenym zptusobem transformovat na
systém vzajemné rekurzivnich rovnic:

Xg = {CL}.XAU{CL}
X4 = {b}.XgU{b}

Proménné X g a X 4 zastupuji jazyky nad abecedou {a, b}. Prvni rovnice fikd, Ze jazyk X g
dostaneme sjednocenim zietézeni jazykl {a} a X 4 s jazykem {a}. Vyznam druhé rovnice
je obdobny — jazyk X 4 je definovan v zavislosti na jazyku Xg.

Dosadime-li za X g jazyk L(S) aza X 4 jazyk L(A), ob& rovnice plati. Neni obtizné
dokézat (Ctendr se o to mize pokusit), ze L(S) a L(A) jsou také jedinym feSenim uve-
denych rovnic. Tento fakt ma obecnou platnost, tj. jazyk generovany libovolnou regularni
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gramatikou G lze timto zpusobem vyjadrfit jako feSeni jistého systému rekurzivnich rov-
nic. Podobna forma rekurze se objevuje také u kone¢nych automatti; v definici 2.32 jsme
pro kazdy stav g kone¢ného automatu M zavedli jazyk L(q). Pfechodova funkce popi-
suje zavislost mezi jazyky L(q) podobnym zpusobem, jako mnoZzina pravidel v piipadé
gramatik.

Rekurze je z hlediska popisné sily velmi dilezitd — pokud definujici rovnice uréené
pravidly regularni gramatiky G neobsahuji zadnou rekurzivni (tj. ,cyklickou™) zavislost
mezi proménnymi, je jazyk L(G) nutné konecny. Piikladem takové gramatiky je tfeba
({S, A, B},{a,b,c}, P,S), kde P obsahuje pravidla

S —a|bA

A—claB

B—b|c
V pfipad¢€ reguldrnich vyrazu, kde se rekurze v Zadné podobé neobjevuje, se snadno vidi,
ze jediny prostiedek umoznujici definovat nekonecny jazyk je iterace. Vysledek o ekviva-
lenci reguldrnich vyraza a reguldrnich gramatik, ktery v této ¢asti dokazeme, lze tedy také
interpretovat jako ekvivalenci popisné sily iterace a rekurze ve specidlnim typu rovnic.

Véta 2.60. Necht E je reguldrni vyraz. Pak existuje kone¢ny automat rozpozndvajici L(E).

Diikaz. Pro libovolnou (kone¢nou) abecedu 3 Ize zkonstruovat FA, které rozpoznavaji ele-
mentarni jazyky, tj. 0, {c} a {a} pro kazdé a € X. Tvrzeni véty pak okamZité plyne z
uzavienosti jazyktl rozpoznatelnych kone¢nymi automaty viici regularnim operacim, tj. sjed-
noceni (viz véta 2.49), zfetézeni(viz véta 2.52) a iteraci (viz véta 2.53). ]

Ctenafe, ktery oCekdval pfimocarejsi algoritmus, jak k danému regularnimu vyrazu
sestrojit ekvivalentni konecny automat, nezklameme a odkazujeme jej na pojem regularniho
prechodového grafu a vétu 2.65, které jsou uvedeny v zavéru této Casti.

Poznamka 2.61. Vyse uvedena véta 2.60 tedy rika, Ze tfida jazykii, kterd obsahuje vSechny
konec¢né mnoZiny (kaZzda z nich jisté rozpoznatelnd néjakym FA) a kterd je uzavrena na
sjednocent, zretézeni a iteraci je podtridou tridy jazyki rozpoznatelnych kone¢nymi auto-
maty. Nasledujici véta ukazuje, Ze plati i obrdcend inkluse, coZ spolu s 2.60 fikd, Ze ttida
jazykt rozpoznatelnych kone¢nymi automaty je nejmensi tfida, kterd obsahuje vSechny
kone¢né mnoZiny a je uzaviena na sjednoceni, zfetézeni a iteraci — srovnej s formulaci tzv.
Kleeneho véty (véta 2.63).

Véta 2.62. Nechi L je akceptovany néjakym (libovolnym) DFA, pak L je popsatelny
néjakym reguldrnim vyrazem.

Diikaz. Necht A = ({q1,.--,qn},%,0,q1, F') je DFA, ktery akceptuje L. Pro vSechna
1,7 : 1 <14,5 < n definuyjme mnoZiny slov
def . 2

Ri; 2 {w € % | §(gi, w) = g5}
tj. mnoziny slov prevadéjicich A ze stavu ¢; do stavu ¢;. Je vhodné si uvédomit, Ze plati:

L=L(A) = U, p Ry ()
Staci tedy ukazat, Ze kazda R, je regularni (definice regularniho jazyka v sob& obsahuje
uzavienost na sjednoceni), a tedy je popsatelna néjakym reguldrnim vyrazem.
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Abychom dokézali regularitu R ;, dokazme, zZe kazdd R;; je regularni (Zddané dosta-
neme specializaci pro ¢ = 1). Za timto uc¢elem definujme mnoZiny slov Rfj, k=0,...,n,
kde kazda z nich bude mnozinou vs$ech slov, ktera prevadéji automat A ze stavu ¢; do stavu
qj (jako u R;;), ale pfi tomto vypoctu neni povoleno projit Zidnym (mezi)stavem g,,,, ktery

by mél index m vétsi neZ k. Formdlné zapsano:
def A 5
RE = {2 | 6(gix) = 45 A ((0(4i,9) = gm A e <y < x) = m < k)}
5
Nyni si uvédomme, Ze Rf’j 1ze definovat induktivné, a tedy nasledné vyuZzit k doka-

Ztejmé pak plati R;; = R}, (a ukaZeme-li regularitu vSech R}, staci poloZit k = n).

zovani regularity R,i-"j indukci. Navic miZeme takovou definici vyuZit k jejich vypo&tu (at
uz k rekursivnimu ¢i iterativnimu). Definujme tedy:

| go 4o ) e €X 10 a) =g} je-lii # j
Y {a €| 6(g,a)=q}U{e} jelii=j
2. Rffl & Rﬁk+1(Rll:+1,k+1)*R£+1,j U Rfj provSechna k =0,...,n—1 (*¥%)

Neformalné Ize tuto definici vysvétlit takto: bod 1 predstavuje bazi vySe uvedené definice.
Bod 2 iik4, Ze vstup, ktery automat A pfevede z g; do ¢; bez priichodu mezistavem o indexu
v&tSim neZ k + 1, je bud
e 7 mnoZziny Rfj (2. sCitanec v 2), tj. mnoZiny slov odpovidajici cestam z ¢; do g;,
kdy neni pouzit Zadny mezistav ,,vySS$i“ nez qx, nebo
e 7z mnoziny slov, kterd reprezentuje prichod stavem ,vysSsim* nez gy, tj. stavem g1

(viz 1. s¢itanec v 2) — tuto mnoZzinu slov lze ziskat tak, Ze

1. nejprve vezmeme vSechna ta slova, ktera automat A pievedou z ¢; poprvé do
rr1 (4. 1. Cinitel RY, ),

2. nasledovana (zfetézena se) vSemi slovy, kterd prevedou A z qj 41 zpet do qx1,
aniZ by se proSlo néjakym vysSSim stavem nez g. Pokud je mnoZina té€chto
slov neprazdnd, pak reprezentuje cyklus z gi41 zpét do gi41, a proto tedy
u 2. Cinitele (R L1k41)" je operace iterace. MnoZina téchto slov miize byt
i prazdnd (takova cesta neexistuje) — uvédomme si, Ze definice je korektni i
v tomto piipadé, protoze ()* = {e}.

3. Kone¢né ke sloviim ziskanym ve dvou vyse uvedenych bodech pfipojime (zfeté-
zenim) vSechna slova, kterd pfevedou A z g1 do cilového g; bez priichodu
stavem @1 nebo vySSim, coz je reprezentovano 3. Cinitelem R’,j IERT

Nyni se indukci snadno ukaze, ze kazda Rfj je regularni, a tedy popsatena néjakym re-
gularnim vyrazem. I kdyZ z hlediska dikazu neni nutno tyto vyrazy specifikovat, uvedeme
je (v komentafovych zavorkdch ‘(** a ‘*)’ ), nebof tak de facto specifikujeme algoritmus
pro konstrukci hledaného vyrazu.

Béze indukce, £ = 0. Pro libovolné 7, j je R?j C Y U{e}, atedy regularni — obsahuje totiz

jen elementarni jazyky.

0
ij>
...+ a, + ¢, pokud i = j), kde {a1,...,a,} je mnozina vSech symboli a takovych, ze

(*Odpovidajici regularni vyraz, znaCeny 7., lze zapsat jako a1 + ... + a, (resp. a; +
0(qs, a) = g;. Jetlize zidné takové a neexistuje, pak 7{; = () (resp. ry; = &, pokud i = j).*)
Indukéni krok. (IP): predpokladejme , Ze pro jisté £,0 < k& < n a vSechna 7, 7 jsou R,’fj
regularni a ukaZme, Ze pak i Rffl je regularni. To se vSak snadno nahlédne: Rfj’l je
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definovéna — viz (**) — pomoci Rfj (dle IP jsou regularni) a pomoci reguldrnich operaci
sjednocenti, zfetézeni a iterace, a tedy (viz definice regularniho jazyka) je reguldrni i Rffl.
(*IP je ekvivalentni tomu, Ze pro vSechna [, m existuji regularni vyrazy rlkm takové, 7e
k+1 k k k

je tedy roven 7 k+1(7”k:+1 ot1) Th 4 U r )
Timto je ditkaz ukoncen (zopakujme vSechna RY. ’; jsou regularni, spec1elne Ry jsou

L(r},) = Rf,. Hledany vyraz r;;

reguldrni a R}, = R;j, a tedy i Ry; je reguldrni a tedy dle (*) L(A) = queF le je
reguldrni). (*Tedy L(A) je popisovan vyrazem r{; +...+r7; ,kde F' = {q;,,...q;,}.%)
[

Obé predchozi véty 2.60 a 2.62 Ize shrnout do tvrzeni zndmého jako Kleeneho véta:

Véta 2.63. (Kleene). Libovolny jazyk je popsatelny regularnim vyrazem pravé kdyz je
rozpoznatelny konecnym automatem.
V této Casti jsme dosud zavedli jista rozsifeni deterministickych kone¢nych automatt

definovanych v ¢asti 2.1 a ukazali jejich vzajemnou ekvivalenci. Strukturu téchto vysledku
(mimo pribézné uvadéné uzaveérové vlastnosti) lze zndzornit takto:

V.2.62

S

NFA s ¢ kroky e ?-2:6

Duikaz véty 2.62 — viz definice (¥*) — podava i navod, jak napsat algoritmus prevadéjici

libovolny kone¢ny automat na ekvivaletni regularni vyraz.
1. Zminénou definici lze povaZovat za specifikaci rekursivni procedury P(i, j,k),

ktera ma (pfi znaceni jako v diikazu véty 2.62) vypocitat 7%, pficemZ rekursivni smycka

i
kon¢i pro k£ = 0. Uvédomme si vSak, Ze takovy algoritmus b;/ byl znaéné neefektivni - pro
fadu konkrétnich hodnot parametrt i, j, k by (v obecném piipadé) opakované pocital jiz
v nékterém predchozim rekursivni volani vypoctené rfj

2. Vyse uvedenou neefektivitu Ize odstranit (na tkor ndrstu pamé&fovych ndroki)
tak, Ze bychom navic deklarovali pole B[1..n,1..n,1..n] aV[1..n,1..n,1..n], kde
bychom inicializovali B[i, j,k]=0 pro vSechna 7, j, k a kde nastaveni B[i, j,k]=1 by
udavalo, Ze vyraz r¥ ; J12 byl (n€kterou z predchozich aktivaci procedury P (1, j, k)) vypoCitan
a jeho hodnota by byla ulozena ve V[i, j,k].

3. Ddle si uvédomme, Ze vySe uvedenou rekursi lze v tomto konkrétnim piipadé,
prevést na iteraci. Jeji inicializace spocivd ve Vypoctu r? ; pro vSechna 4, j. Vlastni iterace
. Dalsi mozné vylepSeni (tykajici

ijre 1 Tig -
se nyni narokli paméfovych) spoéiva v uvédoméni si, Ze k vypodtu rkfl

postupné po&ita (opét pro viechna i, j) vyrazy r}
nepotiebujeme

zndt vSechny dosud urcené hodnoty ", 0 <m <k, ale sta¢i uchovévat jen hodnoty rfj

Zj )
Implementacm detaily ponechavame Ctendfi s tim, Ze je vhodné si uvédomit, Ze prac-

vV

Vv

jako vhodny prototyp) a nejvyssi ad 3. Na druhé strané asi ani jeden z nastinénych algo-
ritmu neni vhodny pro ,rucni*‘ zpracovani (stylem papir a tuzka). Uvedeme proto jesté
dalsi néstroj, ktery umozni ,ruéni‘ prevody od konecného automatu k regularnimu vyrazu
a obracené. Mélo by byti ziejmé (nicméné bude dokazano), Ze se opét jednd o konservativni
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rozsifeni modelu kone¢ného automatu.

Definice 2.64. Reguldrni prechodovy graf M je pétice (Q, 3,0, I, F'), kde

e () je neprazdna kone¢na mnozina stavi.

. je vstupni abeceda.
e 0:(Q X Q — RE(Y) je parcidlni pfechodova funkce.
e [ C () je mnoZzina poc¢atecnich stava.

e [' C @ je mnozina koncovych stavu.

Regularni prechodové grafy tedy predstavuji dalsi zobecnéni automatii s e-kroky. Hrany
mohou byt nyni ohodnoceny nejen prvky ¥ U {¢}, ale dokonce libovolnym regularnim
vyrazem nad > (mezi libovolnymi dvéma uzly je vSak nejvyse jedna hrana, coz vSak neni
omezeni podstatné — viz operator +). Kazdy automat s e-kroky Ize povazovat za regularni
pfechodovy graf s jednim pocateCnim stavem, jehoZ hrany jsou ohodnoceny reguldrnimi
vyrazy tvaru @y + - - - + @y, kde n € N a kazdé a; patii do X U {e}.

Slovo w € ¥* je grafem M akceptovano, pravé kdyz existuje posloupnost stavi
qos---Gn, kden > 1,q9 € I, q, € F a6(q;—1,¢;) je definovano pro kazdé 0 < i < n
takovd, Ze w lze rozdé€lit na n ¢asti w = vy ... v, tak, Ze v; € L(6(qi—1,q;)) pro kazdé
0 < i < n. Navic ¢ je akceptovéno také tehdy, je-1i I N F # ().

Véta 2.65. Pro libovolny regularni prechodovy graf M = (Q, %, 6, I, F') existuje ekviva-
lentni NFA M’ s e-kroky.

Diikaz. Prechodovy graf automatu M’ s e-kroky vznikne transformaci regularniho pfechodového
grafu M (tento diikazovy postup je korektni, nebot kazdy automat s e-kroky lze jedno-
znacné reprezentovat jeho prechodovym grafem a obracené). Nejprve pridime ke grafu
M novy stav qo a hranu ¢y — ¢ pro kazdé ¢ € I. Stav ¢y bude (jedinym) po&ate¢nim
stavem automatu M’, prvky F jeho koncovymi stavy. Dalsi postup transformace spociva
v opakované realizaci dvou kroki (viz obrazek 2.3):
1. Odstran vSechny hrany, které jsou ohodnoceny symbolem ().
2. Vyber libovolnou hranu p = ¢, kde E ¢ ¥ U {e}, odstrati ji a proved’ nésledujici:
e Pokud E = F + G, ptidej hrany p = g ap 5 q.
° Pokud E = F.G, ptidej ke ) novy stav s a hrany p HsasSq.
e Pokud E = F*, pfidej ke Q novy stav s ahrany p = s, s — sa s — q.
Tyto dva kroky se provadi tak dlouho, dokud pfechodovy graf obsahuje alespon jednu
hranu ohodnocenou symbolem, ktery nepatii do ¥ U {e}. Fakt, Ze popsana transformace
skonci, vyplyva z toho, Ze M obsahuje pouze kone¢n€ mnoho hran a kazdy regularni vyraz
vznikne aplikaci pravidel 1-2 z definice 2.58 v kone¢né mnoha krocich. Vysledny graf je
pfechodovym grafem automatu M’ s e-kroky. Snadno se ovéfi, ze kroky 1 a 2 popsaného
transformacniho algoritmu zachovavaji ekvivalenci automata, proto L(M) = L(M’). O

Véta 2.66. Pro kazdy reguldrni pfechodovy graf M = (Q, %, 6, I, F') existuje ekvivalentni
reguldrni prechodovy graft M' = ({z,y},%,0,{z},{y}), kde 0 je definovano pouze pro
dvojici (x,y).
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F+G F
— I
G

OO
\_/
F
F* €
N P
@ ® Q @
Obrazek 2.3: Pravidla pro transformaci regularniho prechodového grafu na ekvivalentni
NFA s e-kroky

Diikaz. PopiSeme zpusob, kterym lze transformovat graf M na graf M’. Nejprve pfidame
ke grafu M novy poatedni stav = a novy koncovy stav y. Pfidame také hrany z — ¢ pro
kazdé g € T ar = y pro kazdé r € F. Tato tprava jisté nezméni pfijimany jazyk. Kazdy
stav p rizny od x a y nyni odstranime spolu s jeho incidentnimi hranami (tj. hranami, které
do p vchazeji nebo z p vychazeji) takto (viz obrazek 2.4): Necht {E1, ..., E,} je mnoZina
vSech regularnich vyrazii E takovych, Ze p 5 op je hrana v upravovaném piechodovém
grafu. Pro kazdou dvojici hran r 5 p,kder # pap 5 q, kde p # ¢, pfidame hranu
z r do g s ohodnocenim F.(Fy + --- + E,, + 0)*.G. Pak lze stav p spolu s incidentnimi
hranami odstranit bez toho, aby se zménil pfijimany jazyk () bylo k mnoziné {F1, ..., E,}
pfidéno pro pripad, Ze uvedend mnozZina je prazdnd; pfipometime ()* = {e}). Pokud ma
stav p tu vlastnost, Ze do néj Zadnd hrana nevchazi, resp. z néj Zadna hrana nevychazi,
je p z pocatecniho stavu z nedosazitelny, resp. nelze z n¢j dosdhnout koncového stavu y.
V takovém piipadé miZeme p odstranit anizZ bychom néjaké hrany pridavali — tato Gprava
pfijimany jazyk nezméni.

Po odstranéni vSech stavi riznych od x a y zustanou tyto dva stavy spolu s kone¢né
mnoha hranami z x do y (hrana z x do x, nebo z y do y pomoci vySe uvedené transformace
vzniknout nemiize). Necht {F1, ..., E,,} je mnoZina vSech reguldrnich vyrazd, které se
na té€chto hranach vyskytuji. VSechny hrany pak mtizeme odstranit a pridat jedinou hranu
s ohodnocenim E1 +- - -+ E,,, + (). Tato tprava pfijimany jazyk rovnéZ nezméni. ObdrZzime
tak pfechodovy graf M’ se dvéma stavy a jedinou hranou. U

Shrnuti obou piedchozich vét by bylo jen opakovanim Kleeneho véty — viz 2.63.

2.3 Vlastnosti regularnich jazyku

2.3.1 Uzavérové vlastnosti regularnich jazyku — ¢ast IT

Jiz dfive jsme ukazali, Ze tfida regularni jazyki je uzaviena vuci sjednoceni, praniku, kom-
plementu, zietézeni a iteraci (viz ¢ast 2.2.3). Diky Kleeneho vété 1ze velmi snadno ukazat,
Ze tiida regularnich jazyku je uzaviena vaci operaci (regularni) substituce.
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Fi.(E1+E2+0)".G1

Fy . (E1+E2+0)* .Gy

F1.(E1+E2+0)*.G2

Fy . (E1+E2+0)".G2

Obrazek 2.4: Eliminace stavu regularniho pfechodového grafu.

Véta 2.67. Nechf X je konec¢nd abeceda a f : ¥ — A substituce takovd, Ze f(a) je
regularni jazyk nad A pro kazdé a € Y. Pak pro kazdy regularni jazyk L je téZ f(L)
reguldrnim jazykem.

Diikaz. Necht E je reguldrni vyraz takovy, e L(E) = L a E, jsou reguldrni vyrazy
takové, ze L(E,) = f(a) pro kazdé a € 3. Pokud pro kazdé a dosadime do E za kazdy
vyskyt symbolu a odpovidajici regularni vyraz F,, ziskdme opét regularni vyraz, feknémé
F, a to takovy, ze L(F) = f(L). Formalni dikaz korektnosti téchto dosazeni 1ze provést
indukci vzhledem k poctu operatorti v regularnim vyrazu, pficemz bychom vzali v potaz,
ze f(L1 U L) = f(L1) U f(L2) a analogicky pro zietézeni a iteraci. O

Véta 2.68. Trida reguldrnich jazyki je uzavrena vii¢i homomorfismu a inversnimu homo-
morfismu.

Diikaz. Uzavienost vii¢i homomorfismu okamzité plyne z uzavienosti vici substituci: kazdy
homomorfismus £ je substituci, kde kazdé h(a),a € ¥, je jednoprvkovy jazyk.

Abychom ukazali uzavienost vici inversnimu homomorfismu, méjme DFA M =
(Q, 3,0, q0, F) takovy, ze L = L(M) ahomomorfismus h z A do X*. Zkonstruujme DFA
M akceptujici h =1 (L) tak, Ze &te symbol a € A a simuluje ¢innost M nad h(a). Formdlngé
M =(Q,A,d, qo, F), kde pro vSechnaa € A a g € Q definujeme §'(¢q,a) = 5((_], h(a)).
Poznamenejme, Ze h(a) je slovo (dokonce muze byt i prazdné), avsak B jako roz$ifena
pfechodova funkce je definovédna pro vSechna slova. Indukci vzhledem k délce slova = 1ze
snadno ukdzat, Ze 0’ (qo, ) = 0(qo, h(x)), a tedy M’ akceptuje 2 pravé kdyz M akceptuje
h(z), . L(M’) = h=1(L(M)). O

2.3.2 Ekvivalence kone¢nych automati a regularnich gramatik

Na zacatku této kapitoly jiz byla zminka o tom, Ze pojem reguldrniho jazyka byl vlastné
definovan dvakrat — nejprve pomoci regularni gramatiky (viz ¢ast 1.2.2) a pak jesté jednou
pomoci kone¢ného automatu. V této ¢asti dokaZzeme, Ze tato nejednoznacnost je nezdvadna,
nebof tfidy jazyk, které 1ze generovat reguldrnimi gramatikami, resp. rozpoznat kone¢nymi
automaty, jsou stejné.

Zacneme tim, Ze ukaZeme, jak lze k dané regularni gramatice sestrojit ekvivalentni
nedeterministicky kone¢ny automat (uvédomme si, Ze neni podstatné, jestli jde o auto-
mat deterministicky, nedeterministicky, nebo dokonce s e-kroky, protoZe vSechny uvedené



2.3. VLASTNOSTI REGULARNICH JAZYKU 49

modely jsou navzdjem ekvivalentni ve smyslu vét 2.43 a 2.48). Myslenka dikazu je jed-
noducha — stavy automatu budou odpovidat netermindltim gramatiky, tj. pro kazdy neter-
mindl A bude existovat stav A. Pro kazdé pravidlo A — aB ptiddme do §(A, a) stav B.
Abychom se mohli vyporadat také s pravidly tvaru C' — a, zavedeme specidlni koncovy
stav ¢y, ktery pfiddme do 4 (C, a). Po&atecni stav bude S, koncovy stav ¢ ¢ a pripadné také
S, pokud gramatika obsahuje pravidlo S — «.

Lemma 2.69. Ke kazdé regularni gramatice G = (N, X, P, S) existuje nedeterministicky
konecny automat M = (Q, %, 9, qo, F) takovy, Ze L(G) = L(M).

Diikaz. Polozme
e Q={A| A€ N}U{qs}, kde q; ¢ N.
e =25
e § je nejmensi funkce Q x ¥ — 2% splitujici:
—  Pokud A — aB je pravidlo v P, pak B € §(A, a).
—  Pokud A — a je pravidlo v P, kde a # ¢, pak q; € 6(4, a)

P {S,q;} pokud S — ¢ je pravidlo v P,
[ ] =

{5} jinak.

Nejprve dokdzeme vztah mezi vétnymi formami G a rozsitenou prechodovou funkci ¥
S="ay...a;B, kdeay,...,ay €L, BE N <= B (S,a1...a1), kde B # ¢y

Ditikaz provedeme indukci vzhledem ke k:

e k =0:Pak nutné B = S, B = S a obé strany dokazované ekvivalence (a tedy i
ekvivalence samotnd) plati.

e Indukéni krok: Plati S =* a; ...a, 1B < S="a1...axC = a;...ap1B
(tedy C' — app1B € P) < C € §(S,a; ...ay) (indukéni predpoklad), B €
5(C,aps1) <= Bed(S,ar... ap).

Nyni lze jiz snadno ukazat, 7e w € L(G) <= w € L(M). Pokud w = ¢, plati ¢ €
LG) <= S »5e€ P+ S€F <= ¢c¢c L(M).Necht tedy w # ¢, tj. w = va,
kde v € ¥*,a € ¥. Plati va € L(G) <= S =" vB = va (tedy B — a € P)
— B céSv),q €6B,a) < q; € 0(5,va) < va € L(M). Je dobré si
uvédomit, Ze posledni ekvivalence plati proto, Ze M nemiiZze akceptovat neprazdné slovo
pomoci stavu S — pokud S € F, obsahuje P pravidlo S — ¢, a tedy S se nevyskytuje na
pravé strané zadného pravidla; v automatu M pak do stavu S nevedou zadné prechody. [J

Priklad 2.70. Necht G = ({S, A, B,C, D},{a,b,c,d}, P,S), kde P obsahuje pravidla
S —aA|bB|e C —aA|cD
A—=bC|b D —aC | bB
B —dD|a
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Ekvivalentni nedeterministicky konecny automat ma tento tvar:

Zpusob, kterym Ize naopak ke kazdému kone¢nému automatu sestrojit ekvivalentni re-
gularni gramatiku, je do ur€ité miry ,jinverzni* ke konstrukci pouzité v dikazu predchoziho
lemmatu. Neterminaly budou odpovidat staviim, pravidla budou simulovat pifechodovou
funkci. Je tu vSak jeden problém — pokud automat piijimd prazdné slovo (tj. pocatecni
stav je koncovym stavem), musi kazda ekvivalentni gramatika nutné obsahovat pravidlo
S — ¢, kde S je koten. Pak se ale S nesmi vyskytovat na pravé strané Zadného pravidla (viz
cast 1.2.2). Pfitom je ale moZné, Ze nékteré prechody automatu konci v pocate¢nim stavu
a maji byt simulovany pravidly, které maji na pravé stran¢ .S, coZ by vedlo ke konfliktu
s pozadavkem pravostrannych vyskti S. Tento problém vyfesSime tak, Ze ke zkonstruované
gramatice (majici jak S — ¢, tak i pravostranné vyskyty S) lehce nalezneme ekvivaletni
gramatiku spliiujici (jak vidno, v ptipadé typu 3 Cisté formalni) poZadavky definice z 1.2.2.

Lemma 2.71. Pro kaZdy kone¢ny automat M = (Q, 3,0, qo, F) existuje reguldrni gra-
matika G = (N, X, P, S) takovd, Ze L(M) = L(G).

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti piedpoklddejme, Ze M je nedeterministicky. Necht
e N'={q|qeQ}
e P’ je nejmensi mnozina pravidel spliujici:
—  Pokud p € 6(q,a),je ¢ — ap pravidlo v P’.
- Pokudp € 6(q,a)ap € F,jeq— apravidlov P’.
Gramatika G’ = (N', %, P/, qp) je zfejmé reguldrni, protoZe pravidla jsou predepsaného
tvaru. Podobné jako v pfedchozim dikaze, tentokrat vSak jen pro neprazdna slova (problém
s € v pfipadé qg € F' vyfeSime posléze) ukazme platnost tvrzeni:

~

d(qo,a1...ax) NF #0, kde k> 1,aq,...,ap €Y < Go =" a1 ...ax

Indukci vzhledem k délce akceptovaného slova, tj. ke k:

e k=1:prope F,pec S(qo,a) <= Qo — ajepravidlov P < gy =" a.

e Indukéni krok: pro p € F, plati p € 5((]0,&1 ...Qp+1) <= existuje stav g
takovy, ze q € 5((]0,@1 ...ag)ap € 6(q,apr1) <= qo =" ay...arq (podle
induk¢niho piedpokladu) a§ — a1 je pravidlov P/ <= G =* a1 ...agi1.

Tedy pro kazdé w # ¢ plati w € L(M) < w € L(G’). (*)
Je-li o € F, pak ¢ € L(M); v tomto piipadé L(G') = L(M) \ {e}. Abychom
obdrzeli hledanou G = (N, X, P, S) polozme
N=NU{S},kde S €Q a
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P=P U{S—clU{S—alg— a}l.
Pfidali jsme tedy novy netermindl (je nyni kofenem) a zajistili, aby jej bylo mozZné prepsat
na cokoliv, na co se ptrepisoval kofen qq (viz posledni s¢itanec v definici P). Kone¢né do
mnoZziny pravidel jsme pridali kyZené S — €. JelikoZ S je nové pfidany symbol, zcela jisté
se nevyskytuje na zadné pravé strané v P. Ziejmé L(G) = L(G') U {e} = L(M).

Je-liqy ¢ F, 4. e ¢ L(M), pak sta¢i polozit N = N, P = P'a S = q.
Pozadované L(G) = L(M) je nyni jen jinym zapisem jiz dokdzaného tvrzeni (*). O

Priklad 2.72. Méjme automat

a b
‘—> :‘
é

a b

Pouzitim algoritmu z predchoziho ditkazu obdrzime ekvivalentni regularni gramatiku G =
({S.%0, 7,32}, {a,b}, P, S), kde P obsahuje pravidla

S —aq|e @ —aqgo | bgz |alb

qo — aq1 g2 — bqy

Okamzitym disledkem lemmat 2.69 a 2.71 je:

Véta 2.73. Tridy jazyki, které Ize generovat reguldrnimi gramatikami, resp. rozpoznat
konec¢nymi automaty, jsou si rovny.

2.3.3 Rozhodnutelné problémy pro tfidu regularnich jazyku

Studujeme-li né¢jakou tiidu jazykd (generovanou jistym typem gramatik ¢i automatt), pak
je zajimavé ptat se na existenci algoritmil (tzv. rozhodnutelnost ¢i algoritmickou feSitelnost)
jistych prirozenych problémt. Mame-li dany dvé libovolné gramatiky (alternativné auto-

1. ekvivalence: jsou G a G’ ekvivaletni? Piesnéji feCeno: existuje algoritmus, ktery pro

dvé libovolné dané gramatiky G a G’ (z uvazované tfidy) rozhoduje, zda jsou ekvi-
valetni? Poznamejme, Ze obecné se nemusi jednat pouze o jazykovou ekvivalenci,
tj. rovnost jazykda.

2. inkluse (jazyka): plati L(G) C L(G’) ? (opét ve vySe uvedeném smyslu existence al-
goritmu — podobné i u v§ech ddle uvedenych problémi). Obecnéji se jednd o problém
tzv. simulace vzhledem k danému uspotadani.
piislusnost (slova k jazyku): je-li dano libovolné slovo w € ¥*, plati w € L(G) ?
prazdnost (jazyka): je L(G) = 0 ?
universalita (jazyka): je L(G) = ¥* ? (X je termindlni abeceda G)
kone¢nost (jazyka): je L(G) konecny jazyk?

NN kW

regularita (jazyka): je L(G) regularni jazyk?® (&i obecné&ji — srv. s pozndmkou o ekvi-
valeci v 1: existuje ke G ekvivaletni regularni gramatika nebo kone¢ny automat?)

V piedchozim textu jsme se jiZ setkali s celou fadou algoritmd, které slouZzili pfevazné
pro transformaci (tj. ,pieklad) mezi riznymi typy popisnych formalismil. Samotny pojem
,algoritmus™ ovSem nebyl nijak bliZze vysvétlen ani definovan; spoléhali jsme (a spoléhdme)

5. pro reguldrni jazyky je tento problém rozhodnutelny trividln€, coZ pro ostatni tfidy neplati
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se na to, Ze je intuitivné jasny. Z ryze matematického hlediska je takovy postup samoziejmé
nepiipustny. VSe uvedeme na pravou miru v kapitole 5, kde je problematika formalni defi-
nice algoritmu podrobnéji rozebrana.

V této Casti budeme pritom predpoklddat, Ze regularni jazyky jsou reprezentovany
deterministickymi kone¢nymi automaty.

Véta 2.74. Problém, zda libovolny dany regularni jazyk L nad abecedou Y. je prazdny,
resp. roven ., je rozhodnutelny.

Diikaz. Necht M = (Q, X, 6, qo, F') je deterministicky kone¢ny automat s totélni pfechodovou
funkci, rozpoznavajici jazyk L. Ztejmé L je prazdny, praveé kdyZ mezi dosaZitelnymi stavy
automatu M neni Zzddny prvek F'; tuto podminku lze algoritmicky ovéfit, nebof mnoZzinu
dosazitelnych stavli M lze zkonstruovat uZitim algoritmu 2.1.

Déle L = X*, pravé kdyZ co-L = (). Jak jiz vime, je tfida reguldrnich jazyka
uzaviena na komplement: jazyk co—L je rozpoznavany deterministickym automatem M
— viz pozndmka 2.11. Stacéi tedy vySe uvedenym zpiisobem otestovat prazdnost jazyka
L(M). O

Poznamka 2.75. Tvrzeni predchozi véty Ize téZ dokazat tak, Ze ukaZeme platnost tvrzeni:
Jazyk rozpoznavany kone¢nym automatem M o n stavech je neprazdny, pravé kdyz M
akceptuje alesponi jedno slovo délky mensi nez n. K diikazu Ize vyuZit pfimo lemma o
vkladanti, resp. tivahy uvedené v jeho diikazu.

Véta 2.76. Problém, zda libovolny dany regularni jazyk L je konecCny, resp. nekonecny, je
rozhodnutelny.

Diikaz. Necht M = (Q, 3,4, qo, F') je deterministicky kone¢ny automat, rozpoznavajici
jazyk L. Ozna¢me n = card(Q)). DokaZeme, Ze L je nekonecny, pravé kdyz M akceptuje
alespori jedno slovo w € ¥* s vlastnosti n < |w| < 2n:

(=) Je-li L nekone¢ny, nutné obsahuje alespori jedno slovo u délky alespori 7 (de facto
je takovych slov samoziejmé nekoneéné mnoho). Je-li |u| < 2n, jsme hotovi. V opac-
ném piipadé lze slovo u rozdélit na tfi ¢asti u = zyz tak, Zze 1 < |y| < nazz € L (viz
lemma 2.13 o vkladéni). Pokud je délka slova xz stdle vétsi nez 2n, cely postup opakujeme;
po konecném poctu opakovani dostaneme slovo w poZadovanych vlastnosti.

(«<=) Jelikoz |w| > n, musi automat M pfi akceptovani slova w projit dvakrat stejnym
stavem; slovo w lze tedy rozdé&lit na tfi ¢dsti w = xyz tak, Ze |y| > 1 a plati xy’z € L pro
kazdé ¢ € Ny (viz dukaz lemmatu 2.13 o vkladani), tedy L je nekonecny.

To, zda M akceptuje alespon jedno slovo w takové, 7ze n < |w| < 2n, lze algoritmicky
ovérit — téchto slov je kone¢né mnoho, mizeme tedy ,,vyzkouSet kazdé z nich. [

Véta 2.77. Problém rovnosti libovolnych danych regularnich jazykii je rozhodnutelny.

Diikaz. Pro libovolné Ly, Lo plati: (L1 = Ly) <= (LiNco—Ly)U(co—-LiNLs) = (). Pro
Ly, Lo regularni 1ze vSechny uvedené operace algoritmicky realizovat (viz 2.11). Zbytek
plyne z rozhodnutelnosti problému prazdnosti reguldrniho jazyka ( 2.74). U
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Uvedeny dikaz obsahuje i ndvod na konstrukci algoritmu pro rozhodovani problému, zda
L1 =Ls.Necht Ly, L jsou po fadé rozpoznavany DFA M = (Q1,%,61,q1, F1) aMgy =
(Q2,%, 02, q2, F5) s totdlnimi prfechodovymi funkcemi (je dilezité, Ze oba automaty maji
stejnou vstupni abecedu; tento pfedpoklad je bez ijmy na obecnosti, nebof v opaéném
piipadé Ize abecedy sjednotit a pfechodové funkce znovu zidplnit). Polozme My = (M1 M
M) U (MymMsy).Pak L1 =Ly <= L(Mjy)=10.

Uvazme vSak, Ze neni nutné postupovat ,otrocky” po struktufe, jak je konstruovin
My. Ziejmé L(My) # 0 < (L1 # Lo) <= FJw € (L1 Nco-Ls) U (co-Ly N Ly).
Hledejme tedy mnozinu R dosazitelnych stavii synchronniho paralelniho spojeni automatt
M1 a My (viz pozndmka 2.11). R bude obsahovat aspon jednu dvojici (p, ¢) z mnoZiny
Fi1 x (Q2 — F3) U (Q1 — F1) x Fy pravé kdyz Jw € (L1 Nco—Lo) U (co—Ly1 N Ly) <
(L1 # Lo). Tedy definujme mnozinu R C Q)1 x Q)5 takto:

N A~

R={(r,s) | Fw e X" :r =1(q1,w) N s=02(q2,w)}

Pravé jsme tedy ukézali, ze L(M;) # L(Ms) pravé kdyZz R obsahuje alespori jednu
dvojici stavii z (F1 x (Q2 — F3)) U ((Q1 — Fy) x F3), ¢i ekvivaletné vyjadieno:

Lemma 2.78. L(M;) = L(M,) pravé kdyZ R obsahuje pouze takové dvojice, ve kterych
jsou obé& komponenty soucasné bud koncové nebo nekoncové stavy.

Diikaz. Dukaz uvadime jen pro snazsi ¢tenarovu orientaci. Ukazme (srovnej s poznamkou
2.11 a s konstrukci dosazitelnych stavi v dikazu lemmatu 2.19), jak 1ze mnoZinu R al-
goritmicky zkonstruovat; vyjdeme z toho, Ze R lze pfirozené aproximovat tak, Ze v jeji
definici poloZime omezeni na délku slova w. ObdrZime tak systém mnoZin R;, kde ¢ € Ny,
definovany takto:

Ri={(r,s) | FweX":|w| <i A r= Sl(ql,w) A s = Sg(qg,w)}

Plati tedy

R = G R; 2.7)
i=0

Kazdou z mnoZin R; 1ze ov§em snadno zkonstruovat na zdkladé induktivniho predpisu:

o Ro={(q1,42)}

o Rit1=R;U{(d(r,a),02(s,a)) | (r,s) € R N\ a€ X}
Oznaéme n = card(Q1 x Q2).Jelikoz R; C R;;1 a kazda z mnozin R; je podmnoZinou
Q1 X Q2, nutné existuje k < n takové, ze Ry = Rj1. Z induktivniho ptfedpisu pro R;
je vidét, Ze mnoZina Ry zdvisi pouze na mnoziné R, — proto dokonce plati Ry, = Ry
pro libovolné j € Ny. Vztah 2.7 Ize tedy prepsat do tvaru

k
R:Um:m (2.8)
1=0

Tim je formalné dokdzana spravnost i konecnost algoritmu 2.4. U
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Algoritmus 2.4 Test rovnosti regularnich jazyki.
VStllp: DFA ./\/lj = (Qja E, 5]', qj, Fj),j = 1, 2 s totalnimi 5j'
Vystup: YES jestlize L(M;) = L(Mz3), NO jinak.

i:=0; Ro:={(q1,q)};
repeat
Riy1:=R;U{(01(r,a),02(s,a)) | (r,s) € R; \ a € X};
if R;11 obsahuje dvojici (p, q), kde p € Fy <~ q € F, then
return NO;
end if
1:=14+1;
until RZ = Ri_1
return YES;

Algoritmus 2.4 je ve skuteCnosti mirné zoptimalizovany; test, zda R obsahuje ,nedovo-
lené* dvojice, se provadi po kazdé iteraci a pokud uspéje, algoritmus se ihned ukonci.

Alternativné lze vétu 2.77 (i s implicitné obsaZzenym algoritmem) dokézat takto:
nechf Ly a Lo jsou reguldrni jazyky, po fadé rozpoznavané DFA M, a M. Ke kazdému
z nich lze sestrojit minimalni DFA M, resp. M’s. Pak L1 = Lo pravé kdyz M’y a
M/’ jsou isomorfni (li$i se jen pojmenovanim stavi). Ovéfeni tohoto isomorfismu, jako
isomorfismu dvou pfechodovych grafi s kone¢n€ mnoha stavy (uzly), je jisté algoritmicky
realizovatelné, i jinak feCeno rozhodnutelné. Tim je dliikaz ukoncen.

Abychom vSak vySe zminény isomorfismus nemuseli ovéfovat zkoumanim vSech
moznosti, je vhodné si uvédomit, Ze kazdy automat (a tedy i M’y a M’5 z vySe uvedeného
dikazu) Ize prevést do jistého standardizovaného (tzv. kanonického) tvaru. Mizeme totalné
usporddat vstupni abecedu ¥ = {ay,...am},a; < a;11 a stavy postupné systematicky
ocislovat: pocateCnimu stavu prifadime ¢islo 1 a postupné prochdazime vSechny jeho nasled-
niky, tj. nejprve pro a; atd. aZ po a,,,. Pokud najdeme néslednika, ktery jeSté nema pfifazeno
7adné Cislo, prifadime mu nové, dosud nepouZzité ¢islo; naptiklad bylo-li posledni pfifazené
¢islo ¢, pfifadime jako nové Cislo ¢ + 1. Pokud najdeme néslednika, ktery jiZ ptifazeno ¢islo
ma, nedélame nic. Takto zpracujeme vSechny stavy, a to postupné dle jim pfifazenych Cisel.
Detaily tohoto algoritmu ponechdvame ¢tenafi. Jen st uvédomme, ze Casov€ naroCny test na
isomorfismus dvou pifechodovych grafti 1ze pfevodem do kanonického tvaru nahradit jed-
noduchym testem na identitu pfechodovych grafi odpovidajicich automatl v kanonickém
tvaru.

2.4 Aplikace regularnich jazyki a konec¢nych automati

S omluvou: jen stru¢né (vyctem) zmifime nékolik z mnoha aplikacnich oblasti.
Vyhledavani vzorti (tzv. pattern matching) — napfiklad vyhledavani v textu (editory,
textové systémy), v DNA sekvencich a v celé fadé dalSich oblasti. Napiiklad v Unixu se
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jednd o programy

grep - vyhledavani podle zadaného regular. vyrazu (RE); algoritmus implementujici NFAG

egrep - vyhledavani podle zadaného tzv. rozsifeného RE (viz uzavienost na prinik a kom-
plement); rychly algoritmus(DFA), ktery miize mit exponencialné mnoho stavu.

fgrep - vyhleddvéni podle zadaného fetézce (rychly, pamé&fové nendroény DFA, jehoZ
zakladem je tzv. Knuth-Morris-Prattiv algoritmus — jedna z perel mezi algoritmy).

Dalsi pouziti regularnich vyrazi je napriklad v emacs, vi, sed, sh, ....

Rozpoznavani a zpracovdni lexikdlnich jednotek, naptiklad pfi automatizované kon-
strukci lexikalnich analyzatord v ptfekladacich programovacich jazykd, v pocitacové lin-
gvistice a dalSich. Opét v OS Unix jde o program lex (¢i jeho uzivatelsky komfortnéjsi
variant flex) - generuje C programy (deterministické FA), které maji byt pouzity pfi
nejriznéjsim zpracovani lexikélnich jednotek.

Specifikace a verifikace koneCné stavovych systémt, jak hardwerovych, tak i soft-
warovych, napiiklad komunikac¢nich a fidicich protokoli.

Zpracovani obrazii (image processing). Jednoduché, ale velmi silné rozsiteni FA na
tzv. vazené konecné automaty (weighted FA), kdy pfechodiim a staviim jsou prifazeny jista
¢isla — vahy (napf. u stavu urcuje stupeni Sedi daného pixelu).

Konecné automaty nad nekonecnymi slovy - reaktivni (paralelni a distribuované )
systémy.

Konecné automaty s vystupem, tzv. prekladové automaty - navrh hardwarovych ob-
vodu a fada dalSich.
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Kapitola 3

Bezkontextové jazyky a zasobnikové automaty

V této kapitole se budeme podrobnéji zabyvat bezkontextovymi gramatikami (dale Casto

jen CFGs ¢i CFG pro singulér) a jazyky jimi generovanymi — bezkontextovymi jazyky
(CFL). Podobné jako regularni jazyky maji téz CFL 1 znacny prakticky vyznam, napiiklad

pri definici syntaxe programovacich jazykt, formalizaci pojmu syntakticka analyza a navrhu
piekladu programovacich jazykd a dalSich. Pro ilustraci uved me, Ze pomoci CFGs jsme
schopni popsat dobie uzavorkované aritmetické vyrazy, blokovou strukturu v programo-
vacich jazycich ¢i obdobnou strukturu napiiklad v sdzecim systému IZTEX(tj. dobré uzavorkovani
pomoci zavorek begin a end, .. ., zdvorky typu \begin{itemize}, \end{itemize}, ..., \begin{description},
\end{description} — obecné tedy pijde o popis dobrého uzavorkovani jazyka obsahujiho
zavorky (1,)1, - .., (n» )n,m > 1). Zadny z téchto rysi nelze popsat pomoci reguldrnich
gramatik, jak jiZ ostatné vime z pfedchozi kapitoly (jazyk {0"1"|n > 0} neni regularni).

V ¢ésti 3.2 zavedeme tzv. zadsobnikové automaty, které akceptuji pravé CFL a ukdaZzeme
zékladni principy, na nichzZ jsou zaloZeny transformace CFG na (jazykové) ekvivaletni
zasobnikové automaty a naopak. Na zavér této kapitoly pak budeme v 3.3 studovat nékteré
zékladni vysledky Siroce rozpracované teorie CFL, které nam napfiklad umozni vhodné
upravovat/transformovat CFG, rozhodovat, zda dany jazyk je ¢i zejména neni CFL a dals{
uzite¢né vlastnosti této tiidy jazyka.

3.1 Bezkontextové gramatiky

3.1.1 Derivacni stromy

V gramatice je mozné, aby rtizné derivace byly ekvivaletni v tom smyslu, Ze vSechny tyto
derivace pouZzivaji stejnd pravidla na stejnych mistech, tj. jsou aplikovdna na stejné vyskyty
neterminald, avSak v riizném poradi. Zatimco definice takové ekvivalence je pro gramatiky
typu O ponékud komplikovand, Ize v ptipadé bezkontextovych gramatik zavést pro tfidu
ekvivalentnich derivaci jednoduchou grafovou reprezentaci, tzv. derivacni strom (nékdy téz
zvanou strom odvozeni). Alternativné Ize reprezentovat ve vySe uvedeném smyslu ekviva-
lentni derivace jistymi kanonickymi derivacemi, v nichZ aplikujeme pravidla jistym stan-
dardizovanym postupem (napft. v kazdém kroku derivace piepisujeme ve vétné formé nej-
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levéjsi netermindl, resp. nejpravéjsi netermindl. Kazdou takovou derivaci nazveme levou
resp. pravou derivaci.

Uzly derivacniho stromu v libovolné dané CFG G jsou oznaceny navéstimi, kterd
jsou bud terminély nebo netermindly, pfipadné . Ma-li vnifni uzel n ndvésti A a jeho
bezprostfedni néaslednici (déle jen synové) maji zleva doprava po fadé navésti X,..., X,
pak A — Xy, ..., X,, musi byt pravidlem v G. Formalné feceno:

Definice 3.1. Necht G = (N, X, P, S) je CFG. Strom T nazveme derivaénim stromem v G
prave kdyz plati tyto podminky:

1. kazdy uzel ma navésti, které je symbolem z N U X U {¢},
kofen ma navesti .S,

Vv, s

ma-li vnitini uzel navésti A, pak A € N,

Sl

ma-li uzel n navésti A a jeho vSichni synové nq,...,n; maji v usporadani zleva
doprava navésti Xq,..., Xg,pak A — X;... X} € P,

5. mé-li uzel n ndvésti €, pak n je list a je jedinym synem svého otce.
Vysledkem deriva¢niho stromu 7" nazveme slovo vzniklé zietézenim navesti listi v usporadani

zleva doprava.

Priklad 3.2. Necht G je gramatika s pravidly E — E+T | T
T —- TxF | F
F — (F) |

pak derivacni strom

reprezentuje deset vzdjemné ekvivalentnich derivaci, napriklad
. E=FEF+T=T+T=F+T=1+T=1+F = 1+1 nebo
2 F==F+T==FE+F=F+i=T+i=F+i=1+1 atéz
B3 E=E+T=>T+T=T+F=F+F=F+1=1i-+1iadalsi
Vsimnéme si, Ze 1 je levd, kdeZto 2 je pravd derivace.
Véta 3.3. Nechi G = (N, X%, P, S) je CFG. Pak pro libovolné o« € (N UX)* plati S =* «
pravé kdyz v G existuje derivacni strom s vysledkem c.

Diikaz. Je-li G = (N, %, P,S) CFG a A € N, definujmeme G4 2 (N, 3, P, A), tj. gra-
matiku s tymiz pravidly jako G, ktera v§ak ma kofen A. Dikaz povedeme tak, Ze nejprve
ukdzeme silnéjsi tvrzeni:
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VA € N. (A =" a <= v G4 existuje derivacni strom s vysledkem «). (*)
Tvrzeni véty pak obdrZime specializaci A = S.
I. (<=) Pfedpokladejme, Ze « je vysledkem deriva¢niho stromu, ktery ma & vnitinich uzli

X1 /A\ Xn

pro a = X; ... X,, z definice derivacniho stromu (bod 3. a 4.) plyne, ze A — o € P.

a indukci vzhledem ke k ukazme, Ze pak A =* a.

1. k = 1. Existuje-li ve stromu jediny vnitini uzel, pak

2. k > 1. Predpokladejme (IP), Ze dokazované tvrzeni plati pro stromy, které maji
nanejvys k — 1 vnitinich uzla.

Nechf « je vysledkem stromu s k vnitinimi uzly. Ndslednici kofene (oznaCme je
1,...n) nejsou jen samé listy (mimo kofen zde musi byt jesté asponl jeden vnitini uzel,
protoZe k > 1) a nechf jejich navésti jsou v uspofddani zleva po fadé X ... X,,. Pak jist&
A— X;...X, € P.Nyni:

(a) Je-li uzel 7 vnitinim uzlem, pak je soucasné kofenem néjakého podstromu 7; a X; € N.
Podstrom 7; ma nejvySe k — 1 vnitinich uzli a je stromem v Gx, s vysledkem «;. Dle IP
je X; =" a4.

(b) Je-li uzel ¢ listem, pak X; = a; (tedy trividlné X; =% «;).

Ziejmé o = a7 . . . iy, a tedy celkem dostavame

A= X1Xo...X,
=* ayXse... X, (dle IP, je-li Xy € N triv. pro X; € X))

=% apag...0np_1X, (dtto)
=

e o, =a A=«
A\
X1eXx Xo S X 1€X X,
/T \ /Tnl\

II. (=) Predpokladejme, Ze A =* « a mame ukazat,Ze v G4 existuje derivacni strom
s vysledkem «. Tentokrat pouzijeme indukci vzhledem k délce odvozeni A =* «.

1. Je-li A = a,tj. v jednom kroku, pak A — « € P a z definice deriva¢niho stromu
dostdvame existenci stromu s vysledkem a.

2. Predpokladejme (IP), Ze je-li A =* « v méné€ nez k krocich, pak v G4 existuje
derivalni strom s vysledkem a (IP). Nechf tedy A =* « v k krocich a necht 1. krok
jetvaru A — X, ...X,,. Zfejmé kazdy symbol v « je bud nékteré z X ... X,, nebo je
symbolem v fetézu odvoditelného z nékterého z nich, a to v méné nez k krocich (dle IP
plati pro néj dokazované tvrzeni). Ddle, ta ¢ast «, kterd je odvoditelna z X; lezi vlevo od
té Casti «, kterd je odvoditelnd z X; pro ¢ < j. MiZeme tedy psat o = o ...y, kde
X; =" «; a ozna¢me takovy podstrom 7;.
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Hledany derivacni strom nyni zkonstruujeme takto: zacneme s konstrukci odpovidajici
prvnimu kroku odvozeni, tj. A = X ... X,, a dostaneme

X1 /A\ Xn

a dale kazdé X; nahradime stromem 7; (je-li X; termindl, je ndhrada trividlni — nic nena-
hrazujeme). Vysledkem takto vzniklého stromu je ziejmé o.

Tim jsme dokdazali tvrzeni (*); tvzeni véty obdrZime (specializaci) tak, Ze v (*)
polozime A = S (Gs = G). O

Specielné tedy pro termindlni fetéz w plati, ze w € L(G) pravé kdyz v G existuje
derivacni strom s vysledkem w.

Neni tézké ukazat, Zze kazdému derivaénimu stromu v CFG odpovida jedina leva
derivace a obricené, kazdé levé derivaci odpovidd jediny derivacni strom. (Napiiklad v
dikazu predchozi véty byla k derivaénimu stromu s kofenem A a vysledkem « nalezena
leva derivace vétné formy « z A za predpokladu, Ze kazda z X; =* «; byla levou derivaci.)
Analogické tvrzeni plati o vzajemné jednoznacné korespondenci mezi derivaénimi stromy
a pravymi derivacemi (a tedy i mezi levymi a pravymi derivacemi).

Kazdy, kdo programuje v jazyce Pascal, jisté vi, Ze existuji CF gramatiky, v nichZ
ma jedna véta i vétnd forma nékolik riznych derivacnich stromd.

Priklad 3.4. M¢jme gramatiku s pravidly
S — ifb then S else S | if b then S | a

Pak napriklad véta if b then if b then a else a ma dva riizné derivaéni stromy, které
odpovidaji interpretaci if b then (if b then a) else a resp. if b then (if b then a else a).
Zkonstruujte oba stromy!

Definice 3.5. CFG G se nazyva viceznacnd (nejednoznacnd) pravé kdyz existuje w €
L(G) majici alespori dva rtizné derivaéni stromy. V opalném piipadé fikame, Ze G je jed-
noznacnd. Jazyk L se nazyva vnitrné€ (inherentné) viceznacny pravé kdyz kazda gramatika,
ktera jej generuje, je viceznaCna.

Priklad 3.6. Gramatika Gy s pravidly E — E+ E | Ex E | (E) | i, kterd je ekvivaltni
s gramatikou G z prikladu 3.2, je viceznac¢na; napriklad proto, Ze véta © + ¢ + ¢ ma dvé
rizné levé derivace a jim odpovidajici dva rizné derivacni stromy:

SN I
AN e
i. |
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Nejednoznacnost gramatiky miZe v nékterych praktickych aplikacich pusobit jisté
obtiZze: pokud nalezeni derivacniho stromu véty (napiiklad zdrojového textu programu)
je zédkladem pro stanoveni vyznamu véty, vznikl by v piipadé nejednoznacné gramatiky
problém, ktery z téchto vyznami zvolit (nehledé k nérdstu Casové i pamétové slozitosti
spojené s hledanim vsech derivacnich stromu).

Ke gramatice G; z ptikladu 3.6 1ze zkonstruovat ekvivaletni jednozna¢nou gramatiku
Go s pravidly naptiklad £ — E+T | ExT |T; T — (E) | i . VSimnéme si vSak, Ze Gy z
ptikladu 3.2, na rozdil od G, umoziuje postihnout (jiz na syntaktické drovni) asociativitu
tak, aby reflektovala i obvyklou prioritu operatord, tj. Ze x vaze silnéji neZ +; véta i + i * i
by v G» byla asociovana zleva jako (i + ) * i.

Poznamejme, Ze ne vzdy lze k dané gramatice (resp. jazyku) nalézt ekvivaletni gra-
matiku, kterd by byla jednoznacna. Takovym vnitiné viceznaCnym jazykem je napiiklad
L = {a'b’c*| i = jnebo j = k}. Intiutivné fec¢eno, kazd4 gramatika generujici L musi
byt schopna vytviret jistou sadou pravidel jak slova spiujici © = 7, tak i jinou sadou
pravidel slova s j = k, a tudiZ nelze zabranit tomu, aby aspon né&kterd ze slov a’b’c’,
tj. = j = k nebyla generovatelna obéma riznymi zpasoby. Jak ukdZeme pozdéji, bohuzel
ani pro problém, zda libovolna dand CFG je (ne)jednoznacnd neexistuje algoritmus.

3.1.2 Transformace bezkontextovych gramatik

Jak jsme jiz naznacili v zavéru minulé sekce, byva Casto vyhodné modifikovat danou
gramatiku G tak, aby vytvérela takovou stukturu vét z L(G), ktera by zajistila splnén{
nékterych kyZzenych vlastnosti jazyka ¢i gramatiky. Mimo jiZ zminéné asociativity a jedno-
znacnosti je téchto vlastnosti (a jim korespondujicich transformaci) gramatik celd fada.

Definice 3.7. Rekneme, Ze symbol X € N U X je nepouZitelny v CFG G = (N, %, P, S)
pravé kdyz v G neexistuje derivace tvaru S =* wXy =" wxy pro néjakd w, x,y € X*.
Rekneme, 7e G je redukovand, jestlize neobsahuje 74dné nepouZitelné symboly.

Poznamka 3.8. Povsimnéme si, Ze vySe uvedena definice postihuje nepouZitelnost dvojiho
druhu: neexistence prvni ¢asti uvedené derivace fikd, Ze symbol X € N U X se nevyskuje
v Zadné vétné formé (jednd se o tvz. nedosaZitelny symbol), kdeZto neexistence druhé
¢asti zminéné derivace vyjadiuje skutecnost, Ze z netermindlu X nelze vyderivovat Zadny
termindlni fetéz (tzv. nenormovany, nékdy téZ redundatni netermindl ! ). Poznamejme jests,
Ze existence obou zminénych derivaci jesté neni postacujici podminkou pro pouZitelnost
symbolu: X se miZe totiZ objevit jen v takové vétné formé, ktera obsahuje nenormovany
netermindl.

Pokud z G nepouzitelné symboly vypustime, pak se L(G) zfejmé nezméni. Re$me
nejprve druhy z téchto problémd, tj. zda {w € ¥*|A =* w} = (). Pokud pro tento problém
nalezneme algoritmus, pak jeho existence implikuje (poloZzenim A = S) existenci algo-

ritmu pro problém zda L(G) = 0, &i nikoli.
Véta 3.9. Algoritmus 3.1 “Je L(G) neprazdny?” vraci “ANO” <— Jw € ¥*. § =" w.

1. Normou neterminalu A obvykle rozumime délku nejkrat$iho terminélniho fetézu odvoditelného z A, pokud
takovd derivace existuje
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Algoritmus 3.1 Je L(G) neprazdny?

Vstup: CFG G = (N,%, P, 95).
Vystup: “ANO” je-li L(G) # (); “NE” v ostatnich ptipadech
Dle nasledujicich krokt konstruuj induktivné mnoziny Ny, N1, .. . takto:
i:=0; Ny:=0; (* inicializace *) (1)
repeat
1:=141; (* iterace *) (2)
N;:=N;1U{A|[A—wa€ Pac (N1 UX)"} 3)
until N; = N,_q; (* test ukonceni *) 4)
Ne := Nj; (5)
if S € N. then output(“ANQO”) else output(“NE”). (6)

Diikaz. Poznamejme, ze kazda N; je definovana jako mnozina neterminali, které lze v
nejvyse ¢ krocich pfepsat na fetéz termindlni. Dokazme nejprve (opét) obecnéjsi tvrzeni:

Ae N, < Jwe X*.A="w. (*)

I.(=) A e N, — Ji. A € N;. Indukci dokaZme tvrzeni:
Ji.AeN,— JweX". A="w

1.7 = 0 : plati trividlng&, protoze Ny = (). (viz fddek (1) v Algoritmu 3.1)
2.1 > 0 (IP): Predpokladejme, Ze dokazované tvrzeni plati pro 7.
Necht nyni A € N, 1:

e je-li A rovnéz prvkem z N,, pak tvrzeni plyne piimo z (IP).

e je-li A € Nijpq \ V;, pak existuje A — X ... X € P, kde kazdé X;(1 < j < k)
je bud termindl, nebo netermindl patfici do IV; (viz fadek (3)). Tedy existuji w, tak,
ze X; =" wj pro viechna j € (1, k), w; € ¥* (je-li X; € 3, pak w; = X}, jinak
existence w; plyne z (IP)).

Tedycelkem A = X, ... Xy =" w1 Xo... X =" ...=>"wy ... wg, wy...wp € XF

II. (<) Definice mnoZin N; zaji$tuje, Ze pokud nastane N; = N;_1, pak plati N; =
N;11 = ---.Mame ukdzat, ze pokud A =* w pronéjaké w € ¥*, pak A € N,, pficemZ na
zakladé predchozi poznamky staci ukdzat, Ze A € N, pro néjaké i. Tedy indukci dokazme:

A2 w,w e X* = A € N pro n&jaké i.

I.n=1,4. A — w € P,w € ¥* okamzité dava i = 1 (viz fadek (3) v Algoritmu 3.1).
2. n > 1 (IP): Pfedpoklddejme, Ze dokazované tvrzeni plati pro vSechna n a nechf nyni
A "X . Pak zfejmé tuto derivaci lze rozepsat do tvaru A = X;... X, = w, kde
g .
w = w; ... wy takové, Ze X; = w; pro vSechna j akde n; < n.
Je-li X; € N, pak dle (IP) je X; € N;, pro néjake i;. Je-li X; € X, pak i; = 0.
Polozme i = 1 + max{iy,...,i}. Pak zfejmé A € N, ¢imZ je dukaz indukci ukoncen.
Polozime-li A = S v pravé dokdzaném tvrzeni (*), dostdvame tvrzeni véty. U
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Poznamejme, Ze jsme pravé dokazali, Ze pokud algoritmus 3.1 zastavi, pak dava
koretkni odpovéd. Diikaz, Ze algoritmus musi skoncit, a to nejpozdéji po n + 1 iteracich
(pro n = card(N)), plyne okamzité z faktu, ze N, C N — viz monotonie N; vzhledem
k inklusi (béhem iterace plati NV;_; C N;) a tvaru testu ukonceni. Celkem tedy mame:

Dusledek 3.10. Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G rozhoduje, zda
L(G) = 0.

Pro eliminaci nepouzitelnych symboli musime jeSt€¢ umét odstranit nedosazitelné
symboly (viz Poznamka 3.8). Tuto ¢innost provadi Algoritmus 3.2.

Algoritmus 3.2 Eliminace nedosazitelnych symbolii

Vstup: CFG G = (N,X, P,S).

Vystup: CFG G’ = (N',%', P, S) bez nedosazitelnych symbola: L(G) = L(G')
Dle nasledujicich krokt konstruuj induktivné mnoziny Vj, V7, . . . takto:
i:=0; V;:={S}; (* inicializace *) (D
repeat

i:=i4+1; V=V, U{X|JA.(AeV,1NA— aXpf € P)} (*iterace *)(2)

until V; = V;_q; (* test ukonceni *) (3)
N :=NNV; ¥ :=%nV; P :=Pn(V; x V) “4)

Ke korektnosti algoritmu 3.2 zbyva uvazit, Ze jeho ukonceni je implikovano faktem,
7e V; € N U X, atedy iteraci (2) — (3) Ize provést jen kone¢né mnohokrat. Dukaz, Ze pfi
skonceni G’ neobsahuje nedosazitelné symboly spociva v ukazani, ze S =* aXf <~
Ji. X € V; (indukci vzhledek k 7). Formélni dlikaz je ponechdn ¢tenafi jako cviceni.

Nyni jsme v situaci, kdy miizeme prezentovat algoritmus 3.3, ktery odstranuje z CFG
nepouzitelné symboly.

Algoritmus 3.3 Eliminace nepouzitelnych symbola

Vstup: CFG G = (N, X, P, S) takova, ze L(G) # 0.

Vystup: CFG G’ = (N', %', P', S) bez nepouzitelnych symbolt: L(G) = L(G’)
Pouzij algoritmus 3.1 se vstupem G a s vystupem N,; (1)
Polo? G; = (NN N,, %, Py, S), kde P, := PN (N, x (N, UX)*);

Pouzij algoritmus 3.2 se vstupem G1; vystupem je G’ = (N, X/, P’ S) ()

Krok (1) algoritmu 3.3 odstranuje z G vSechny neterminaly, které nemohou vygene-
rovat termindlni fetéz, krok (2) odstrani nedosazitelné symboly, tj. kazdy X € N’ U X/ se
musi vyskytnout alespoil jednou v néjaké derivaci tvaru S =* wXy =" wxy. Konecné
poznamenejme, Ze zaména poradi krokt (1) a (2) obecné nevede k cili (proc?).

Véta 3.11. Kazdy neprdzdny CFL je generovdn néjakou redukovanou CFG (tj. CFG bez
nepouZitelnych symbolii).
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Diikaz. Necht L = L(G) je neprazdny CFL a necht G; a G’ jsou, jak uvedeno v algoritmu
3.3. Ziejmé L(G) = L(G’) (kompozice transformaci zachovavajich ekvivalenci).
Predpokladejme, Ze G’ ma nepouzitelny symbol X. Pak ov§em v G’ existuje derivace
S =* aX B (viz krok (2)). JelikoZ vSechny symboly z G’ jsou téZ v Gy, pak (viz krok (1))
pro né&jaky termindlni fetéz plati S =" aXp =" w, a tedy Zadny symbol z derivace
aX 8 =* w neni krokem (2) eliminovan. Tedy z X lze v G’ odvodit termindlni fetéz, coz
vede ke sporu s predpokladem, ze X je nepouZitelny. U

Priklad 3.12. Nechi G md pravidla {S — a|A,A — AB,B — b} a aplikujme na ni
algoritmus 3.3. Po kroku (1) mame N, = {S, B}, takze G = ({5, B},{a,b},{5 —
a, B — b}, S); po kroku (2) obdrzime Vo = Vi = {S,a}, atedy G’ = ({S},{a},{S —
a}, S}. Poznamenejme, Ze pokud bychom na G pouZili nejprve krok (2), tj. algoritmus
3.2, shledali bychom, Ze vSechny symboly jsou dosaZitelné — G by se viibec nezménila.
Naslednd aplikace kroku (1) by dala N, = {S, B}, a tudiZ bychom celkem dostali G, a
nikoli G'.

Nyni se budeme zabyvat eliminaci pravidel tvaru A — ¢, tzv. e-pravidly. Pokud
viak L(G) obsahuje e, pak zfejmé nelze eliminovat z G vSechna e-pravidla.

Definice 3.13. Rekneme, 7e CFG G = (N, X, P, S) je bez e-pravidel &L pud
1. P neobsahuje zadné e-pravidlo (tj. pravidlo tvaru A — ¢ ) nebo
2. v P existuje pravé jedno e-pravidlo S — ¢ a S se nevyskytuje na pravé strané
Zadného pravidla z P.

Algoritmus 3.4 Eliminace e-pravidel

Vstup: CFGG = (N,%,P,95)
Vystup: CFG G’ = (N',%, P, 8") bez e-pravidel: L(G) = L(G")
Zkonstruuj N. = {A € N|A =" ¢} (* analogicky jako N, z algoritmu 3.1 *); (1)

MnoZinu pravidel P’ zkonstruuj takto:
forallA — X;...X,, € Pdo
pfidej do P’ v8echna pravidla tvaru A — «; ... ay, z P spliyjici tyto podminky: (2)

(a) pokud X; ¢ N. (*tj. X; A* %), pak o; = X5 3)
(b) pokud X; € N, (*tj. X; =* &*), pak a; je bud X;, nebo ¢; 4)
(c) ne vSechna «; jsou €; (* tj. nepfidavej pravidlo A — ¢ *) S)

end for
if S € N, (6)
then pridej do P’ pravidla S” — Sle (S’ ¢ NUX); N' := NU{S'} (7)
else N':=N;S5 =8 (8)

Véta 3.14. Vystupni CFG G’ z algoritmu 3.4 je bez e-pravidel a L(G) = L(G)'.

Diikaz. Snadno se nahlédne, Ze G’ je bez e-pravidel — viz fadek (5). Abychom ukazali, Ze
L(G) = L(G), 1ze ukézat, 7e A =* wv G <= w # e AN A =* wv G Dikaz, ktery
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je ponechan Ctenéii do cviceni, se vede indukci vzhledem k délce derivace A é wv(yg
pro Cast ‘==>"; analogicky pro obracenou implikaci. Pozadovanou jazykovou ekvivalenci
pro neprazdna slova obdrzime poloZzenim A = S ve vySe uvedeném tvrzeni; fakt, ze ¢ €
L(G) <= e € L(G) je zfejmy z fadku (6) — (8). U

Dalsi uzite¢nou transformaci muze byt odstranéni pravidel A — B, (A,B € N),
kterd nazyvame jednoduchd pravidla.

Algoritmus 3.5 Eliminace jednoduchych pravidel

Vstup: CFG G = (N, X, P, S) bez e-pravidel
Vystup: CFG G’ = (N, X, P, S) bez jednoduchych a e-pravidel: L(G) = L(G’)

forall A c N do
zkonstruuj Ny = {B € N|A =* B} takto (* opét: srv. s Vp, V1, ... z alg. 3.2%):

i:=0; N; := {A}; (* inicializace: reflexivita =* *) (1)
repeat
1 := 1+ 1; (* iterace: transitivita =™ *) 2)
N;:=N;_1U{C|B—Ce€P,BeN;_1} 3)
until N; = N,_1; (* test ukonceni *) 4)
Na := Ny (5)
end for

Mnozinu pravidel P’ konstruuj takto: P’ := ();
for all B — o € P, které neni jednoduché do

pfidej do P’ pravidla A — « pro vSechna A takovd, 7ze B € N4y (6)
end for

Priklad 3.15. Méjme gramatiku G z prikladu 3.2 s pravidly:

E—-E+T|T
T—Tx«F|F
F— (E)|i

Po skonceni 1. cyklu (fadky (1) — (5)) dostaneme Ny, = {E,T,F}, Ny ={T,F}, Np =
{F'}, coZ po skonceni 2. cyklu (. (6)) ddva vystupni gramatiku bez jednoduchych pravidel:

E—SE+T|T+F|(E)|i
T TxF|(E)|i
F— (E)|i

Véta 3.16. Gramatika G’ z algoritmu 3.5 je bez jednoduchych pravidel a L(G) = L(G)'.

Diikaz. MnoZina pravidel P’ je evidentné konstruovdna tak, Ze neobsahuje jednoduchd
pravidla — viz fadek (6).

Nejprve ukazme, ze L(G)" C L(G). Méme tedy w € L(G), tedy v G’ existuje
derivace S = ag = a1 = ... = «a, = w. Bylo-li pfi kroku a; = «;41 pouzito v G’
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pravidlo A — f, pak existuje néjaké B € Ny (s moznosti A = B) takové, Zze v G je
A=*BaB= f,atedyi A =" faa; =" a;+1 v G. Odtud jiz snadno dostaneme, Ze
v G existuje derivace S =* w, tj. w € L(G).

Abychom ukdzali platnost obracené inkluse, tj. L(G) C L(G)’, zvolme libovolné
w € L(G). Pak v G existuje leva derivace S = ag = a1 = ... = a, = w. Pak
1ze nalézt posloupnost indexi 71, . .., i} sloZenou vyhradné z j takovych, Ze v oij_1 = «;
nebylo pouzito jednoduchého pravidla (zejména derivace véty nemizZe koncit jednoduchym
pravidlem, a proto 75, = n). ProtoZe se jednd o levou derivaci, pak opakované pouZiti
jednoduchych pravidel nahrazuje neterminély na téZe pozici v uvaZzované levé vétné formée.
Odtud vidime, Ze v G’ je moznd derivace S = ag = «a;, = ... = «;, = w,tj.w € L(G)'.

Celkem tedy mame zadané L(G)" = L(G). O

Definice 3.17. CFG G = (N, X, P, S) se nazyva necyklickd, pravé kdyz neexistuje A €
N takovy, ze A =71 A. G se nazyva vlastni, pravé kdyZ je bez nepouZzitelnych symbold,
bez e-pravidel a necyklicka. A-pravidlem nazveme kazdé pravidlo tvaru A — «.

Véta 3.18. Ke kazdému CFL existuje vlastni CFG, kterd jej generuje.

Diikaz. Pouzitim vySe uvedenych algoritmi 3.3, 3.4 a 3.5 a odpovidajich tvrzeni o jejich
korektnosti. O

V dalsim textu predpokladame, Ze kazda CFG je bez nepouzitelnych symbolt a po-
kud nebude feceno jinak, pak i vlastni.

3.1.3 Chomského normalni forma, lemma o vkladani

V této Casti nejprve ukazeme, Ze ke kazdé CFG existuje ekvivaleni CFG v jistém specidlnim
tvaru, ktery je charakterizovin zejména tim, Ze na pravych strandch pravidel vystatime se
dvéma vyskyty neterminald (pfesnd definice viz 3.19). Na zdkladé tohoto tvrzeni budeme
schopni dokazat tzv. lemma o vkladani (obecné téZ znamé jako pumping lemma) pro CFL,
které ndm umozni v nékterych ptipadech dokézat, Ze dany jazyk neni CFL.

Definice 3.19. Rekneme, 72¢ CFG G = (N, X, P,S) je v Chomského normalni formé
(CNF) g} G je bez e-pravidel (viz def. 3.13) a kazdé pravidlo z P (s eventuelni vyjimkou
S — ¢) ma jeden z téchto tvara:

1. A— BC, kde B,C' € N nebo

2. A—a, kdea € X.

K dikazu tvrzeni, Ze kazdy CFL je generovatelny néjakou CFG v CNF pouzijeme
algoritmu 3.6; k dikazu jeho korektnosti vyuZijeme nasledujici lemma o substituci.

Lemma 3.20. (o substituci) Nechf G = (N, X, P, S) je CFG. Nechi A — a3 Bas € P je
pravidloa B — (31 | ...|B, jsou vSechna B-pravidla z P. Necht ddle G; = (N, %, Py, S),
kde P1 = (P \ {A — (l/lBOéQ}) U {A — 04151042 | R ’Oélﬁr(l/z}. PakL(Q) = L(Q)1

Diikaz. Ziejmé L(G), C L(G), protoze pokud je v derivaci v G; pouzito n&jaké pravidlo
A — ay Bz, pak v G lze pouzit A = a1 Bas = aqf;as. Kdikazu L(G) C L(G); stali
uvédomit si, ze A — a3 Bas je jediné pravidlo, které je v G a neni v G;. Tedy kdykoli
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Algoritmus 3.6 Transformace do CNF

Vstup: Vlastni CFG G = (N, X, P, S) bez jednoduchych pravidel
Vystup: CFG G = (N',%,P',S) vCNF: L(G) = L(G")

P’ je tvofena takto: P’ := (;

forallp € Pdo
if pravidlo p je tvaru A — a nebo A — BC nebo S — ¢ then pfidej pdo P’; (1)
if p= A — X1 X5, kde aspori jedno z X;(i = 1,2) je termindl then (2)

poloz X/ « { Xi /je-li X .E ,N. : 3)
novy netermindl, je-li X; € X
ado P’ pridej pravidlo A — X7 X/ ; 4)
ifp=A— X;... Xx, k> 2 then (5)
poloz X/ d——f{ Ao Jeli X €N (1<i<hk) (©)
novy netermindl, je-1i X; € X
ado P’ pridej pravidla A — X{(Xy... Xy) (7)
(Xo... X)) = X5(X5...Xy)
<Xk_2 R Xk> — X,;72<Xk_1Xk>
(Xp—1Xk) = Xp X,
kde kazdé (X; ... X) je novy neterminal
end for
for all netermindl tvaru a’ nové zavedeny v ¥. (3) nebo (6) do
do P’ pfidej pravidla o’ — a (8)

end for
N’ := N U {vSechny nové zavedené netermindly tvaru a’ nebo tvaru (X, ... Xz)} (9)

je v né€jaké derivaci véty v G toto pravidlo pouZito, pak neterminal B musi byt pfepsan
v nékterém z pozdé€jsich kroku derivace v G; pomoci néjakého B-pravidla, tj. B — [3;. Tyto
dva kroky odvozeni v G lze v gramatice G; nahradit jednim krokem A = a4 ;ae. U

Véta 3.21. Necht L je CFL. Pak L = L(G) pro né&jakou CFG G v CNF.

Diikaz. Bez ujmy na obecnosti predpokladejme, Ze L je generovan néjakou CFG G, ktera
je vlastni a bez jednoduchych pravidel, a tedy spliiuje poZadavky kladené na vstupni gra-
matiku algoritmu 3.6. Inspekci tohoto algoritmu snadno zjistime, Ze vystupni gramatika G’
spliiuje pozadavky CNF.

Zbyva tedy ukdzat, ze L(G) = L(G'). Opakované pouZijme lemma o substituci (viz
3.20) nejprve na kazdé pravidlo v G’ obsahujici nové zavedeny netermindl a’ a ndsledné téz
na kazdé pravidlo s netermindlem tvaru (X ... X}). Takto obdrzime pivodni gramatiku G.
Vzhledem k tomu, Ze jsme opakované pouZili pouze lemma o substituci, které zachovava
ekvivalenci gramatik, pak tedy i G a G’ jsou ekvivaletni. U
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Priklad 3.22. Méjme G s pravidly S — aAB | BA

A— BBB|a

B —aS|AS|b
Do mnoZiny pravidel P’ hledané gramatiky v CNF nejprve piiddme pravidla, kterd jiz
pozZadavky CNF spliuji, tj. S — BA, A — a, B — AS | b (viz fadek (1) v algoritmu
3.6) V dalsim kroku (viz f. (2)) prochdzime pravidla s pravou stranou délky 2 obsahujici
alespori jeden termindl: do P’ tedy pridime B — a'S, kde a’ je novy neterminal. Po tomto
kroku mame zpracovana vsechna pravidla s délkou pravé strany nejvyse 2.

Nasledujici krok (viz fadky (5) — (7)) prochdzi pravidla s délkami pravych stran
vétsimi nez 2 ado P’ tedy diky pravidlu S — aAB postupné ptidame S — a/(AB), (AB) —
AB adiky pravidlu A — BBB pridime A — B(BB),(BB) — BB.

Konec¢né v kroku (8) do P’ pridame pro vSechny nové zavedené “Carkované” neter-
mindly pravidla, kterd je ptepisuji na piivodni termindly, tj. do P’ pfidime a’ — a.

Poznamka 3.23. (O derivacnich stromech gramatik v CNF) Uvédomme si, Ze (i) z kazdého
uzlu derivac¢niho stromu gramatiky v CNF vychazi nejvyse 2 hrany a (ii) z uzlu vychazi
jedna hrana pravé kdyZ tato vchazi do listu — pokud bychom z takového stromu odstranili
listy (a hrany do nich vchazejici), obdrzeli bychom binarni strom, v némz plati, Ze pokud
kazd4 cesta ma délku (tj. pocet hran na této cesté) rovnu j, pak strom md 27 listii. Pro
stromy odvozeni v CNF je vSak pocet listii roven poctu jejich primych predchiidci — viz
(ii). Pokud tedy strom v CNF nemd Z4dnou cestu del$i neZ j, pak ma nejvyse 271 listi.

Véta 3.24. (Lemma o vklidani, pumping lemma pro CFL) Necht L je CFL. Pak exis-
tuji prirozend Cisla p, q (zdvisejici na L) takova, Ze kazdé slovo z € L, |z| > p Ize psdt ve
tvaru z = uwvwzy, kde

e alespoii jedno ze slov v, x je neprazdné (tj. vx # €),

o lvwx|<q a

e wv'wx'y € L pro vechnai > 0.

Idea dikazu: Mé&jme G v CNF. Diky poznamce 3.23 vime, Ze pokud zvolime slovo z “do-
state¢né dlouhé”, pak v derivaénim stromu musi byt “dost dlouha” cesta. Zvolme tedy z tak
dlouhé, aby v jeho derivacnim stromu byla tak dlouha cesta, Ze se na ni néktery (tj. alesponl
jeden) netermindl, feknéme A, musi vyskytnout alesponl dvakrat (viz téZ obrazek 3.1).

Tedy A se musi (diky vyskytu, ktery je na zminéné cesté blize k listu) prepsat
na néjaky termindlni fetéz, feknéme w (tj. A =* w). Rovnéz vSak se A musi (diky
vyskytu, ktery je na téZe cesté blize ke kofenu) prepsat na fetéz opét obsahujici sebe sama,
feknéme vAx (tj. A =* vAx); toto prepisovani mizeme libovolnékrat opakovat (téZ i
0-kréat). Vzdy obdrzime korektni odvozeni né&jakého slova z L(G). Neprazdnost alespori
jednoho z feté€zli v Ci x je zajisténa tim, Ze CFG v CNF nema e-pravidla.

Konecné si uvédomme, Ze na dosti dlouhé cesté se mtize vyskytnout celd fada nékolikrat
se opakujicich neterminalii. Mtizeme vSak A zvolit tak, aby oba jeho vyse zminéné vyskyty
nebyly “pfili§ daleko™ od listu, tj. tak, aby dsek vwzx nebyl pfili§ dlouhy.

Diikaz. Necht L je generovin n&jakou CFG G = (N,X, P, S), kterd je (bez Gjmy na
obecnosti) v CNF. Oznaéme k = card(N) a polozme p = 28~1 ¢ = 2%,
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Je-li z € L,|z| > p, pak v libovolném derivaénim stromu slova z existuje cesta
délky vétsi nez k — viz pozndmka 3.23 o derivacnich stromech gramatik v CNFE. Zvolme
pevné jeden takovy derivacni strom 7" a v ném (libovolnou) nejdelsi cestu C, kterd ma jisté
délku vétsi nez k. Na této cesté C' lze zvolit tfi uzly uq, us, ug s t€mito vlastnostmi:

1. uzly uq, us jsou oznaeny tymz neterminalem, feknéme A,

2. uy lezi blize ke kofenu nez uo,

3. ugjelista

4. cesta z uy do ug ma délku nejvyse k + 1.
Uzel u; urcuje v T' podstrom 77 s kofenem w1, tedy vysledek z; podstromu 77 je podslo-
vem ve slové z, které je vysledkem stromu 77; tj. existuje derivace

S =* uAy pro néjaka u, y. (1)
Podobné uo uréuje v T' podstrom 75 s kofenem uo, pti¢emz 75 je podstromem stromu 7}
— viz obrazek 3.1.

%)
N

Ul A

Uoh A

us

U v w T Yy

Obrazek 3.1: Derivacni strom s cestou C' se dvéma vyskyty neterminalu A

Strom T odpovidd (levé) derivaci néjakého slova z;, pficemz z; mé délku nejvySe
2F (viz vlastnost 4 a pozn.3.23 — kazda cesta v 7} ma délku nejvyse k + 1: kdyby v T}
existovala od u; k néjakému u4 cesta delsi, pak by i v 7" byla cesta delsi neZ je zvolend C,
a to by byl spor s predpokladem o volbé C' jako cesty s nejvétsi délkou). Jisté tedy plati
21| < 2F =q.

Strom 75 téZ odpovida derivaci néjakého slova, oznacme jej w. Jelikoz 75 je pod-
stromem ve stromu 77, musi byt w podslovem slova z1, tj. existuji fetézy v, x takové, Ze
lze psit z; = vwa, coZ spolu s jiz ukdzanym |z;| < 2% = ¢ dava zddané |vwz| < q.
Déle si uvédomme, Ze u; je vnitinim uzlem, a tedy mu odpovidé aplikace pravidla tvaru
A — BC, atedy alespoi jedno ze slov v, z je neprazdné (CFG v CNF je bez c-pravidel),
tj. vr # . Soucasné jsme téz ukdzali, Ze

A=*vAx a 2)

A="w 3)

Nyni pouZijme jedenkrat derivaci (1), pak ¢-krat (¢ > 0) derivaci (2) a nakonec deri-
vaci (3), tj.

S =* uAy =* wAzly =* wiwrly
tedy uwv'wz'y € L(G).
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Vsimnéme si, Ze derivace ad (2) umoziuje ndhradu, kdy v 7' misto podstromu 75
opakovan¢ (z-krat) vlozime podstrom 73 s kofenem oznacenym tymz A — takto ziskame
opét korektni derivacni strom; derivace (3) umoZiiuje (mimo jiné) misto 7 pouZit pfimo
T5 — odpovida situaci pro ¢ = 0. U

Explicitnéji (z hlediska kvantifikace) 1ze tvrzeni lemmatu 3.24 prepsat takto:
(Nechf) L je CFL — dp,q € N.
Vze L. |z| >p.
Ju,v,w,x,y. z =uvwry N
vr # e N
lvwzx| < q.
Vi > 0. uwv'wa'y € L
Uvédomme si, Ze lemma o vklddéni je (opét) pouze podminkou nutnou k tomu, aby
L byl CFL. Zopakujme, Ze i toto lemma je — stejné jako PL pro regularni jazyky — tvaru
implikace P —> (@), kde P je nyni vyrok, ze L je CFL a @) jsou uvedené vlastnosti; této
implikace (resp. v kontrapositivni formé ekvivaletni implikace -() = —P), lze pouzit
k dikazu, Ze néjaky jazyk L neni CFL, nikoli vSak obracené, tj. k diikazu, ze L je CFL.
Ctenafi doporucejeme, aby si ~Q explicitné vyjadil.

Poznamka 3.25. Vsimnéme si, Ze pokud ve vySe uvedeném lemmatu 3.24 namisto kon-
stant p, ¢ budeme vsude psat jen (jedinou) pumpovaci konstantu n, tvrzeni ziistane v plat-
nosti: v diikazu staci poloZitp = q¢ = 2%, kde k = card(N).

Piiklad 3.26. Uka’me, Ze jazyk L = {a'b'c’| i > 1} neni CFL. N4$ postup bude tento:
predpokladejme opak, tj. P = L je CFL a dokazujme —() —> —P.
1. Necht n je libovolnd konstanta z poznamky 3.25 (¢i prvni konstanta z lemmatu 3.24
ap=gq=n).
2. Zvolme nyni slovo z (v zdvislosti na n — pro kazdé n musi existovat takové z) a
3. uvdZime vsechny moZnosti, jak jej zapsat jako z = wvwzxy tak, aby spliiovalo
podminky lemmatu (vx # e, [vwzx| < n);
4. nasledné pak ukaZme, Ze pro kazdé takové rozdéleni z na w,v,w,z,y lze nalézt
(existuje) takové i, Ze napumpovanim ziskdme uv'wz'y & L.
Dle 1 necht n je libovolné; zvolme (viz 2) z = a™b™c™ a dile postupujeme podle 3 a 4.
Pokud by v obsahovalo kladny pocet symboli a a kladny pocet symbolii b, pak
2wxz?y ¢ L, protoZe po n&jakém vyskytu b by ndsledoval vyskyt a,
tj. w?wz?y € a*b*c*. Podobné postupujeme ve vech ostatnich pripadech, kdy v nebo
x obsahuji nenulovy pocet vyskytii (alespoii) 2 riznych znakil.

napumpované uv

UvaZme proto zbyvajici moZnosti, kdy v patii do a™ nebo b* nebo c* a téZ x obsahuje
jen samé stejné znaky, pii¢emz alespoii jedno ze slov v, x je neprdzdné. Je-liv € a™ a
x € b*, pak wv?wzx?y obsahuje vice symbolii a neZ symbolii c, tj. uv?wx?y ¢ L. Podobné
dojdeme ke sporu pfi vSech ostatnich moZnych volbach: protoZe vx obsahuje aspori jeden
vyskyt symbolu d s moznosti vyskytu jiného symbolu e, nezbyva Zadnd moZnost pro vyskyt
tretiho symbolu f (prod, e, f € {a,b, c} vzdjemné rizné ), a tedy uv?wx>y bude mit vzdy
vice vyskyti symbolu d neZ vyskytu symbolu f.
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Jak jiz vime, pro porozuméni formuli s vétsSim poctem kvantifikator je vhodné na
ni nahlizet jako na hru dvou hracu (viz téZ pumping lemma pro reguldrni jazyky), kde
kvantifikatoru V odpovida hra¢ Al a 3 je reprezentovan hraem Ex. Necht tedy L je jazyk,
pak hra (ve varianté p = n = q) probiha takto:

e Ex zvoli pfirozené ¢islo n

e Alzvoli z € L takové, Ze |z| > n

e Ex zvoli u, v, w, x,y tak, aby platilo z = wowzy, |vwz| <n a vr #e¢

e Al zvoli:
Pokud Al zvoli i tak, ze uviwxz'y ¢ L, pak vyhravd Al. Pokud Al miZe vZdy vyhrat
bez ohledu na to, jak hraje Ex (ma vyhravajici strategii), pak L neni CFL. Pokud vSak
Al prohraje (af uz vzdy &i jen nékdy), pak z pumping lemmatu nelze o L odvodit nic
korektniho.

Piiklad 3.27. Jinym piikladem jazyka, ktery neni CFL, je . = {a'b’c'd’| i,5 > 0}.
Abychom to ukdzali, predpokladejme, Ze L je CFL. JelikoZ chceme dospét ke sporu, hra-
jeme roli hrace Al
e Hrac Ex zvoli libovolnou pumpovaci konstantu n;
e dile Al zvoli néjaké z = a™b"c"d".
e Dle pumping lemmatu tedy maji existovat u, v, w, x, y tak, Ze z = uvwzy, |[vwz| <
n av nebo x je neprazdné (voli Ex).
e M platit uwv'wz'y € L pro vechnai > 0. Al tedy md ukdzat, Ze pro kaZdou Ex-ovu
volbu vyvrati predikét Vi. uv'wz'y € L):
JelikoZ |vwz| < n, vwz musi byt tvaru a*b* nebo b*c* nebo c¢*d*. Pro jakoukoli
z téchto voleb vsak “pumpovani” musi vyustit v fetéz nepatrici do L (napr. vwx €
a*b* znaci, Ze uwy ma méné symbolii a a b, neZ symbolii ¢ a d).

K dikazu, e naptiklad L = {a’b'c*| i # jaj = k}nebo L = {a'bic¥| i #
jaj # k} neni CFL je nutno pouzit nékterou ze silnéj$ich variant Pumping lemmatu pro
CFL, napriklad tzv. Ogdenovo lemma, resp. jeho diisledky. Dokonce existuje téZ nutnd a
posta¢ujici podminka pro to, aby jazyk byl CFL. Ctendie odka’me na seznam literatury
uvedeny v zavéru.

3.1.4 Greibachové normalni forma

Nasim cilem je nyni prezentovat dalsi, tzv. Greibachové normalni formu (GNF), v niZ kazda
prava strana kazdého pravidla v CFG zacind termindlnim symbolem (za nimZ pfipadné
nasleduji netermindly). Abychom mohli dokézat tvrzeni o existenci ekvivaletni gramatiky
v GNF, pottebujeme ukdzat nékolik lemmat o modifikacich pravidel v CFG.

Definice 3.28. Netermindl A v CFG G = (N, X, P, S) se nazyva rekursivni jestlize exis-
tuje derivace A =T aAp pro n&jakd o, 3. Je-li o = € (resp. B = ¢), pak A se navyva
levorekursivni (resp. pravorekursivni). CFG bez levorekursivnich netermindlii se nazyva
nelevorekursivni.

Poznamenejme, Ze pojem rekursivity netermindlu je diametrdlné odliSny od pojmu
rekursivity gramatiky, tj. existence algoritmu pro rozhodovani problému zda w € L(G).
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Pro transformaci CFG do GNF bude nutné z gramatiky odstranit levou rekursi: pokud
v gramatice nebudou levorekursivni netermindly, budeme moci na nejlevéjsi neterminaly
na pravych strandch pravidel aplikovat lemma o substituci. Schopnost eliminovat levou
rekursi se ukaze jako velmi uZziteCnd téz v fadé prakticky orientovanych aplikaci.

Lemma 3.29. (O eliminaci bezprostiedni levé rekurze). Nechi G = (N,X, P,S) je
CFG, v niZ vSechna A-pravidla jsou tvaru

A— Aoy |...| Aap | B1]...|Bn, kde 1 : 5; # AprovSechnal <i<mn. (%)
Nechi G' = (NU{A'},X, P',S), kde P’ obdrZime z P tak, Ze vSechna pravidla oznacend
(*) nahradime pravidly

A= Br|.. | Bn| BLA |...| BrA, A = ar|...]lam|aadA|...|anA’. (%)
Pak L(G) = L(G’).

Diikaz. Neformalné fecCeno jsme levou rekursi v A-pravidlech, ktera generuji fetézce tvaru
(B4 ...+ Bn)(a1 + ... + )™, nahradili nové zavedenym pravorekursivnim A’, ktery
zajisti, Ze A generuje tutéz mnozinu. Formdlni diikaz moZno vést napfiklad takto:
V libovolné nejlevejsi derivaci néjaké véty v G musi posloupnost pouziti pravidel typu
A — Aa; byt ukonCena pouZitim néjakého pravidla A — 3;. Tedy misto derivace

A= Aoy, = Ao, = .o = Aag, .oy, = Biag, a0,
v G, lze v gramatice G’ pouzit derivaci

A= BiA = Bjo A" = ... = Biay, ..., A = Biag .,
Jelikoz vySe uvedena tvaha plati i v obrdceném sméru (po jisté posloupnosti pouZiti pravi-
del tvaru A’ — a; A’ musi byt pouzito A" — «;), dostavame zadané L(G) = L(G'). O

Priklad 3.30. Mé&jme G s pravidly:

E—E+T|T
T—>Tx*xF|F
Pak G, ma pravidla:
E—T|TE E' —+4T | +TE'
T —F|FT' T' — «F | « FT'

Poznamka 3.31. Jestlize G z lemmatu 3.29 je bez e-pravidel, pak i ekvivaletni G’ ma tuto
vlastnost. Pravidla (*) Ize téZ nahradit namisto pravidel (**) pravidly:

A— A | BRA, A= a A an Al e (F%%)
Tato nahrada vSak zavadi e-pravidla: ke Gy z ptikladu 3.30 bychom obrZeli G| s pravidly:

E—TE' E' —+TE' | ¢
T — FT' T' — «FT' | ¢
F—(E)|

Lemma 3.29 nedava navod jak postupovat, kdyZ v G existuje levorekursivni smycka
A =71 Aa délky vétsi nez 1. Tento problém fesi algoritmus 3.7.
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Algoritmus 3.7 Eliminace levé rekurze
Vstup: Vlastni CFG G = (N, %, P, S)
Vystup: CFGG' = (N',%, P',S): L(G) = L(9")
a G’ je nelevorekurzivni
1: Usporadej libovolné N, N = {A4;,..., A, }
2: fori:=1tondo
33 forj:=1to:—1do

4 for all pravidlo tvaru A; — Ajo (*tj. zde plati j < i *) do

5 pfidej A; — fria|...|Bra, kde Aj — B1] ... |B% jsou vSechna A;-pravidla;
6: vypusf pravidlo A; — A« (* = aplikace lemmatu o substituci *)
7 end for

8:  end for

9:  (* dale nasleduje pouziti eliminace bezprostiedni levé rekurze pro A;-pravidla: *)

10.  for all pravidlo tvaru A; — A;«a do

11 piidej A, — Al | e; (*tj. pouziti pravidel (***); variantu (**) lze téZ pouzit *)
12: vypust pravidlo 4; — A;«

13:  end for

14:  forall A; — (1]...|0; takova, ze 1: (B # A; do

15: piidej A; — 1ALl ..|B1AL,

16:  end for

17: end for

Véta 3.32. Kazdy CFL je generovatelny nelevorekursivni CFG.

Diikaz. Necht G je vlastni CFG generujici L. JelikoZ algoritmus 3.7 pouZiva jen trans-
formace uvedené v lemmatu o substituci (3.20) a lemmatu o eliminaci bezprostfedni levé
rekurze (3.29), které zachovavaji ekvivalenci gramatik, pak pouziti tohoto algoritmu na G
dava ekvivaletni CFG G'.
Zbyvia tedy ukdzat, 7e vyslednd G’ je bez levé rekurze. Indukci ukaZme platnost
nasledujicich dvou tvrzeni:
1. po skonceni i-té iterace vnéjSiho cyklu (zacinajiciho na fadku 2) plati, Ze vSechna
A;-pravidla za&inaji bud termindlem nebo netermindlem A, k > i
2. po skonceni j-té iterace vnitiniho cyklu (zacinajiciho na faddku 3) a dané 7 plati, Ze
A;-pravidla za&inaji bud termindlem nebo netermindlem Ay, k > 7.
Tuto indukei povedeme vzhledem k hodnoté s = n - i + j,kde ¢ € (0,n),j € (0,7 —1).
Béze indukce je pro s = n, tj. ¢+ = 1,7 = 0 a odpovida provedeni eliminace levé
rekurze pro A; (cyklus pro j se viibec neprovedl); zadné (i, . .., 5; neza¢ina A;. Tedy pro
1 = 1 tvrzeni 1 plati; tvrzeni 2 plati trividlnég.
Indukéni krok: predpokladejme, Ze tvrzeni 1 a 2 plati pro vSechny hodnoty mensi
neZ s a nechf nyni jsou 4, j takovd, 7e 0 < j<i<m an-i+j=s.
Dokazme nejprve 2. Na zakladé induk¢niho predpokladu o tvrzeni 1 mame, Ze vSechna
A-pravidla zalinaji bud’ termindlem nebo netermindlem Ay, k > j (je-li totiz j > 1, pak
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instance 2 pro 72 a j — 1 ma hodnotu mensi nez s; ptipad 7 = 1 plyne z 1). Tvrzeni 2 pro
parametry ¢ a j tak okamZité plyne z tvaru nové ptridanych pravidel.
Induktivni krok pro tvrzeni 1 a hodnotu s (tj. n - 7 = s, 7 = 0) je ponechdn Ctendfi.

Z pravé dokazaného tvrzeni 1 plyne, Zze zadné z Aq, ... A, nemuzZe byt levorekur-
sivni: kdyby totiz bylo A; =1 A« pro n&jaké «, pak by musely existovat netermindly
AjaA k < jtakové, ze A; =* A;f = Apy =" A;a. Zbyva ukazat, ze zadny z A
neni levorekursivni, coz vSak plyne z predpokladu, Ze G je vlastni CFG —tj. Zadné « z fadku
10 neni ¢, a tedy A, nemtiZe nikdy byt nejlevéjsim symbolem na pravé strané piiddvaného
pravidla A, — Al (viz fadek 14). O

Definice 3.33. Necht G = (N, %, P, S) je CFG. Rekneme, 7e G je v Greibachové normalni
formé (GNF) pravé kdyz G je bez e-pravidel (viz def. 3.13) a kazdé pravidlo z P (s even-
tuelni vyjimkou S' — ¢) je tvaru A — ac kdea € X, v € N*.

Algoritmus 3.8 Transformace do GNF

Vstup: Nelevorekursivni, vlastni CFG G = (N, X, P, 5)
Vystup: CFG G’ vGNF: L(G) = L(G")

1: Zkonstruuj na N linedrni usporadani < takové, Ze je-li A — Ba € P, pak A < B.
Ozna¢me N = {Ay,..., A, Ai—1 < 4;,0<i<n}

for all pravidlo tvaru A; — aX; ... X, 3X;1 <57 <k: X; €¥ do
v pravidle A; — aX7 ... X} nahrad vSechny ty X j» které jsou terminély, novymi

2: for i :=n — 1 downto 1 do

3. for all pravidlo tvaru 4; — Ao, j >4 do

4: piidej A; — fral...|Bra, kde A; — 5] ... |B jsou vs. A, -pravidla;

5: vypust pravidlo A; — A« (* = aplikace lemmatu o substituci *)
6: end for

7: end for

8:

9:

netermindly X J’ (pridej je do mnoziny neterminalil) a pridej pravidla X ; — Xj.
10: end for

Véta 3.34. Nechf L je CFL. Pak L. = L(G) pro néjakou CFG G v GNF.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti l1ze predpokladat, ze L je generovan CFG G; spliujici
vstupni predpoklady algoritmu 3.8 (aby G; byla vlastni, tj. specielné bez e-pravidel, staci
v algoritmu 3.7 uvazovat na fadku 11 variantu (**) - viz tézZ poznamka 3.31).

Linedrni uspofddani < poZadované v fadku 1 algoritmu 3.8 1ze zkonstruovat napiiklad
takto: na mnoziné netermindli definujme relaci R : (A,B) € R & 4 =+ Ba
pro néjaké «. Pak diky tomu, Ze G; neni levorekursivni, je R ¢asteénym uspoifddanim na
mnozin¢ netermindli IV, a tedy N lze linearné dousporadat tak, aby platilo R C<.

Nyni ukazme, Ze po skonceni cyklu, ktery za¢ind na fadku 2, pro hodnotu 7 musi pla-
tit, Ze vSechna A;-pravidla zacinaji termindlem. Toto se snadno ukaZze indukci pro hodnotu
k=mn—1,1=0,...,n — 1 (struéné zvanou zpétnd indukce pro ¢z od n po 1).
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Baze indukce je pro £ = n, tj.i = 0. Pravé strany A, -pravidel jisté zacinaji ter-
minalem (viz definice <), coZ je téZ divodem, pro€ se cyklus 2: pro i = n viibec neprovadi.

Indukeni krok: jestliZze dokazovanou vlastnost maji vSechna A j-pravidla proi < j <
n, pak evidentné pro provedeni fadkd 4 a 5 maji tuto vlastnost i vSechna A;-pravidla. Tedy
po uplném skonceni cyklu na fadcich 2—7 zacinaji vSechna pravidla terminalem.

Konecné uvazme, Ze algoritmus pouZziva jen transformace zachovavajici ekvivalenci
gramatik, a tedy dostdvame zZadané. U

Priklad 3.35. Méjme G|, z prikladu 3.30 s pravidly:

E—T|TE E —+T|+TE'
T — F|FT' T —%F | «FT'
F—(E)|

PozZadované linedrni usporddani (jedno z moznych) je napriklad: E' < E <T' <T < F.
Dalsi prace algoritmu 3.8 na radcich 2 — 7 vypada takto:
e V mnoZiné pravidel hledané gramatiky v GNF ziistanou beze zmény obé F'-pravidla
(F je nejvétsim prvkem vzhledem k < a cyklem pro i nejsou viibec zpracovavany —
pravé strany F'-pravidel totiZ uZ termindlem zacinaji).
e Pii priichodu cyklem pro netermindl T pravidla T — F' | F'T' nahradime pravidly
T— (E)|i| (E)T | T
e V dal$im prichodu (pro T’) neprovadime Zddné zmény.
e Prii zpracovani I/ nahradime existujici E'-pravidla novymi pravidly
E—(E)|i|(E)T|iT"| (E)E"|iE" | (E)T'E" | iT"F';
e pro E’ opét 7ddné nahrady neprovadime.
Konecné (viz fadky 8 — 10) ve vSech takto ziskanych pravidlech nahradime na je-
jich pravych stranach vSechny vyskyty termindlu “)” novym neterminalem “)’” a pridame
pravidlo )" —).

Poznamenejme, Ze vySe uvedend metoda prevodu libovolné CFG do GNF neni je-
dind moZn4 — dalsi metody lze nalézt v publikacich uvedenych v seznamu literatury. Nami
uvedend metoda byla zvolena zejména z toho divodu, Ze explicitné obsahuje algoritmus na
odstranéni levé rekurze, jejiz pfitomnost miZze Cinit jisté problémy v nékterych praktickych
aplikacich.

Mimo uvedenou GNF (viz definice 3.33) existuji i jeji dal3{ varianty. Rekneme, e G
je v k-GNF pravé kdyz je v GNF a zadna prava strana v pravidlech gramatiky G nema délku
vétsinez k, k > 3, tj. neobsahuje vice nez k — 1 vyskytli netermindll (na intuitivni drovni
se jednd o GNF berouci v potaz fakt, Ze diky CNF vysta¢ime v CFG na pravych stranach
s (nejvySe) dvéma netermindly). DalSi variantou je tzv. zdvojend GNF, kdy vSechny pravé
strany pravidel jsou ze X N*XUX, tj. zaCinaji i kon¢i termindlem. Konecné G je ve zdvojené
k-GNF jestlize je ve zdvojené GNF a kazdé pravidlo ma délku nejvyse k, k > 4. Napriklad
tedy 3-GNF ¢i zdvojend 4-GNF neobsahuji na pravych stranach pravidel vice nez 2 vyskyty
neterminald. Algoritmy pfevodu libovolné CFG do kazdé z vyse uvedenych normalnich

Vv s
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Na zavér zminme jeSté tzv. operdtorovou normdlni formu, kdy na pravych stranich
pravidel spolu nesmi sousedit Zddné dva neterminaly, tj. v§echny pravé strany jsouze S*NX T ... 31
Algoritmus prevodu libovolné CFG (¢i bez tijmy na obecnosti CFG v CNF) spociva v za-
vedeni novych neterminalt (X, a) pro kazdou dvojici X € N,a € ¥ s tim, Ze (X, a) ma
generovat mnoZinu slov u takovych, ze X generuje slova ua. Tedy kazdy jazyk L(X) je
piesné sjednocenim (pfes a € X)) vSech jazykd L((X, a)).a, ptipadné doplnéném o {c},
pokud L(X) obsahuje prazdné slovo. Tedy na pravych stranach pravidel 1ze kazdy ne-
termindl X nahradit zfetézenim (X, a).a; pfidanim pravidel tvaru (X, a) — « pro kazdé
X — «aa, ziskame ekvivaletni gramatiku v poZadovaném tvaru. Detaily algoritmu i diikkazu
jeho korektnosti ponechavdme ¢tendfi jako cviceni.

Pouziti normdlnich forem pro dalsi zkoumani vlastnosti CFL bylo jiz ¢4stecné ilu-
strovano v této ¢asti (viz CNF a jeji vyuziti v dikazu pumping lemmatu pro CFL); s dal$imi
aplikacemi se setkame v Casti 3.3.

3.2 Zasobnikové automaty

Tak jako k regularnim gramatikdm existuji konecné automaty, které rozpoznévaji pravé ja-
zyky generované témito gramatikami, tak 1 ke gramatikdm bezkontextovym existuji ve vyse
uvedeném smyslu ekvivaletni automaty — tzv. zdsobnikové automaty (push-down automata
— PDA). PDA si lze ptedstavit jako (nedeterministicky) kone¢ny automat s tim, Ze navic
obsahuje (pomocnou) pamét (a diky ni i dals§i zdroj nedeterminismu), kterd pracuje jako
zasobnik (push-down store) a jejiZ velikost neni shora omezena — je tzv. potencidlné ne-
konecna v nasledujicim smyslu: v kazdém okamziku (kone¢ného) vypoctu je sice konecna
(tj. v zdsobniku je uloZeno jen kone¢né mnoho symbolil), ale kdykoli ji miiZeme rozsifit o
dal3i koneény pocet paméfovych mist (piidat dal$i symboly na zasobnik).

alalblalb|b]lb]|a vstupni paska

¢teci hlava

zasobnik
A
kone&né stavova a
fidici jednotka 7

Obrazek 3.2: Zasobnikovy automat

Ze vstupni pésky, na niZ je zapsano slovo nad jistou vstupni abecedou, 1ze pouze Cist
a Cteci hlava se pohybuje jen vpravo. Automat mize na vrchol zdsobniku ukladat symboly
(opét z jisté abecedy) a takto uloZené symboly miiZze nasledné Cist s tim, Ze smi Cist pouze
z vrcholu zédsobniku: pfecteny symbol je z vrcholu odstranén (tj. systém LIFO — Last In
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First Out). Jinymi slovy, nelze ¢ist do hloubi zdsobniku, anizZ by pfectené symboly nebyly
odstranény — zasobnik, u néhoZ naopak toto “nedestruktivni” Cteni Ize realizovat se v an-
glictiné nazyva stack, na rozdil od naseho push-down store s desktruktivnim ctenim. Takto

intuitivné popsané zafizeni nyni formalizujme.

3.2.1 Definice PDA

Definice 3.36. Nedeterministicky zdsobnikovy automat (PDA) je sedmice
M = (Q7 Ea F7 57 qo, ZO; F)’ kde
@ je kone¢nd mnozina, jejiZz prvky nazyvame stavy,

. je kone¢nd mnoZzina, tzv. vstupni abeceda,

I je kone¢na mnozZina, tzv. zdsobnikova abeceda,
§: Q% (2U{e}) xT') = Prin(Q x T'*) je (parcidlni) prechodovd funkce? ,
qo € @ je pocdtecni stav,

Zy € I' je pocatec¢ni symbol v zasobniku,

F C @ je mnozina koncovych stavii.

Je-li 6(p, a, Z) definovano, pak zéapis 6(p,a, Z) = {(¢;,v:)| 1 < i < n} intuitivné
interpretujeme tak, Ze PDA M miZe ze stavu p po pfecteni symbolu a ze vstupni pasky a
symbolu Z z vrcholu zasobniku (Z se pfi tomto ¢teni z vrcholu odstrani) prejit do jednoho
ze stavl ¢; a na vrchol zasobniku zapiSe fetéz ~; (pficemZ na vrcholu zdsobniku je nyni
nejlevéjsi symbol z ;). Cteci hlava se na vstupni pasce posune o jeden symbol vpravo.
Obdobné interpretujeme (pokud je definovano) é(p, e, Z) s tim rozdilem, Ze pozice Cteci
hlavy na vstupni pasce se neméni.

Tuto intuitivni pfedstavu o jednom kroku vypoctu budeme formalizovat (obdobné
jako u kone¢nych automati) zavedenim pojmu konfigurace, popisujicim celkovou situaci
automatu. U konecnych automati byla konfigurace dana popisem situace na vstupni pasce
(4. specifikaci dosud neprectené Casti vstupniho slova) a vnitini situaci automatu (tj. speci-
fikaci jednoho, momentélniho stavu, ktery reflektoval zmény v automatu dané zpracovanim
Jiz prectené Casti vstupu pocinaje pocateCnim stavem qp). Co se tyCe vstupu, je situace u
PDA identickd, avSak zpracovani jiz prectené C4sti vstupu se ve vnitini situaci projevi nejen
zménou stavu qg, ale i tim, co si automat zapamatoval v zasobniku. Konfigurace by tedy
méla opét popisovat jak vnitini situaci jako dvojici (stav, obsah zdsobniku), tak i dosud
neprectenou Cast vstupniho slova. Krok vypoctu pak bude definovat vztah mezi dvéma kon-
figuracemi — situaci pfed provedenim kroku vypoctu a situaci po provedeni tohoto kroku.
Automat bude akceptovat vstupni slovo, jestliZe bude existovat posloupnost krokii vypoctu
zacinajici v jisté pocatecni konfiguraci, kterd skonéi v néjaké findlni, akceptujici konfigu-
raci.

Definice 3.37. Necht M = (Q, X, T, 4, qo, Zo, F') je PDA. Vnitini konfiguraci (téZ totdlnim
stavem) M nazveme libovolny prvek (¢, ) € Q x I'* (kde ¢ je momentélni stav PDA M

a 7y je cely obsah zdsobniku s vrcholem psanym vlevo). Konfiguraci nazveme libovolny
prvek (p, w, ) z Q x X* x I'* (uddvajici mimo totdlni stav navic i w — dosud nepfectenou

2. zapis Ppin(Q x I'*) znaéi mnozinu vSech koneénych podmnoZzin mnoziny ¢ x I'*
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¢ast vstupniho fetézu). Na mnoZziné vSech konfiguraci automatu M definujeme binarni re-
laci ’T (krok vypoctu) takto:

(p,aw, Za) | (¢, w,ve) &y 3(q,7) € 5(p,a, Z) pro a € LU {e}

. ’ LR s, /v - v v, * . ., 2, 7 v
Reflexivni a tranzitivni uzavér relace kroku vypoctu znacime ’T , jeji k-nasobny soucin
v, k . v o o vy *
znacime ’7 Je-li M ziejmy z kontextu, piSeme stru¢néji pouze |—, resp. |—,

resp. li

Jazyk akceptovany (téZ rozpoznavany) PDA M koncovym stavem definujeme jako
L(M) = {w € ¥*| (q0,w, Zo) F— (qt,¢,), kde q; € F,a € T"*}

a jazyk akceptovany (t€Z rozpoznavany) PDA M prdzdnym zdsobnikem definujeme jako

Le(M) = {w € X" ‘ (QO,w,Z()) ’L (q7€7€)7 kdeq € Q}

Kazdy vypocet pro vstupni slovo w tedy zacina v konfiguraci (qo,w, Zp), tj. ve
vnitini konfiguraci (qo, Zo) a dosud neftenym vstupem. Zptisobt akceptovani je obecné
vice: kazda akceptujici (findlni) konfigurace je charakterizovana zcela pfectenym vstupnim
slovem, tj. (¢, &, ), vzdjemné se vSak tyto zpusoby lisi tim, co prohldsime za akceptujici
totalni stav (vnitfni konfiguraci). Ve vyse uvedené definici 3.37 jsou to po fadé totalni stavy
z F x I'*, resp. @ x {e}. Dals{ zptsoby akceptovani lze definovat tak, Ze za akceptujici
vnitini konfigurace prohldsime napf. prvky z F' x {e} (akceptovani koncovym stavem a
prazdnym zédsobnikem, resp. prvky z Q x I'I'* pro néjakou I C T" (akceptovani vrcho-
lovymi symboly v zdsobniku). Formalni definice jsou ponechdny Ctenafi.

Poznamka 3.38. 1. U takto definovaného PDA se opét jedna o nedeterministicky auto-
mat, ktery akceptuje vstup, jestliZze existuje alesponi jeden vypocet, ktery vede z konfigu-
race pocdtecni do konfigurace akceptujici (pfi moZnosti volby tedy PDA “hada spravné”,
protoZe nesprdvna volba sama o sobé nemiiZe zpuisobit zamitnuti vstupu — ten miiZe byt
zamitnut jediné tedy, pokud Zadnd sprdvnd volba neexistuje).

2. Dale si povsimnéme jedné dulezité vlastnosti zasobnikovych automati, kterou
Ize parafrdzovat takto: to, co se déje na vrcholu zasobniku (ve vyse definovaném smyslu
push-down store, nikoli vSak obecnéjsim stack), déje se zcela nezdvisle na tom, co je pod
jeho vrcholem. Presnéji: pokud (q,w, A) — (¢, ¢, €), pak (q,w, Aa)) F— (¢, &, @) pro
vSechna A € I', o € I'*. Toto tvrzeni se snadno dokaze indukci vzhledem k n.

Véta 3.39. Jazyk L = L.(M) pro n&jaky PDA M <= L = L(N) pro n&jaky PDA N

Idea dukazu: 1. <—: k danému N zkonstruujeme M simulujici jeho ¢innost. Kdykoli
N vejde do koncového stavu, bude M mit moZnost volby, zda pokradovat v simulaci au-
tomatu N nebo prejit do svého, nové piidaného stavu g., v némz vyprazdni svij zasobnik.
Musime vSak uvazit moznou komplikaci: A/ miZe projit takovou posloupnosti krokd, kdy
jeho vstup zplsobi vymazéni zdsobniku a A neni v koncovém stavu, tedy zamitd vstup.
Musime zabranit tomu, aby M v tomto bodé vstup (prazdnym zdsobnikem) akceptoval.
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Reseni spotiva v tom, Ze jesté pred zahdjenim simulace bude u M na dn& zdsobniku novy
symbol, ktery nedovolime odstranit jinde, neZ v koncovém stavu g € F' nebo ve stavu ¢..

2. =: N simuluje ¢innost M a md opét nové pfidany symbol jako své dno zasobniku.
Jakmile je \V schopen ¢&ist tento symbol (tj. zdsobnik simulovaného automatu M je prazdny),
pak N piejde do nové ptidaného stavu ¢y, ktery je koncovym stavem.

Diikaz. 1. <=:Nechi N = (Q, %, 1,0, qo, Zo, F') je PDA takovy, ze L = L(N'). Sestroj-
me M takovy, ze L = L.(M). Polozme
M =(QU{qy, ¢}, X, T U{Z'},6, 45,2, 0), kde Z" ¢ 1" agp,qe ¢ Q
a kde 0’ je definovéna takto:
1. 0'(q0, ¢, 2") = {(q0, Z02")} ,
2. jestlize 6(q, a, Z) obsahuje (r, ), pak ¢'(q, a, Z) obsahuje (7, )
provSechnag € Q,a € X U{e}aZ e,
3.Vqe FNZ c T U{Z'}: §(q,e, Z) obsahuje (g.,¢) ,
4. VZ ceTU{Z'}: §(¢ere,Z) = {(gen9)} -
Pak ztejmé (qo,w,Z') 5 (qo,w, ZoZ’) —dle 1
o (
o (@,6Y2...Y,) —dle3
H o (ge,e.0) —dled (kdeY, = Z2')
pravé kdyz (qo,w, Zo) {% (g,€,Y1...Y,_1), pron&jaké q € F.
2. =: Necht M = (Q, %, T, 6, qo, Zo, D) je PDA takovy, ze L = L.(M). Sestroj-
)

me N takovy, ze L = L(N). Polozme N = (Q U {¢}, qs}, X, T U{Z'}, 8,40, Z' . {qs})
kde ¢’ je definovana takto:

L 8(ghe, 2) = {(d0, Zo2")}

2. jestlize 6(q, a, Z) obsahuje (r, ), pak ¢'(q, a, Z) obsahuje (7, )

proviechnag € Q,a € X U{e}aZ el

3.Yqe Q: 0'(q,e,2") = {(qy,€)}

Pozadovany dikaz, ze L.(M) = L(N), je obdobny jako v ¢asti 1 a je ponechédn tenafi.
U

q,e,Y1...Y,) —dle2

<

Poznamka 3.40. Ve vyse uvedeném diikazu je prezentovana technika zavedeni nového
symbolu Z' oznacujici dno zdsobniku simulujiciho automatu, kterd umoznuje de facto tes-
tovat prazdnost zasobniku simulovaného automatu. JestliZe téZ poZadujeme (srv. odstranéni
7' pouze v q.), aby kaZzdd vnitini konfigurace (s eventuelni vyjimkou findlni pii akcep-
tovani prazdnym zdsobnikem) byla tvaru (p,~yZ'), budeme fikat, Ze takovy PDA umoZnuje
test dna zdsobniku. Pokud tedy PDA ¢te dno Z', musi jej téZ znovu na dno zapsat, tj. po-
kud 0 obsahuje jako argument Z', pak je tvaru §(p,a, Z") = {(q1,1Z'), ..., (Gn, W Z")}.
Je ziejmé, Ze ke kazdému PDA A lze setrojit PDA A’ s testem dna zdsobniku akceptujici
tentyZ jazyk.

Poznamejme, Ze obdobné lze ukézat i ekvivalenci (ve smyslu vySe uvedené véty
3.39) mezi akceptovanim koncovym stavem a akceptovanim koncovym stavem a (soucasné)
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prazdnym zdsobnikem ¢i akceptovanim vrcholovymi symboly v zdsobniku.

Priklad 3.41. Méjme PDA P = ({p,q,r},{0,1},{Z,0},0,p, Z,{p}), kde 0 je defi-
novdna takto:

0(p,0,2) = {(q,02)}

0(¢,0,0) = {(q,00)} 6(r,1,0) = {(re)}

0(¢,1,0) = {(r,e)} o(rie, Z) = A{(p.e)}
Automat P pracuje tak, Ze nejprve ze vstupu nacte do zasobniku vSechny symboly 0’ a
ndsledné s kazdym ctenym (vstupnim) symbolem ‘1’ odstrani jeden symbol ‘0’ z vrcholu
zasobniku. Navic se kontroluje, zda Zadna ‘1’ neni pred ‘0’ (tim, Ze pro tyto situace je ¢
nedefinovana, a tedy neni definovdn krok vypoctu pro Zadnou takovou situaci). Mozna po-
sloupnost (v obecném, nikoli vsak v tomto pripadé, pouze jedna z moZnych posloupnosti)

konfiguraci automatu P pro vstupni slovo naptiklad 0011 miiZe byt
(p,0011,2)  }— (q,011,02)

—  (¢,11,002)
F— (r,1,02)
F— (r,e,2)

= (pee)

Lze ukdzat, 7e P akcetuje koncovym stavem jazyk L = {0™1"™| n > 0}. Snadno se
nahlédne, Ze L. C L(P): pron > 1 Ize po jediném prechodu z p do q (pfecteni 0’ a jeho
uloZeni do zasobniku — viz 1. prechod vySe) provést n, prechodu z q do q (opét ¢teni ‘0’a
uloZeni do zasobniku — viz 2. prechod). Nasledné Ize pri ¢teni prvniho symbolu ‘1’ provést
jediny prechod z q do r nasledovany n, prechody z r do r po nichZ ziistane v zasobniku
pouze Z; ndsleduje prechod do koncového stavu p. Piipad n = 0 je trividlni.

ukol. Abychom to ukdzali, uvédomme si, Ze pii libovolném vypoctu nad neprazdnym slo-
vem musi automat prochazet (s ptipadnymi cykly) postupné stavy p, q,r a skonci v p. Je-li
(p,w, Z) F—(q,e,a),i > 1, pak w = 0% a a = 0'Z. Podobné, je-lIi (r,w, ) F— (r,e, B),

i > 1, pak w = 1" a« = 0°B. Ddle prechod (q, w, ) — (r, &, 3) nastane jediné tehdy,
pokud w =1 a«a = 08; podobné (r,w,Z) |— (p,€,¢), pokud w = €. Tedy celkem, je-Ii
(p,w,Z) = (p,e,),i > 0, pak bud w=c ai=0 nebow=01%i=2n+1laa=c.
Tedy L D L(P).

Zdiraznéme, Ze tak, jak byl PDA definovan, mtze dé€lat (¢) kroky i po precteni
celého vstupu; PDA nemitize udélat zadny krok, pokud je zasobnik prazdny.

Poznamka 3.42. O prechodovych grafech (‘stavovych’ diagramech) PDA. Na stavové dia-
gramy konecnych automatii Ize nahliZet tak, Ze jsme gratovée znazornili vzajemné zavislosti
(dané prechodovou funkci) mezi vnitinimi konfiguracemi (tj. stavy) automatu. Podobné
miiZeme postupovat i v ptipadé PDAP = (N, X, 1,6, qo, Z, F). Uzly ptechodového grafu
(stavového diagramu) budou oznaceny vnitfnimi konfiguracemi uvaZovaného PDA (pro



3.2. ZASOBNIKOVE AUTOMATY 81

jednoduchost pisSme vnitini konfiguraci (p, «) € QQ x I'* ve tvaru paw € QI'*). Analogicky
jako u definice kroku vypoctu ved' me z uzlu pZ« hranu s ndvéstim a (a € X U {e}) do
uzlu gya pravé kdyz §(p, a, Z) obsahuje (q,7), coZ zapisujme jako pZa % gy .

Poznamenejme, Ze stavovy diagram PDA mad obecné nekonecné mnoho uzli (proto
je PDA prvnim prikladem “nekonecného” automatu). Cist stavového diagramu pro P
z prikladu 3.41 ma tento tvar

7 —2 5007 —2 007 —2— q000Z7 —2— ... —% s q0iz —% ...
el 07— 007 . g0l

kde koncovymi totalnimi stavy jsoupZ a p, v diagramu pro ndzornost zapsany jako pe. Po-
vS§imnéme si, Ze ve vySe uvedeném stavovém diagramu automatu P jsou uvedeny pouze
tzv. dosazitelné totdIni stavy, tj. ty ke kterym existuje cesta z pocdtecniho uzlu (zde pZ)
koncici v uzlu daném; ostatni nazveme nedosaZitelné a obvykle je ve stavovém diagramu
neuvddime (ve vyse uvedeném diagramu to jsou napr. qZ Z,qZ0Z a dalsi).

V souladu s pravé zavedenou notaci Ize pfi specifikaci funkce & misto d(p, a, Z) =

{(q1,7)s- -+ (@nsym)} PSEL DZ S qiva | -+ | @nYn

Relaci % miZeme zfejmym zpiisobem rozsifit ze symbold ze X na fetézy nad touto

de, v , . v v
abecedou (= = % o B); znaleni =, w € £* 1ze chapat jako zobecnénou piechodovou
funkci pro PDA). V dalSim textu budeme rovnéZ pouZivat ndsledujici znaceni. Je-li p«

néjaka vnitini konfigurace PDA P = (Q, X, T, 6, qo, Zo, F'), pak definujme
def * w def % w
L(P)(pa) ={weX|pa = qB,q € F} a Le(P)(par) = {weX™| por = ¢, q € Q}.

Ziejmé tedy L(P) = L(P)(qoZo) a L.(P) = Lc(P)(qoZop). Bude-li P zfejmy z kontextu,
budeme stru¢néji psat pouze L(pa) resp. L.(pa).

Piiklad 3.43. Nechi L = {ww’| w € {0,1}*}. Pak PDA rozpozndvajici L prazdnym
zdsobnikem je naptiklad M = ({p,q},{0,1},{R, G, B},d,p, R,0) (tj. mnoZina kon-
covych stavii nehraje Zadnou roli), kde § je definovana (ve vyse zavedené notaci) takto:

(1) pR RN pBR (4) pG RN pBG (7) ¢B RN qe
(2) pR L pGR (5) pB L pGB (8) ¢G L e
(3) pB % pBB | qe (6) pG L pGG | qe (9) PR = g¢¢

(10) gR = q¢e

Pravidla (1) aZ (6) uklddaji vstup na zdsobnik s tim, Ze pravidlech (3) a (6) je moZnost
alternativni volby: jestlize M uhodne, Ze bylo dosaZeno stiedu vstupniho slova, voli dru-
hou alternativu; v ni pak prejde do stavu q, v némZ postupné porovndva zbytek vstupniho
slova s obsahem zdsobniku. Pokud M hadal spravné a slovo bylo tvaru ww’, pak dojde
k precteni celého slova a vyprazdnéni zasobniku — vstupni slovo bylo akceptovano. Pokud
by M hddal chybné a slovo bylo tvaru ww?t, pak by akceptujici konfigurace nedosahl, coz
ovSem neznamend zamitnuti vstupniho slova — viz téZ pozn. 3.38.

Uvedeny ptiklad ilustruje nedeterminismus PDA, avSak u PDA z pft. 3.41 se moZnosti
volby zplisobujici nedeterminismus nevyskytly — v kazdé (vnitini) konfiguraci je dalsi krok
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urcen jednoznacné.

Definice 3.44. Rozsitenym PDA nazveme R = (Q, 2,1, 0, qo, Zo, F'), kde vSechny sym-
boly maji tentyz vyznam jako v definici PDA s vyjimkou ¢, ktera je zobrazenim z kone¢né
podmnoZziny mnoziny Q) x (X U {e}) x I'* do kone¢nych podmnozin mnoziny @ x I'*.
Pojmy konfigurace, kroku vypoctu, vypoctu a akceptovaného jazyka (koncovym stavem,
prazdnym zasobnikem) zlistavaji rovnéz beze zmény.

PovSimnéme si, Ze rozsiteny PDA ¢ini rozhodnuti o dal§im kroku nikoli na zékladé
jen jednoho (vrcholového) symbolu na zdsobniku, ale na zakladé fetézu (konecné délky!),
ktery je tvofen nejhorn&j§imi symboly na zdsobniku. Zapis pa — ¢f3 (resp. 6(p, a, o) ob-
sahuje (g, 3)) interpretujeme tak, Ze pokud ma automat ve stavu p na vrcholu zdsobniku c,
pak po precteni symbolu a ze vstupni pasky (analogicky pro e-krok) vymaze ze zasobniku
retéz symbolil v, zapiSe na n¢j fetéz symbolu 5 a zméni svij stav na q.

Specielné miiZze rozsifeny PDA ucinit krok bez ohledu na zasobnik (uvazuje fetéz ¢),
a tedy obecné je schopen délat kroky i v situaci, kdy zdsobnik je prazdny.

Lemma 3.45. Nech( R je rozsiteny PDA. Pak existuje PDA P takovy, Ze L(P) = L(R).

Idea diikkazu: Pro dany R = (Q, X%, 1,9, qo, Zo, F') oznatme m maximalni délku fetézu
symboll na vrcholu zasobniku, ktery R pouZivd k rozhodnuti o dal$im kroku vypoctu
(tj. m = max{|al|; d(g,a,a) # 0, pronéjakd q € Q,a € L U {e}}).

Budeme simulovat R tak, Ze k rozhodovani o dal§im kroku potiebnych m symbold,
které md ‘R k dispozici na zasobniku, si bude simulujici PDA P uchovdvat (a aktualizovat)
ve “vyrovndvaci paméti” (konecné) délky m (tu bude mit ve své konecné stavové fidici
jednotce — stavy automatu P budou tedy dvojice jstav simulovaného R, stav vyrovndvaci
paméti; ). Tedy P bude védét pred provedenim kazdého kroku, kterych m symbolti ma R na
vrcholu zasobniku. Zminéna aktualizace probih4 takto: je-li v R nahrazeno k vrcholovych
symbolt, feknéme a, [ symboly, feknéme 3, pak v paméti PDA P nahradime téz téchto k
symboll tymiz [ symboly; Je-li | < k, pak P udéla navic k — [ aktualizacnich krokd, pfi
nichZ postupné piendsi symboly z vrcholu zdsobniku do paméti. Je-1i [ > k, je zapotiebi
(jesté pred nahradou « za ) “nadbytecnych” [ — k symbolt z kone¢né vyrovnavaci paméti
postupné piesunout na zdsobnik. V obou pifpadech tak bude vyrovndvaci paméf automatu
P opét obsahovat presné m symboli, které ma R momentdlné na vrcholu na zdsobniku.

Diikaz. Necht R = (Q, X, T, 4, qo, Zo, F) je rozsifeny PDA a ozna¢me
m = max{|a|; d(¢,a,a) # 0, pron&jakd g € Q,a € ¥ U {e}}). Nyni definujme PDA
P =(Q1,5,T1,61,q1, Z1, F1), kde
1. Q1 ={[g,0] | g€ Q,a €T7,0<|a| <m},
2. Ty =T U{Z}, kde Z; je novy symbol,
3. 01 je definovana takto:
(a) Nechf 6(q,a, X7 ... X)) obsahuje (r,Y7...Y]). Pak
i. jelil > k, pak pro vSechna Z € I'y a« € T'] takova, ze |a| = m — k,
klademe 61([q, X1 ... Xyal,a,Z) obsahuje ([r,f],v2),
kde py=Y;...Yiaa|B| = m;
ii. je-lil < k, pak pro vSechna Z € I'y a € I'] takovd, Ze |a| = m — k,
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klademe 6;([g, X1 ...Xka],a,Z) obsahuje ([r,Y7...YaZ],¢e).
(b) provsechnag € Q,Z € I'y a« € I'} takovd, Ze |a] < m, klademe
01(lg, o], e, Z) = {([g; aZ], €)}
4. q1 = [q0, Zo 27" ]
5. i ={l¢,a] |g€ F,a €T}
Na zakladé takto definované §; neni obtizné ovérit, ze

(g aw, X7 ... XpXpy1 ... Xp) IT(r,w,Yl LY X X))

= ([g.0],aw, B) | ([r,a'],w, B'), kde
aﬁ:Xl...XnZ{“,
Oélﬁ/ = Yl e Yle+1 - .XnZ{n,

o] = o’ =m a

sl NS

mezi dvéma vySe uvedenymi konfiguracemi PDA ‘P neexistuje takovd konfigurace,
kde druhd komponenta stavu (tj. pamé{) by mé&la délku m.

Odtud pak okamzité plyne, Ze (qo,w, Zp) l% (q,e,a) pronéjakd g€ F a a €™

prévé kdyz ([ao, ZoZy" '], w, Z1) b5 ([a, B, ,7). kde 8] = ma By = aZp. Tedy
L(R) = L(P). O

Poznamka 3.46. Poznamenejme, Ze i pro rozsitené PDA plati tvrzeni véty 3.39 o ekvi-
valenci rozpozndvani prazdnym zdsobnikem a koncovym stavem. Toto tvrzeni se dokdZe
naprosto stejné jako u zminéné véty.

3.2.2 Zasobnikové automaty a bezkontextové jazyky

V této ¢asti ukazeme fundamentalni vysledek, Ze tiida jazykl rozpoznavanych zasobnikovymi
automaty tvofi pravé tiidu bezkontextovych jazyk.

Véta 3.47. (O nedeterministické syntaktické analyze shora doli) Nechf G je libovolnd
CFG. Pak Ize sestrojit PDA M takovy, Ze L(G) = L.(M).

Idea dukazu: Ke G zkonstruujeme (jednostavovy) PDA tak, aby ve svém zédsobniku byl
schopen simulovat levé derivace v G, pricemz budeme pozadovat, aby v kazdé konfiguraci
platilo:

M z konfigurace s obsahem zdsobniku « a zbytkem vstupu w )

akceptuje prazdnym zdsobnikem <= v G lze derivovat o =* w
V G je v jednom kroku odvozeni nahrazen (nejlevéjsi) neterminal A (nardz, celou) pravou
stranou X7 ... X, kdezto v M bude této situaci odpovidat (1): ndhrada netermindlu A
na vrcholu zdsobniku toutéZ pravou stranou nasledovana (2): postupnym (symbol po sym-
bolu) zpracovéanim této, na vrchol zdsobniku pfidané, pravé strany: nechf se md zpracovat
(. je na vrcholu zasobniku) X;. Je-li X; netermindl, postup ad (1) opakujeme, je-li (2)
X; termindl, pak zkontrolujeme (tj. ovéfuje se korektnost nedeterministické volby v kroku
typu (1)) zda X; je stejny jako prvni, dosud necteny termindl na vstupu; pokud ano, pak
termindl z vrcholu zasobniku odstranime a ¢teci hlava se posune o jeden symbol vpravo.

Korektnost uvedeného postupu spociva v ditkkazu, Ze v jeho pribéhu plati tvrzeni (¥).

Odstartujeme-li M v situaci, kdy v zasobniku je pouze kofen (a na vstupu slovo z L(G)),
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pak (*) plati. Déle se (indukci) ovéfi, Ze operace (1) a (2) zachovavaji platnost (*).
Pro pochopeni ¢innosti M je vhodné si uvédomit, Ze (*) implikuje tuto (opét v celém

procesu invariantni) vlastnost:
dosud prectena Cast vstupu zietézena s obsahem zasobniku v M

(%)

(tedy vstupni slovo je z L(G), pravé kdyz cely proces skonéi v akceptujici konfiguraci

je odpovidajici levou vétnou formou v G (a obracen¢)
s celym prectenym vstupem a prazdnym zdsobnikem).

Diikaz. Necht G = (N, X, P, S). Definujme M akceptujici prazdnym zdsobnikem jako
M= {q},X,NUX,d,q,S,0), kde 0 je definovdna takto:
(1) gASqacd,jelid—acP (4. 5(q,e, A)obs. (q,a)
(2) qa > ge € 6,proviechnaa € ¥ (. §(¢q,a,a) = {(g,¢)})
Abychom ukazali L(G) = L.(M), ukazme, Ze pro n&jakd m,n > 1 plati:
A="w <= (qw,A) F—(q,g,€) (tj. ¢A > ge v n krocich) (1)

1. =—: Mé&jme A =™ w a ukazme, 7e (q,w, A) - (¢,€,€) (tj. ¢A = qe):
(@jelim=1law=ay...a (k> 0),pak zfejmé A — w € P, atedy

k
(g,a1...ak, A) —(q,a1...ax,a1...ar) F—(q,,¢)
(b) Pfepokladejme, Ze (*1) plati pro vSechna m’ < m anechf A =™ w prom > 1. Pak

1. krok derivace je tvaru A = X3 X5... X, kde X; =" x;,0 < m; < m, coz dle
definice ¢, bodu (1) dava (q, w, A) F— (¢, w, X1 X5 ... X}). (1.1)

Je-li X; € N, pak dle induké&niho pfedpokladu mame (¢, z;, X;) F— (g, €, €). (1.2)
Je-li X; € ¥ (4. X; =ux;), pak dle definice ¢, bodu (2) mame (q, x;, x;) F—(q,€,¢). (1.3)
Kompozici prechodi (1.1) — (1.3) tedy dostavame (g, w, A) {L (q,¢,¢).

2. <=: Pfedpokladejme, ze (¢, w, A) (g, ¢, €) a ukazme, 7e A =+ w:

(a) n = 1 implikuje A = qe € §,atedyw =ca A — ¢ € P.
(b) Predpokladejme, Ze dokazované tvrzeni plati pro vSechna n’ < n. Pak 1. krok je tvaru

(q,w,A) ‘—(q,w,Xng . Xk), tj. A— X1 X9... X, €P (21)
Dile (q,z;, X;) 2 (q,e,¢),kde n; <n,1 <i<kakdew = z125 ...} je takové, Ze
je-li X; € N, pak dle induk&niho ptedpokladu mame X; =+ x;, (2.2)
je-li X, e, pak X, =0 Z; . (2.3)

Vhodnou kompozici (2.1) — (2.3) tedy obdrzime
A= X1X2 R Xk
=11 X9... X}

=*r1...2r = w , coz je (korektni) leva derivace slova w v gramatice G.
Polozime-li A = S v pravé dokdzaném tvrzeni (*1), okamzité dostdvame zZadané
+ . w
S=Tw < (¢w,5) —(q,&,¢),4.¢S — q¢ . O

Poznamka 3.48. Poznamenejme, Ze uvedeny diikaz 1ze modifikovat tak, Ze (bez tjmy na
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obecnosti) predpoklddame, Ze dand CFG je v GNF. Pak body (1) a (2) v definici prechodové
funkce & Ize nahradit jedinym, a to gA % qa € 6, je-li A — acv. Princip diikazu oviem
zustava beze zmény. (Prechodovy graf takto vzniklého PDA k dané CFG G, resp. k ekviva-
lentni CFG v GNF, nazveme rovnéZ prechodovym grafem CFG G.) Prezentovand varianta
byla zvolena proto, Ze (dle naSeho ndzoru) zretelnéji artikuluje nedetermininismus vzni-
kajici pravé v bodu (1) definice § (viz téZ poznamka 3.50) a nevyZaduje prevod do GNF.

Priklad 3.49. M¢&jme gramatikuGy = ({E, T, F},{+,*,(,),i}, P, E) s pravidly P danymi

takto:
E - E+T|T
T — TxF|F
F — (E)|i

Pak PDA sestrojeny dle konstrukce z diikazu véty 3.47 je
P={q}, {+,%(),i},{E, T, F,+,*,(,),i},0,q, E,D), kde § je definovdna takto:

¢F = qE+T | qT dle bodu (1)
qI S qTxF | qF dle bodu (1)
¢F 5 q(E) | qi dle bodu (1)

qa = qe provSechna a € {+,%,(,),i}  dle bodu (2)
Akceptujici vypocet automatu P pro vstupni slovo i+1ix1 je uveden na obrdzku 3.3. JelikoZ
P je jednostavovy, nebudeme stav v konfiguracich uvddét; tyto jsou tedy dvojicemi tvaru
(vstup, obsah zdsobniku). Doporucujeme ovéfrit si platnost vlastnosti (*) a (**) spefikované
v idei ditkazu véty 3.47.

krok odpovidajici pravidlo z G
(i+i*i, B) F—(i+i*i, E+1T) E—-E+T

F—(i+ixi, T+T) E—T

F—(i+i*xi, F+T) T—F

F—(i+i*i, i+T) F—i

Fo( 4ixd,  +T)

(i, T)

F—(  ixi, TxF) T—TxF

FE—( ixi, FxF) T—F

F—(  ixi, ixF) F—i

’L( 1, *F)

—( i )

F—( i, i) F =i

= ( : )

Obrazek 3.3: Vypocet automatu P z piikladu 3.49 pro vstupni slovo ¢ + i * ¢

Poznamka 3.50. Jestlize PDA nejen koretné rozhoduje zda w € L(G), ale pfi kladné
odpovédi je navic schopen urcit derivacni strom vstupni véty, rikame, Ze PDA provadi syn-
taktickou analyzu. Ve vyse uvedeném piikladu 3.49 je posloupnost odpovidajicich pravidel
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z Gy pouZzitych pii vypoctu v ‘P posloupnosti pravidel pouZitych pri levé derivaci vstupni
véty. Pokud bychom na zakladé této posloupnosti postupné konstruovali odpovidajici de-
rivacni strom, povSimneme si, Ze konstrukce za¢ina u jeho korene a jde smérem k listiim;
odtud nazev této techniky — nedeterministicka syntaktickd analyza shora dolii. Nedetermi-
nismus se objevuje jen v konfiguracich, kdy PDA ma na vrcholu neterminal a voli, kterou
z odpovidajich pravych stran jej nahradit.

Véta 3.51. Ke kazdému PDA M Ize sestrojit CFG G takovou, Ze L.(M) = L(G).

Idea dikazu: Nejprve si uvédomme, Ze pokud by PDA byl jednostavovy, pak nalezeni
ekvivaletni CFG by bylo velmi snadné — konstrukce z dikazu véty 3.47 resp. poznamky
3.48 (tj. k CFG sestrojit ekvivalentni PDA) je plné reversibilni. V podstaté tedy ptjde o
tento cil: (F*%)
k danému PDA M nalézt ekvivaletni PDA M’ s jednim stavem (oznacenym napf. symbo-
lem “*’) takovy, Ze levé odvozeni v hledané G ma byt simulaci price M’ (tj. neterminaly,
které se vyskytuji v libovolném kroku levé derivace v G, odpovidaji symbolim v zasobniku
automatu M’ v dobé, kdy tento jiZ precetl ze vstupu to, co G nalevo od nejlevéjsiho neter-
mindlu vygenerovala (srovnej s vlastnosti (*) resp. (**) uvedenymi v idei dikazu zminéné
vEty).

Klicovym tkolem dikazu je tedy ukdzat, jak simulovat libovolny PDA M jednosta-
vovym PDA M’ — oba dva akceptujici prazdnym zasobnikem. Informaci o stavu simu-
lovaného PDA nelze v simulujicim jednostavovém PDA umistit jinam neZ na zasobnik,
tj. "vhodnym zptisobem” ji na zasobnik pridat.

Je-liw € L.(M), pak qoZy — ¢ do n&jakého ¢ € Q, jinak feceno M odstartovan
Vv qo Zo precetl w a skoncil vymazanim zasobniku v né¢jakém q. Pak v souladu s nasim cilem
(***) je ptirozené poZadovat dostupnost presné této informace v zdsobniku jednostavového
PDA: pozadujme po M’, aby odstartovan s informaci tvaru (goZpq) jako jedinym symbo-
lem v zasobniku byl schopen precist vstup w a akceptovat jej prazdnym zasobnikem, tj. mit
v hledané gramatice netermindl tvaru (goZoq) takovy, aby (g0 Zoq) =" w. Uvédomme si,
Ze v pribéhu celého vypoctu zasobnik neklesl — s vyjimkou posledni konfigurace — pod
hladinu danou vrcholovym symbolem Zj v po¢itecnim totalnim stavu gy Zp.

Pivodni PDA M ovSem prochazi pii svém (vySe naznaCeném) vypoctu celou po-
sloupnosti krokii, a proto je pfirozené zjemnit informaci gy Zy — q (resp. (qoZoq) =* w)
tak, Ze jednostavovy PDA M’ bude mit v zasobniku symboly tvaru (pAq) z QI'Q) takové,
aby platilo: M’ odstartovan s (pAq) jako jedingm symbolem ve svém zasobniku akcep-
tuje vstup x prazdnym zdsobnikem pravé kdyz M odstartovan ve vnitini konfiguraci pA
akceptuje x praizdnym zasobnikem ve stavu g, tj. (pfipomenme, Ze symbol ‘*’ reprezentuje
jediny stav PDA M’):

#(pAq) B ke vM' = pA S q v M.

Nyni zbyva definovat prechody v M’. S kazdym piechodem

pAS @B,...B, (aeXU{e}) v M

pfidejme do M’ vSechny piechody tvaru

«(pAq) = *(q1 B1g2)(q2B243) - - - (qn Bnani1)
pro vSechny mozné volby g2, ..., q,+1 takové, Ze q,11 = q. V pfipadé n = 0, tedy
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pA % qe v M, pfidame do M’ prechod *(pAq) % xe.

Intuitivné feceno, M’ simuluje M tak, Ze nedeterministicky hada, v kterych stavech
se M ve svém budoucim vypoctu ocitne: uloZi si tato haddni na zdsobnik s tim, Ze posléze
kontroluje korektnost svého nedeterministického hadani.

V nésledujicim dikazu explicitni konstrukci M’ vypustime a budeme pracovat pfimo
s hledanou G, protoZe je ziejmé, Ze kazdému prechodu *(pAq) = *{q1 B1q2){(q2B2gs) . . .
(GnBngn+1) v M’ odpovida v gramatice ptimo pravidlo (pAq) — a(q1 B1q2){q2B2qs) - . .
(Gn Bngn+1). Navic, protoZe gramatika mtize mit jen jeden kofen (resp. PDA jen jeden
pocatecni symbol v zdsobniku), kdeZto symbold tvaru (goZyq) je obecné vice, pfidame i
pravidla S — (goZoq) pro viechna q € Q (pro M plati L.(M) = {w | qoZo — q,q€Q}).

Diikaz. Necht PDA M =(Q,X%,T, 4, qo, Zo,?) anecht G=(N, X, P, S) je CFG, kde
o N={S}U{(pAqg)| p,qe Q,AcT kde S ¢ QUXUT jenovy symbol
e P obsahuje pravidla:
1. S — {qoZoq) pro viechna ¢ € @
2. (pAq) = a{q1B1q2){q2B2q3) - . . (¢gnBngn+1) pro qni1=q,a €3 U {c},
A,B;j(1<i<n) €Tl,q €Q, jelipA>% qB1By...B, €9;
je-lin =0,t. pA > q, pakklademe ¢; = ¢ a (pAq) — a € P.

Abychom ukazali, Ze L(G) = L.(M),tj. S = (q0Z0q) =*w <= qoZo — qe, dokai-
me: (pAq) =* v = pA S qe (1

1. <: Dokazujme, Ze (p,z, A) }L (q,¢,¢) implikuje (pAq) =* x, a to indukei
vzhledem k ¢ (vzhledem k ¢emu jesté by Slo indukci vést?).
(a)Je-lii = 1, pak jist€ pA % ge € 6 (a€ X U {e}), atedy (pAq) — a je pravidlo z P.
(b) Nechf ¢ > 1 anechi z = ay a

(pyay, A) F—(q1,9, B1Bs ... By) F——(q,¢,¢). (1.1)
Retéz y 1ze zapsat ve tvaru y = Y1y . . . Y, takovém, Ze preCteni y; zpisobi odstranéni B;
ze zasobniku (posloupnosti krokt, kdy zasobnik mize jesté vzrist, ale nikdy neklesne pod
drovefi, na niZ je B;). Jinak feCeno, y; je takovou pfedponou slova y, Ze po jejim precteni
se zasobnik poprvé zkrati na uroven (hloubku) n — 1 (bude obsahovat Bs ... B,,); y2 je
takovy fetéz, Ze nasleduje za y; a po preteni ys se poprvé zasobnik zkrati na droven n—2
atd. Podstatné je, Ze béhem zpracovani y; se zadné z B, ... B,, neobjevilo na vrcholu
zéasobniku, a tudiZ nemohlo ovlivnit priibéh této ¢asti vypoctu, tj. B; ziistdvd na zdsobniku
bez vlivu na vypocet nad y; . ..y;_1 — viz obrazek 3.4.

Tedy existuji stavy q2,qs, . . ., ¢gn+1 (kde g,41 =¢q) takové, Ze vypocet

(4, 95: Bj) = (@j+1,¢.¢)
probéhne v méné nez 4 krocich (g; je stav, do kterého se automat dostal, kdyZ se zasobnik
poprvé zkratil na troveil n — j + 1). Podle indukéniho pfedpokladu tedy dostdvame

(¢jBjqj+1) =" y; provsechna 1 <j<n (1.2)
Protoze prvni krok celého vypoétu (1.1) nad = = ay byl (p,ay, A) —(q1,y, B1B2 ... By,)
(j. pA > ¢1B1Bs ... B,, € §), midme téZ

(PAq) = a{q1B1g2)(q2B2G3) - - - (4n Bngn+1).
coz spolu s (1.2) davd zadané (pAq) =* ay1yz ...y = .
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vyska zdsobniku

(¢ = gnt1)

precteny vstup

Obrazek 3.4: Vyska zasobniku jako funkce precteného vstupu — k diikazu Véty 3.51

2. =: Nyni predpoklddejme, Ze (pAq) =" = a indukci vzhledem k i ukaZme, Ze
pak (p, z, A) (g, ¢, ¢).
(a) Je-li i = 1, pak (pAq) — x je pravidlo v G, coZ znali, ze pA 5 ¢ € 6 (x € X U {e}).
(b) Nechf i > 1. Derivaci (pAq) =" = lze zapsat jako

(pAq) = alq1B142){(q2B23) - - - (qn Bngny1) ="z, kde goi1 = ¢ (2.1).
Pak x lze zapsat ve tvaru z = axizs ...z, takovém, Ze pro kazdé j(1 < j < n) plati
(¢jBjqj+1) =" x;, kde kazda tato derivace ma méné nez ¢ krokl. Tedy dle induk¢éniho
predpokladu plati (¢;,x;, B;) F— (gj+1,¢,€) pro vSechna j(1 < j < n). Pokud v kazdé
této posloupnosti konfiguraci vlozime na dno zésobniku fetéz B ... B,,, obdrzime

(¢j,%5, BjBjt1...By) F—(qj+1,€, Bjy1 ... Bn). (2.2)
Z prvniho kroku derivace (2.1) mame, Ze (pA % @1B1Bs ... B,) €9, .

(p,x,A) —(q1,x122 ...y, B1By ... By)
je korektni krok, coZ spolu s (2.2) pro j = 1,2, ...,n dava zadané (p, z, A) F—(q, €, €).
Jestlize v pravé dokazaném tvrzeni (1) polozime p = gy a A = Z;, dostavame
(@0 Z0q) =* & <= qoZo > qe,
coz spolu s pravidlem 1. pro konstrukci mnoziny P pravidel gramatiky G dava
S =*1 <= qyZy = qge pro n&jaky stav ¢ € Q,
.z € L(G) <= x € L.(M), coz jsme méli dokdzat. O

Sumarizujme dosud dosazené vysledky o rozpoznavani CFL pomoci PDA.

Dusledek 3.52. 1. L = L(G) pro néjakou CFG G
2. L = L(M) pro néjaky PDA M
3. L = L.(N) pro néjaky PDA N
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4. L = L(P) pro néjaky rozsiteny PDA P.
Ditkaz. 3= 1(dle3.47);1 = 3(3.47);4 = 2(3.45); 2 = 4 (trividlni); 2 <=3 (3.39). [

Priklad 3.53. Méjme din PDA M = ({qo,q1},{a,b},{X, Zv}, 9, qo, Zo,0), kde ¢ je

definovana takto: G0 Zo—qo X Zo a1 X —b>(J1
Q00X g0 XX X —q

b
Q00X —q1 a1 20—

a konstruujme CFG G = (N, 3, P, S) tak, aby generovala L.(M).
Zreimé ¥ = {a,b} a N = {S}U{(¢; Xq;)|i,5 € (0,1)} U{(¢; Zog;)|i,7 € (0,1)}.
Pri konstrukci mnoZiny pravidel P Ize postupovat systematicky tak, Ze zacneme s ko-
fenovymi S-pravidly a dalsi pravidla pfiddvame jen pro ty netermindly (. ..), které se jiZ
vyskytly na nékteré pravé strané do P jiz pridaného pravidla (proc¢?). Tedy S-pravidla jsou
S = {@0Zoqo) | {90Zoq1)
Nynf pridavejme pravidla pro (qoZoqo) a {qoZoq1)- Diky qoZo % g X Zy € 6 pridime
(90Z0g0) — a{q0Xq0){q0Z0q0) | a{q0Xq1){q1 Zoqo)
(q0Z0q1) — a{q0X qo0)(q0Z0q1) | alqoXq1){q1Z0q1) -
Opakovanim tohoto postupu pro nové vznikajici netermindly celkem jesté piiddme
(90X q0) = a{q0X q0){90X q0) | a{qoX ¢1){q1 X q0), atez
(0 Xaq1) = algoXqo) (@ Xq) | a{lgoX @)1 Xq1), protoZe qoX = XX €0,

(g0 X q1) — b, protoZe qoX —b> q1 €0
(1 Zoq1)— €, protoZe q1Zy — q1 € 6,
<Q1qu> — £ | b, pI’OtOZVC qu i) q1, qu —b> q1 € 6

Poznamenejme, Ze neexistuji Zadna pravidla pro (q1 X qo) a (q1Z0qo); tyto se ovSem na
pravych strandch v P vyskytuji, tedy tato pravidla nemohou vygenerovat Zadny terminalni
fetéz, tj. i prislusné levostranné netermindly (qoX qo) a (qoZoqo) jsou nenormované (ne-
pouZitelné). Pak ekvivalentni redukovd gramatika ma téchto sedm pravidel:

L. S— (q0Zoq1)
2. (90Z0q1)— a{qo X q1)(q1 Zoq1) D. (1 Zoq1)— €
3,4. {(qoXaq1)— algoXq ) {1 Xq1) | b 6.,7. (1 Xq)—e|b

Priklad 3.54. Nechf je din PDA P = ({p,q,r,s},{a,b,c,d},{X},d,p, X,0), kde 0 je
ddna takto: pX = pX X, pX LN re, pX — qe, qX A sX, sX LS qe, rX e,

Pro ‘P zkonstruujte ¢dst prechodového gratu (napr. z pX alespoii dva a-prechody vedouci
postupné do pX X apX X X a vSechny b, c, d-prechody (a totdlni stavy) vedouci postupné
do akceptujicich qge, re). Naleznéte ekvivaletni CFG a zkonstruujte jeji pfechodovy graf.

Na z4vér této &4sti uved me jesté jedno tvrzeni, které je sice jiz obsaZeno v disledku 3.52,
avsak v jeho dlikazu bude uvedena pfimocara a velmi dilezita konstrukce, ktera (mimo
jiné) ozfejmi, proc jsme definovali rozsifeny PDA.

Lemma 3.55. (O nedeterministické syntaktické analyze zdola nahoru) Nechi G je
libovolna CFG, pak Ize zkonstruovat rozsiteny PDA R takovy, Ze L(G) = L(R).

Idea diikkazu: Z divodu Citelnosti (viz ddle) budeme nyni vrchol zasobniku psét (v definici
0 1 v konfiguracich) vzdy vpravo. R bude opét de facto jednostavovy (druhy stav bude
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slouzit jen jako koncovy).

Na rozdil od diikazu analogického tvrzeni pro obycejny PDA (viz véta 3.47), budeme
konstruovat rozSifeny PDA R tak, aby simuloval pravé odvozeni vstupni véty, pfesnéji
feceno reverzi tohoto odvozeni: praci zacne nad vstupni vétou (a — v pricipu — s prazdnym
zasobnikem) a skon¢i s praznym vstupem a v zasobniku bude kofen gramatiky (odtud nidzev
analyza zdola nahoru. Pravou vétnou formu aAy bude mit k dispozici tak, ze A (jako
vysledek dosavadni prace nad x — jiz preCtenou Casti vstupu) je obsah zdsobniku (s A na
vrcholu) a y je dosud nepfectend (nezpracovand) Cast vstupu. Tedy invarintem vypoctu
bude vlastnost:

obsah zasobniku zfetézen se zbytkem vstupu v R = pravd vétnd forma v § (*)
Ci piesnéji feCeno, zaCne-li R pracovat nad vstupem, ktery je vétou z L(G), pak:
a Ay je obsah zasobniku zietézen se zbytkem vstupu
<= (%)
aAy je prava vétna forma.

Rozsiteny PDA R ma kroky dvojiho typu: (1) miZe kdykoli ¢ist do zdsobniku
vstupni symbol, (2) je-li na vrcholu zdsobniku fetéz tvofici pravou stranu néjakého pravi-
dla v G, mize nahradit v zasobniku tuto pravou stranu odpovidajicim levostrannym neter-
mindlem; ze vstupu nic necte. Krok typu (2) nazveme redukci podle ptislusného pravidla.
Automat R bude tedy (opét) nedeterministicky, tj. bude hadat, kdy (postupné) ¢ist symboly
ze vstupu a kdy a jak redukovat podfetézy v pravych vétnych forméach (vrcholové fetézy
v zasobniku), a to pocCinaje vstupnim slovem tak, aby bylo dosaZeno kofene gramatiky,
prave kdyz vstup je vétou v G.

Diikaz. Necht G = (N,X, P, S) apoloizme R = ({¢q,7}, 2, NUXU{L}, d,q,L,{r}),
kde L je nové pfidany symbol a kde ¢ je definovéna takto:
1. 6(q,a,e) ={(q,a)} provsechnaa € ¥,
2. je-li A — «, pak §(q, €, a) obsahuje (¢, A) ,
3. §(q,e, LS) = {(r,e)}.
Umluva: kazdé niZe uvedené odvozeni je pravym odvozenim.
Nyni zformulujme a dokazme implikaci “<” v (**). Indukci vzhledem k n tedy
ukazme tvrzeni (vSimnéme si, ze =* jen fika, Ze aAy je prava vétna forma — viz umluva):
S =* ady =" vy = (¢, 2y, L) F—(q,y, LaA) (1)
Béze, tj. n = 0 je trividlni — R neudé€la Zadny krok.
Piedpokladejme, Ze (1) plati pro viechna n’ < n. Pak miZeme psat aAy = afy =""1
xy. Mohou nastat 2 piipady:
Je-li o € ©*, pak aff =z a (¢, 2y, L) (¢, y, Lap) — (¢, y, LaA).
Je-li af ¢ ¥*, pak lze psat af = vBz, kde B je nejpravéjsi neterminal. Podle indukéniho
predpokladu mime, 7e S =* yBzy =""! zy implikuje (¢, 2y, L) F— (¢, zy, LyB).

Jelikoz (¢, zy, LyB) - (¢, y, LyBz) je mozna posloupnost kroki (¢tenf do zasobniku),

dostavame celkem, ze (1) plati. Kone¢né (¢, e, LS) —(r,¢,¢), atedy L(G) C L(R).
Abychom ukézali obracenou inklusi (tj. implikaci “=" v (**)), dokazme indukci
vzhledem k n tvrzeni
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(¢, 2y, L) F=(q,y, LaA) = Ay =" xy 2)
Baze indukce, n = 0, plati trividlné.
Pro induk¢ni krok predpoklddejme, Ze (2) plati pro vSechna n < m. Pokud symbol na
vrcholu zdsobniku je netermindl, pak jist¢ musel byt posledni krok proveden na zikladé
pravidla redukce (viz bod 2 v definici § automatu R) — na vstupu neterminaly nejsou.
Miizeme tedy psat

(q.zy, L) F=(q.y, LaB) |—(q,y, LaA),
kde A — [ je pravidlo z P. Pokud se v fetézu a3 vyskytuje néjaky neterminal, pak dle
induk¢niho predpokladu mame afy =* zy. Celkem tedy dostavame cAy = afy =*
xy, ¢imz je (2) dokdzéna.

Nyni specializaci (2) dostaneme, Ze (¢, w, L) - (q, ¢, LS) implikuje S =* w. Je-

likoz R akceptuje w jen pokud (g, w, L) (g, &, L.S) F—(r, ¢, ), dostavame, 7e L(R) C
L(G), atedy celkem L(R) = L(G), ¢imz je diikaz ukoncen. O

Priklad 3.56. M¢jme Gy s pravidly E — E+T | T, T — TxF | F, F — (FE) | i. Pak
roz§iteny PDA z lemmatu 3.55 je P = ({q,r},{+,%,(,),¢},{E, T, F,+,*,(,),i, L},
d,q,L,{r}), kde 6 je definovana takto (pfipomerime, Ze vrchol zasobniku piSeme vpravo):

q % qa Vae {+,%(,),i} dlebodu I
¢E+T S ¢F dle bodu 2
qT 5 gFE dle bodu 2
qT«F = ¢qT dle bodu 2
qF 5 qT dle bodu 2
q(E) S qF dle bodu 2
qi 5 gF dle bodu 2
gLE S re dle bodu 3

Vsimnéme si, Ze pokud bychom neprijali konvenci, Ze vrchol zdsobniku piSeme vpravo,
museli bychom ve vySe uvedené definici funkce 6 misto pravé strany « pravidla z P psat
méné prehledny zrcadlovy obraz o, tj. a*. Z téchZe diivodii jsou v akceptujicim vypoctu
pro vstupni slovo i + i * i (viz obrdzek 3.5) konfigurace psdny ve tvaru trojic (stav, obsah
zasobniku, vstup) s vrcholem zasobniku vpravo (a to i pro ndzornost ovéreni podminky (*)
z tivodu k ditkazu lemmatu 3.55).

Poznamka 3.57. Na obrazku 3.5 si vsimnéme, Ze posloupnost odpovidajicich pravidel
z Gy pouZitych pri vypoctu v ‘P je reverzi posloupnosti pravidel pouZitych pri pravé deri-
vaci vstupni véty v Gy. Pokud bychom na zakladé této posloupnosti postupné konstruovali
odpovidajici derivacni strom, povsimneme si, Ze konstrukce zac¢ina u jeho (levych) listii a
jde smérem ke korenu; odtud ndzev této techniky — nedeterministickd syntakticka analyza
zdola nahoru. Nedeterminismus se objevuje v téchto dvou zdkladnich variantich:

(1) v konfiguracich, kdy PDA ma na vrcholu pravou stranu néjakého pravidla a voli
zda redukovat tuto pravou stranu na odpovidajici neterminal nebo zda Cist ze vstupu — viz
vySe napt. (¢, LE + T, xi), kde Ize nejen provést uvedené ¢teni symbolu “*’, ale téZ
redukci dle © — E/+T'). Tuto situaci nazyvame konfliktem typu Cteni versus redukce;

(2) v konfiguracich, kdy PDA mad na vrcholu takovy retéz, Ze jsou mozné alespor
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krok vypoctu odpovidajici pravidlo z G
pro nésledujici krok

(¢, L, i+ixi) F—(q, Li, i % q) F—i

F—(q, LF, 44 % 1) T — F

F—(q, LT, +i % 1) E—T

F—(q, LE, +i % 1)

= (q, LE+, i %)

‘L(q, LE +1, 1) F —i

(¢, LE+ F, *1) T—F

(¢, LE+T, 1)

F—(q, LE + T, i)

H(q, LE+T =1, £) F—i

(¢, LE+T % F, €) T—TxF

(¢, LE+T, £) E—FE+T

(¢, LE, £)

—(r, ¢ €)

Obrazek 3.5: Vypocet automatu P z piikladu 3.56 pro vstupni slovo ¢ + i % ¢

dvé ruzné redukce (tj. redukce podle riiznych pravidel); jako priklad miiZe opét slouZit
vySe uvedend (q, LE + T, xi), kde Ize redukovat jak E+T na F, tak i pfiponu tohoto
fetézu, tj. T', na (shodou okolnosti opét) F. Tuto situaci nazyvyme konfliktem typu redukce
versus redukce.

Variantu (1) Ize obecné charakterizovat existenci jak pravidla A — «, taki B — a8
(spolu s existenci napriklad S =*vyAz a S =*~Bz), kdeZto pro (2) je typicka existence
pravidel A — « a B — Pa (spolu napriklad s S =* v8Az a S =* yBz). Soucasny
vyskyt obou typu konfliktu je samozrejmé v konfiguraci PDA téZ mozZny.

Co se nedeterminismu tyce, je tedy vidét, Ze zatimco u analyzy shora dolui se ome-
zuje na pripad, kdy mame volit, kterou z pravych stran nahradit neterminal na vrcholu

Vv

3.3 Vlastnosti bezkontextovych jazyku

3.3.1 Uzavérové vlastnosti

V této ¢asti uvedeme nékteré uzaveérové vlastnosti CFL a ukdZeme, jak je 1ze pouZit k dikazu,
7e néjaky jazyk je, nebo neni CFL. Diky vztahu CFG a PDA (viz Cast 3.2) lze v nize
uvedenych ditkkazech pouzit jak bezkontextovych gramatik, tak i zasobnikovych automat.
V dalSim textu £ znadi tfidu vSech bezkontextovych jazyki a pfipomeiime, Ze pokud neni
feCeno jinak, vzdy predpokladdme, Ze gramatika je redukovana.

Véta 3.58. L, je uzavrena vzhledem k operaci (1) sjednocent, (2) zretézeni, (3) iteraci a
(4) pozitivni iteraci.
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Diikaz. Necht CFL L;,i = 1,2 je generovan CFG G; = (N;, %, P;, S;), §j. Ly = L(G;).
Bez djmy na obecnosti mizeme piedpokladat, e N1 N Ny = () (v opatném piipadé lze
naptiklad k Ny vytvofit abecedu dvojnikd N}, = {A’| A € Ny}).

(1) Jazyk L = L; U L5 je generovan gramatikou
G=(N1UNU{S}, X1 Uy, LUP,U{S — 51,5 — S2},5),kde S je novy symbol.
Pak kazda derivace v G musi zalinat pouZzitim bud S — S; nebo S — Sy, piicemz
podminka N1 N Ny = () zaruCuje, Ze pfi pouziti S — Sy (resp. S — S2) lze v dalSim
derivovani pouzivat jen pravidlaz P (resp. P»). Formdlni dikaz, ze L(G) = L(G1)UL(Gs)
(tj. obé inkluse) je ponechan Ctenéfi.

(2) Jazyk L = L;.L4 je generovan gramatikou
G=(N1UN;U{S}, X1 U¥s, PLUP,U{S — 5155},5),kde S je novy symbol.

(3) Jazyk L = L7 je generovdn gramatikou
G=(NU{S}, ¥, PLU{S — 551 ]|¢},5),kde S je novy symbol.

(4) Jazyk L = L;’ je generovan gramatikou
G=(NU{S},X1,PLU{S — 551 |51},5),kde S jenovy symbol.

Formalni dikazy ad (2) — (4) jsou opét ponechény ¢tenafi. U

Priklad 3.59. UkaZme, Ze jazyk L1 = {a™*b™ ...a™b™ |n > 0,m; > 0,1 <i <
n} je CFL. Sta¢i si uvédomit, Ze L, Ize obdrZet iteraci jazyka L = {a™b™ | m > 0}, ktery
je CFL, tj. L, = L*.

Véta 3.60. Lo neni uzavrena vzhledem k operacim (1) priiniku a (2) dopliiku.

Diikaz. (1) M&jme jazyky L1 = {a™b"c™ | m,n > 1} a Ly = {a"b"c™ | m,n > 1}.
Oba tyto jazyky jsou CFL (napriklad L, je generovan CFG s pravidly S — S:C,S; —
aS1b | ab,C — Cec | ¢). Kdyby L, byla uzaviena vzhledem k operaci prtniku, pak i
Ly N Ly ={a™b"c" | n > 1} musel byt bezkontextovy, coz vsak neni — viz piiklad 3.26.
(2) Neuzavienost Lo vici doplitku plyne okamzité z jeji uzavienosti na sjednocent,
neuzavienosti na prunik a z De Morganovych pravidel: pro libovolné L, Ly plati

LiNLy = —|(—|L1 U —|L2),

tj., kdyby L5 byla uzaviena na dopln€k, musela by byt uzaviena i na prinik — spor. U
Véta 3.61. L, je uzavrena vzhledem k priiniku s reguldrnim jazykem.

Diikaz. L € Lo znali, Ze existuje PDA P = (Q1,%,T, 01, ¢, Zo, F1), takovy, ze L =
L(P) a R regularni znaci, Ze existuje (bez Gjmy na obecnosti deterministicky) koneény
automat A = (Q2, Y, 02, g2, I), takovy, 7 R = L(A). Abychom ukazali, ¢ L' = L N
R € L5, sestrojme PDA P, takovy, ze L' = L(P’).

Polozme P’ = (Q',%,1,0', ¢, Zo, F"), kde

1. Q"= Q1 x Q2

2. g = (9, 93)

3. ' =F, x Fy a

4. 6" §((p,q),a, Z) obsahuje ({p',q’),~) &, 91(p, a, Z) obsahuje (p,v) a

52 (q7 a) = q/
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Ziejmé plati w € L(P') <= w e L(P)NL(R). O

Priklad 3.62. Ukazme, Ze L = {w € {a,b,c} | w obsahuje stejny pocet symbolii a, b, c}
neni CFL. K tomu staci uvazit, ze L N a*b*c* = {a"b"c™ | n > 0} neni CFL, a tedy ani L
neni CFL.

Véta 3.63. L je uzavrena vzhledem k substituci.

Diikaz. Necht L C ¥* je CFL a o takovd substituce, Ze pro kazdé a € X plati, Ze o(a) =
L, je CFL. Necht L = L(G) a L, = L(G,) pro kazdé a € X.. Bez Gjmy na obecnosti
predpokladejme, Ze abecedy neterminali vSech uvedenych CFG jsou vzajemné po dvou
disjunktni a konstruujme gramatiku G’ takto:

1. netermindly gramatiky G’ jsou sjednocenim netermindlt gramatiky G a neterminala
vSech G,

2. termindly v G’ jsou sjednocenim terminalt vSech G,,

3. pravidla v G’ jsou sjednocenim pravidel vSech G, spolu s pravidly, kterd vzniknou
takto: ke kazdému A — a v G vytvoiime nové pravidlo, které vznikne tak, Ze v «
kazdy vyskyt termindlu a nahradime netermindlem S, — kofenem gramatiky G, a

4. kofenem G’ je kofen G.

Formalni diikaz je opét ponechan Ctenafi. O

Priklad 3.64. Nechf L je mnoZina slov, kterd obsahuji stejny poCet vyskytii symbolu a a
b. Nechf ddle L, = {0"1"| n > 1} a Ly = {ww®| w € (0 + 2)*}.
L Ize generovat CFG G s pravidly
S — aSbS | bSaS | e,
L, Ize generovat CFG G,, s pravidly
S, — 05,101 a
Ly, Ize generovat CFG Gy, s pravidly
Sb — OSbO | 25b2 ’ E.
Je-li f takova substituce, Ze f(a) = Ly a f(b) = Ly, pak f(L) Ize generovat CFG s pravi-
dly
S — S,585,S | SpSS.S | e S, — 05,101 Sy — 05,0 | 25,2 | e.

Jelikoz {a, b}, {ab},a* a a™ jsou CFL, pak uzavienost Lo na substituci implikuje
uzavienost na sjednoceni, zietézeni a (pozitivni) iteraci: sjednoceni L, U L; je substituci
Ly a Lydo {a,b}, podobné zietézeni L,.Ly je substituci L, a L, do {ab} a L} je substituci
L, do a*. Tvrzeni véty 3.58 bylo tedy mozné prezentovat jako dusledek véty 3.63.

Dusledek 3.65. L, je uzaviena viici (1) homomorfismu a (2) inverznimu homomorfismu.

Diikaz. (1) Homomorfismus je specidlnim pfipadem substituce, vici niZ je Lo uzaviena.
(2) Dilikaz uzavienosti L5 na inverzni homomorfismus plyne z uzavienosti £, na substituci,
homomorfismus a prinik s regularnim jazykem takto: Méjme libovolny homomorfismus
h: ¥ — A* ak X definujme abecedu dvojnikd 3. Dile definujme:

1. substituci o : o(c) =% ¢E* prokazdé ¢ € A,

2. reguldrni jazyk L1 = {aw | a € ¥, w € A*, h(a) = w} a
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3. homomorfismus h; : (X UA) — ¥* takto:  hy(a) =a pro viechna a € X
hi(c) =¢ provsechna ¢ € A.
Ziejmé plati, Ze hy(o(L)NLY) = h=1(L). Soucasné viak z uzavienosti tfidy L, vzhledem
k vySe zminénym operacim (a faktu, Ze téZ jazyk L7 je regularni) plyne, Ze pro kazdy jazyk
L € Ly plati hy(o(L) N L}) € Lo. Celkem tedy dostdvdme h~1(L) € Ls, coZ jsme méli
dokazat. O

Priklad 3.66. Mé¢jme jazyk L = {ww | w € {a,b}*} a ukaZme, Ze L neni CFL.
Piedpoklddejme, 7e¢ L je CFL. Pak ovSem L1 = L Na*btatb’ by byl té7 CFL, ale
Ly = {a'¥a'V’ | i,j > 1}, coZ je jazyk velmi podobny jazyku Lo = {a‘b?c'd’ | i, > 1}
z ptikladu 3.27 o némZ jsme pomoci pumping lemmatu ukazali, Ze neni CFL — pomoci ob-
dobnych argumentii Ize totéZ dokdzatio L.

Pokud bychom k diikazu, Ze L neni CFL nechtéli pouZit pumping lemma, Ize L,
redukovat piimo na Ly = {a'b/c'd’ | i,j > 1} takto: Necht h je homomorfismus defino-
vany takto: h(a) = h(c) = a a h(b) = h(d) = b. Pak h='(L1) se skldd4 ze vSech slov
tvaru x1xo1314 takovych, Ze 1 ax3 jsou z {a, c}t a maji stejnou délku a podobné x a x4
jsou z {b,d}" a maji stejnou délku. Pak ov§em h=(L1) N a*b*c*d* = Lo, a tedy kdyby
L1 byl CFL, musel by Lo byt rovnéZz CFL, coZ (jak vime z piikladu 3.27) neni, tudiZ ani
Ly nemuZe byt CFL.

Priklad 3.67. Na zakladé prikladu 3.66 Ize ukazat, Ze jazyk tragmenti pascalskych pro-
gramii L = {begin var w : integer;w := 0; end | w € {a,b}" } neni bezkontextovy.
Necht h je homomorfismus takovy, Ze h(a) = a, h(b) = b a h(X) = e v ostatnich
pfipadech. Pak h(L) = {ww | w € {a,b}*}, a tedy L neni CFL.

V kompilatorech je tato situace fesena tak, Ze pred vlastni syntaktickou analyzou je
text zpracovan lexikdlnim analyzdtorem, ktery identifikdtory, jejichZ délka neni v definici
jazyka shora omezena, zpracovavd tak, Ze je redukuje na dvojici fixni délky, kde prvni
komponenta (kterou bere v potaz syntakticky analyzator) udava, Ze se jednd o syntaktickou
kategorii ,,identifikdtor*; druha komponenta obsahuje odkaz do tabulky, kde je skutecny
textovy tvar identifikdtoru uloZen.

3.3.2 Rozhodnutelné vlastnosti a regularita

Jiz v predchozich ¢astech jsme ukézali, Ze existuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou
CFG @ rozhoduje, zda L(G) = 0 ¢&i nikoliv (tzv. problém prazdnosti jazyka je pro CFLs
tedy algoritmicky feSitelny — rozhodnutelny).

Dalsi dilezitou vlastnost jsme ukazali tim, Ze (opét) k libovolné dané CFG G lze
sestrojit (jazykové) ekvivaletni PDA; jinak feCeno, mame k dispozici (nedeterministicky)
algoritmus, ktery rozhoduje problém zda w € L(G) ¢i nikoliv (tzv. problém pfislusnosti
slova je v tfidé CFLs rozhodnutelny).

i tzv. Pumping lemma pro CFL, které nam v nékterych pripadech (spolu s eventuelnim
vyuzitim uzavérovych vlastnosti) umozni dokdzat, Ze dany jazyk neni bezkontextovy. I
nésledujici véty jsou de facto diisledkem Pumping lemmatu pro CFL.
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Véta 3.68. Ke kazdé CFG G lze sestrojit ¢isla m,n takovd, Ze L(G) je nekonecny prdvé
kdy?Z existuje slovo z € L(G) takové, Ze m < |z| < n.

Diikaz. Predpokladejme, Ze G je v CNF. Pak dle Pumping lemmatu pro CFL (viz 3.24)
existuji Cisla p, ¢ s vlastnostmi popsanymi v tomto lemmatu. PoloZme m =pan =p+q.

1. «<=: Jestlize z € L(G) je takové slovo, 7Ze p < |z| < p + ¢, pak lze psit z =
wvwzy (vr # €) auv'wa'y € L(G) pro viechna ¢ > 0. Tedy L(G) obsahuje nekone&né
mnoho slov tvaru uvwz'y, je tedy nekone¢ny.

2. =: Nechf L(G) je nekonecny. Pak obsahuje i nekone¢né mnoho slov délky vEtsi
neZ p — tuto mnozinu slov oznaéme M. Zvolme v M libovolné takové slovo z, které ma
minimélni délku a ukazme, Ze musi platit p < |z| < p + q.

Sporem: kdyby |z| > p + ¢, pak (opét dle Pumping lemmatu pro CFL) lze z psat
ve tvaru z = uvwzy, kde vz # ¢, |vwr| < ¢ a ww'wz'y € L(G) pro viechna i > 0.
Tedy specielné pro ¢ = 0 mdme, Ze uwy € L(G) a soucasné |uwy| < |uvway|. Pfitom
vsak (diky |uwvwzy| > p + ¢ a |[vwz| < g) plati, Ze |uwy| > (p+ q) — q¢ = p; tedy
uwwy € M, coz je spor s volbou z jako slova z M s minimdlni délkou. Celkem tedy musi
byt || <p+q. O

Poznamka 3.69. Nase dosavadni poznatky o (ne)prazdnosti a (ne)konec¢nosti CFL Ize su-
marizovat takto: existuji algoritmy, které pro libovolny dany CFL L urci, zda L je
(a) prazdny, (b) konecny, nebo (c) nekonecny.

Algoritmus pro problém ad (a) byl podan v 3.9. Problém ad (b) resp. ad (c) lze
rozhodovat tak, Ze postupné pro vSechna slova w takovd, Ze p < |w| < p + q (a téch je jen
kone¢né mnoho nad konec¢nou abecedou X.) testujeme, zda w € L(G) ¢&i nikoliv (pomoci
ekvivaletniho PDA). Pokud nalezme w takové, Ze w € L(G), pak L(G) je nekonecny,
v opacném pripadé je konecny.

Nasledujici vlastnost charakterizuje ty CFL, které nejsou reguldrni a po ni uvedené
tvrzeni ilustruje jednu z aplikaci GNF.

Definice 3.70. Nechi G = (N, X, P, S) je CFG. Rekneme, 7e G ma vlastnost sebevloZent,
jestlize existuji A € N au,v € X7 takovd, ze A =7 uAv. CFL L ma vlastnost se-
bevloZeni, jestliZze kazda gramatika, kterd jej generuje, ma vlastnost sebevloZeni.

Véta 3.71. CFL L ma vlastnost sebevloZent, pravé kdyZ L neni regularni.

Diikaz. 1. — ( P = () ukazujeme jako —() = —P): Je-li L regulérni, pak jej lze
generovat regularni gramatikou a Zadna regularni gramatika vlastnost sebevlozeni nema.

2. < (opét P <= (@ ukazujeme jako —() <= —P): Nechi L je generovatelny
néjakou CFG, kterd nemd vlastnost sebevloZeni a ukazme, Ze pak L musi byt reguldrni.
Zminénou CFG lze prevést na gramatiku G = (N, X, P,.S) v GNF, ktera opét nema vlast-
nost sebevlozeni a L = L(G).

Oznaéme n = card(N) a d = max{|a|; A — aa € P,A € N}. Nyni ukazme
platnost tohoto tvrzeni:

v zadné levé vétné formé v G nemuze byt vice nez n - d vyskytl neterminalt.  (¥)

Abychom to ukdzali, predpokladejme opak, tj. existuje « takové, ze S =* « je leva



3.3. VLASTNOSTI BEZKONTEXTOVYCH JAZYKU 97

S

- Jeden krok odvozeni

- cesta délky vetsi neZ n (od kore-
~ ne k nejlevéj$imu neterminalu)

<— termindly netermindly (>n.d) —=

nejlevéjsi netermindl vétné formy «

Obrazek 3.6: Derivacni strom vétné formy « — gramatika v GNF

derivace v G a « obsahuje vice nez n - d vyskyt netermindlti. Oznacme C' cestu z kofene
S do nejlevéjsiho netermindlu v . Z cesty C' vyberme podposloupnost C’ tvofenou jen
témi vrcholy, které odpovidaji pouZiti pravidel tvaru A — a~y, kde |y| > 1. Pfi kazdém
odvozovacim kroku v podposloupnosti C” se zvysi pocet vyskyti netermindld, a to nejvyse
o d — 1, coz pro nase « znadi, Ze v derivalnim stromu pro « (viz obréazek 3.6) ma C’ délku
vetsi nez n. To v8ak znamend, Ze alespon dva z vrcholt na C” musi byt oznaceny tymz
netermindlem, feknémé X . To ovsem znadi, ze X =1 uXwv, kde uiv jsou neprazdna, coz
je vsak spor s tim, Ze G nema vlastnost sebevlozeni. Tim jsme dokazali tvrzeni (*).

Jestlize se tedy v libovolné levé vétné formé v G vyskytuje nejvyse n - d neterminali,
pak L(G) lze generovat reguldrni gramatikou G’ = (N', X, P’, S"), kde

e N'={(a) |a e N* |a| <n-d},

e ' =(S) a

e jelliA— aa € Pia € X, € N*, pak (A) — a(af) € P’ pro kazdé j3 takové,
ze |af| < n-d.

Je ziejmé, ze L(G) = L(G’) a G’ je regularni gramatika. O

Zduraznéme, Ze existence tvrzeni o vlastnosti sebevlozeni charakterizujici ty CFLs,
které nejsou reguldrni, rozhodné neimplikuje existenci algoritmu, ktery by umél pro libo-
volny dany CFL jazyk L rozhodovat, zda L tuto vlastnost ma, ¢i nemd; v dal$im textu bude
ukdzdano, Ze neexistuje takovy algoritmus, ktery by pro L rozhodoval, zda existuje regularni
jazyk R takovy, Zze L = R. Dokonce neexistuje ani algoritmus, ktery by rozhodoval, zda
L=%~.
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3.4 Deterministické zasobnikové automaty

3.4.1 Definice DPDA a jejich zakladni vlastnosti

Definice 3.72. Rekneme, 7¢ PDA M = (Q,%,1,6,q0, Zo, F) je deterministicky (DPDA),
jestlize jsou splnény tyto podminky:
1. pro vSechna ¢ € Q a Z € T plati: kdykoliv (q, e, Z) # 0, pak 6(q,a, Z) = 0 pro
vSechna a € >;
2. prozadné g € Q,Z € I'a a € X U {e} neobsahuje d(q, a, Z) vice nez jeden prvek.
Rekneme, Ze L je deterministicky bezkontextovy jazyk (DCFL, struén&ji téZ determinis-
ticky jazyk), pravé kdyz existuje DPDA M takovy, ze L = L(M).

Podminka 1 vylucuje moZnost volby mezi krokem nezdvislym na vstupnim symbolu
(e-krokem) a krokem, kdy se ze vstupu Cte. Podminka 2 tika, Ze jak v ptipadé Cteciho
kroku, tak 1 pro e-krok, neexistuje vice nez jedna varianta, jak dale pokraCovat.

Lemma 3.73. Ke kaZzdému DPDA M lIze sestrojit DPDA N takovy, Ze L.(M) = L(N)

Diikaz. Tvrzeni se dokdze stejné jako analogické tvrzeni véty 3.39, ¢ast 2. (=). Z uve-
dené konstrukce je okamzité vidét, Ze je-li dany M deterministicky, pak i A/ simulujici
jeho Cinnost je deterministicky. U

Poznamka 3.74. Poznamenejme, Ze obracené tvrzeni k tvrzeni 3.73 obecné neplati (divody,
jak uvidime, jsou cisté technického, formalniho charakteru). Po vyprdzdnéni zdsobniku
nemuZe totiZ Zadny PDA (a tedy i DPDA) pokracovat ve vypoctu. Mame-li tedy dan takovy
jazyk L, Ze existuje slovou € L atéZuv € L,v # ¢, pak kazdy DPDA M akceptujici
prazdnym zasobnikem musi po precteni u akceptovat zastavenim s prazdnym zasobnikem.
Tatdz situace vSak nastane, ddme-li automatu M na vstup slovo uv: pak M toto slovo
nemtiZe docist do konce, a tedy M neakceptuje uv, tedy nerozpoznava L. Prikladem ta-
kového jazyka je dokonce konecny (tedy v Chomského hierarchii reguldrni) jazyk {a, aa}.
Pokud naopak L vySe uvedenou vlastnost nema (tj. neexistuje slovo u € L takové, Ze
rovnéZ uv € L,v # ¢), pak fikame, Ze L je bezprefixovy; z tohoto diivodu tedy DPDA ak-
ceptujici prazdnym zdsobnikem nemohou rozpoznavat jazyky, které nejsou bezprefixové.
Poznamenejme, Ze {a™b™| n > 1} je pfikladem bezprefixového CFL — tedy rozpoznatelny
DPDA prdazdnym zdsobnikem. Zkonstruujte jej! (srv. priklad 3.41)

Je ziejmé, Ze ani technika “testu dna zdsobniku” problém v pripadé DPDA nefesi —
determinismus neumoZiiuje hddat, zda byl jiZ precen posledni symbol ze vstupu. Pov§imnéme
si vSak, Ze pro kazdy L C ¥* a ¢ 3 je jazyk L.{-} bezprefixovy (symbol - hraje roli
eof, pokud vstup chapeme jako soubor — file).

V dalsim textu tedy budeme u kazdého DPDA predpoklddat, pokud nebude receno ji-
nak, Ze ke konci vstupniho slova je pridan znak (tzv. prava koncova znacka)-¢ .. Formalni
definici DPDA s pravou koncovou znackou (na vstupu) prenechdvame Ctenari jako cviceni.

Definice 3.75. Rekneme, Ze roziifeny PDA M = (Q,%,T,6, o, Zo, F) je determinis-
ticky (DPDA) jestlize jsou splnény tyto podminky:
1. Prozadnd g € Q,a € YU {e} a v € I'" neplati card(d(q, a,7)) > 1.
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2. Je-lid(q,a,a) #0,6(q,a,8) #0 a a # B, pak ani o neni pfedponou [ ani 5 neni
predponou .

3. Je-li 6(q,a,a) # 0 a 6(q,e,8) # (), pak ani « neni pfedponou B ani 5 neni
pfedponou .

Poznamenejme, Ze podminky 2 a 3 jsou formulovany vzhledem ke konvenci, ze
v konfiguracich piSeme vrchol zasobniku vlevo, tj. «, 8 jsou vrcholové fetézy v zasobniku.
Pti konvenci s vrcholem zdsobniku vpravo bychom museli v podminkdch 2 a 3 misto
“pfedpona’ pouzit “ptipona”.

Z definice 3.75 je vidét, Ze ve specidlnim piipadé, kdy rozsiteny PDA je “obycejnym”
PDA, uvedend definice souhlasi s definici 3.72. Poznamenejme téZ, Ze pokud je konstrukce
z diikazu lemmatu 3.45 aplikovana na rozsifeny PDA P, pak vysledkem bude DPDA kdyz

a jen kdyz P je rozSifenym DPDA.

Definice 3.76. (normalni forma (D)PDA) Rekneme, 7e DPDA M = (Q,%, 1,9, qo,
Zy, F') je v normdlni formé jestlize plati: je-li 6(q, a, X) = (p,~), pak bud (a) v = ¢ nebo
(b)y= X nebo (c)y=Y X pronéjaké Y € I'.

Identicky lze definovat normélni formu i1 pro (nedeterministicky) PDA. Uvedena
normalni forma tedy poZaduje, aby jediné povolené operace nad zdsobnikem byly od-
stranéni vrcholového symbolu ze zasobniku, nékdy téz zvana pop (viz podminka (a)) nebo
pridani jednoho symbolu, feknéme 7, na vrchol zasobniku, nékdy téZ znacend push (Z)
(viz podminka (c)); podminka (b) povoluje zménit pouze vnitini stav, a to bez zmény
zéasobniku.

Nésledujici dvé lemmata dokazuji, Ze k libovolnému DPDA (resp. i PDA) lze se-
strojit ekvivaletni DPDA (resp. PDA) v normalni formé (dtikazy pro PDA jsou kopiemi
dikazti pro DPDA a nejsou tedy uvedeny). Prvni lemma fikd, Ze v Zddném kroku DPDA
nemusi ukladat na z4sobnik vice neZ jeden symbol, protoZze namisto uloZeni fetézu sym-
boli je mozné tento fetéz ulozit na zasobnik postupné, symbol po symbolu, a to pomoci e-
krokud. Navazujici druhé lemma jiz konstruuje DPDA v normalni formé, tj. ukazuje navic,
ze DPDA nikdy neméni vrcholovy symbol — nanejvys nad néj jeden symbol ptidd (tedy
pokud vrcholovy symbol neni pfimo odstranén). Témto zméndm vrcholového symbolu se
vyhneme tim, ze DPDA si bude pamatovat vrcholovy symbol v konecné stavové fidici
jednotce a poZzadované zmény se budou odehrdvat pouze v ni.

Lemma 3.77. Ke kazdému DPDA M = (Q, %, 1,6, qo, Zy, F') existuje s nim ekvivaletni
DPDAN = (Q',%,T,¢,qo, Zo, F) takovy, Ze je-1i &' (¢, a, X) = (p,~), pak |y| < 2.

Diikaz. Je-li §(q,a,X) = (r,7) takové, ze |y| > 2, oznatme v = Y7 ...Y,,, pro n&jaké

n > 3. Pfidejme nové nekoncové stavy p1, ..., p,_o a 0 rozsifme na ¢’ takto:
5/((]7 CL,X) = (playn—lyn)a
8 (pise,Yn—i) = (pix1,Yn—i—1,Yn—i) pro 1<i<n-—3 a
6'(Pn—2,,Y2) = (r,Y1Ya).

Automaty M a N jsou evidentné ekvivaletni — jediny rozdil je v tom, Ze pokud N pfi éteni
symbolu a ve stavu ¢ md X na vrcholu zdsobniku nahradit fetézem v = Y7 ... Y,, a nabyt
stavu r, pak to neucini v jednom kroku, ale v n — 1 krocich. U



100 KAPITOLA 3. BEZKONTEXTOVE JAZYKY A ZASOBNIKOVE AUTOMATY

Lemma 3.78. Ke kazdému DCFL L existuje DPDA M = (Q,>,1',6,qo, Zo, F') v nor-
malni formé takovy, Zze L = L(M).

Diikaz. Necht L = L(M’) pro néjaky DPDA M’ = (Q', X, I, ¢, ¢}, Xo, F’) spliujici
podminky kladené na automat A/ v lemmatu 3.77. Sestrojime M, ktery bude simulovat
Cinnost M’ tak, Ze vrcholovy symbol na zdsobniku simulovaného automatu M’ se bude
uchovavat v mnoziné stavii simulujiciho automatu M.

Polozme Q = Q' x I, qo = [¢(, Xo], F' = F' xI", I' = 1" U{Zp}, kde Z je
novy symbol a definujme ¢ takto:

1. je-li§'(q,a,X) = (p,e), pak VY € I'" polozme 6([q, X],a,Y) = ([p, Y], €),

2. je-lid’(q,a,X) = (p,Y), pak VZ € I polozme d([q, X],a,Z) = ([p, Y], Z),

3. je-lid’(q,a,X) = (p,YZ), pak VIWW € I polozme 6([q, X],a, W) = ([p, Y], ZW).
Bod 1 iik4, Ze pokud M’ odstrani vrcholovy symbol, pak M téZ odstrani vrcholovy symbol
s tim, Ze novy vrchol si zapamatuje ve své mnoziné stavd. Bod 2 fikd, Ze pokud M’ zméni{
svij vrcholovy symbol, pak M zaznamendva tuto zménu pouze v mnozin¢ stavi. Konec¢né
3 fika, ze pokud zasobnik u M’ roste, pak M si odloZ{ pfislusny symbol na sviij zasobnik.

Nyni se snadno ovéii (indukci vzhledem k poctu krokl automatu), Ze plati:

(90, w, Xo) F (6, X1 X2 ... X)) <=
(g0, Xo,w, Zo) b (lg: X1, 6, Xa X5 ... X, Z0). Tedy L(M) = L(M’). O

3.4.2 Uzavérové vlastnosti deterministickych jazykua

V tadé (i praktickych) aplikaci je tfeba zjistit, zda dany jazyk L je (anebo neni) DCFL.
K diikazu, Ze je DCFL staci nalézt odpovidajici DPDA (alternativné 1ze zkonstruovat né¢jakou
tzv. LR gramatiku, kterymi se zde vSak nezabyvdme). Obricend situace, kdy chceme
pumping lemma, ale ¢asto L mtize byt CFL, ale ne DCFL. JelikoZ neni znamo zadné pum-
ping lemma, které by platilo specielné pro DCFL, musime se spolehnout jen na uzavérové
vlastnosti. Nastésti DCFL jsou uzavieny na nékteré operace, napiiklad vici dopliku, na
néZ CFL obecné uzavieny nejsou. V dal$im textu se na tfidu vSech deterministickych bez-
kontextovych jazyktli odvoldvame jako na “tfidu DCFL”.

Véta 3.79. Trida DCFL je uzavrena vzhledem k priniku s regularnim jazykem.
Dirikaz. Konstrukce DPDA akceptujiciho prinik CFL L a reguldrniho jazyka R je identicka
s konstrukei z ditkazu véty o uzavienosti tfidy CFL vuci priniku s regularnim jazykem (viz

3.61) — je-li M rozpoznévajici L deterministicky, je téZ determistickym i konstruovany
zasobnikovy automat rozpoznavajici L N R. [

Véta 3.80. Trida DCFL neni uzavrena vzhledem k operaci pruniku.

Diikaz. Snadno se nahlédne, Ze jazyky Lq a Lo v ¢asti (1) dikazu véty 3.60 o neuzavienosti
CFL vu¢i priniku jsou deterministické. O

Nyni budeme chtit ukazat, ze tfida vS§ech DCFL je uzaviena vici operaci dopliku.
V dukazu téZe vlastnosti pro regularni jazyky jsme jednoduse zaménili koncové a nekon-
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cové stavy v odpovidajicim deterministickém kone¢ném automatu. AvSak u DPDA tato
technika neni takto pfimocare pouzitelnd, a to hned ze dvou duvoda.
1. DPDA M nemusi vzdy docist vstupni slovo az do konce, a to z téchto diivodu:
(a) M se dostane do takové konfigurace, zZe dalsi krok neni definovan nebo
(b) M se dostane do nekone¢ného cyklu e-krokt, kdy pouze pracuje s (konecnym)
obsahem zédsobniku, aniZ by Cetl ze vstupni pésky. Jinak feceno, déla pouze e-
kroky, pii¢emz bud
i.  jeho zdsobnik neomezené roste nebo
ii.  zasobnik neroste neomezené, ale jeho obsah “cykli”, tj. po jistém poctu
kroku se jeho obsah opakuje.
Pokud M nedocte slovo az do konce, pak toto slovo neni akceptovdno a potiz
v téchto pripadech spociva v tom, Ze po pouhé zaméné koncovych a nekoncovych
stavl by takto modifikovany DPDA opét slovo nedocetl, tj. nepfijal.
2. DPDA M sice docte slovo az do konce, ale pak miZe jesté provést jistou posloupnost
e-krokd, pri které prochazi jak nekoncovymi, tak i koncovymi stavy. Zde je problém
v tom, Ze pokud M takto akceptuje, pak po zaméné koncovych a nekoncovych stavi
by modifikovany DPDA opét slovo akceptoval.
Nésledujici lemma 3.81 odstranuje problémy typu 1, problém 2 je feSen ve vété 3.82.

Lemma 3.81. Ke kazdému DPDA M existuje ekvivalentni DPDA M, ktery precte kazdé
vstupni slovo aZ do konce.

Diikaz. Potiz ad la odstranime celkem snadno. Pokud by M nedocetl slovo proto, Ze
vyprazdni svij zdsobnik, pouZijeme techniku “test dna zdsobniku” (viz dikaz véty 3.39
a poznamka 3.40), tj. M’ bude mit své vlastni dno Z{, nad né&jz si ulozi dno Z;, simulo-
vaného automatu. Jestlize M vyprazdni sviij zasobnik, M’ je schopen Cist své lokalni dno
7}, a na zakladg toho piejde do nové pfidaného (nekoncového) stavu d, v némz docte vstup
az do konce. Rovnéz pro kazdou kombinaci stavu, vstupniho symbolu (vCetné €) a vrcholu
zasobniku, pro kterou neni definovan dalsi krok, dodefinujeme tento krok pfechodem do
stavu d.

Problémy ad 1b vyzaduji ponékud vice dsili. Ozna¢me s = card(Q), ¢ = card(I') a
r = max{|y|; d(p,&, %) = (p',7),p,p" € Q,Z € I'} — 1. Tedy r udavd maximum, o
kolik symbold se mize zasobnik zvétsit pii jednom e-kroku. Nyni ukazme platnost tohoto
tvrzeni:

zasobnik neomezené roste pii e-krocich <= *)

béhem néjaké posloupnosti -krokt se jeho délka zvetsi o vice nez r.s.t
(*) = : evidentni (roste-li zdsobnik nade vSechny meze, pak vzroste i o vice nez r.s.t).
(*) <= : jestlize béhem né&jaké posloupnosti e-kroki zasobnik povyroste o vice nez r.s.t,
pak lze z této posloupnosti konfiguraci vybrat (pod)posloupnost v§ech konfiguraci takovych,
7Ze pri prechodu od i-té k 7+ 1-ni konfiguraci zdsobnik vzroste nad troven, kterou mél v ¢-té
konfiguraci (rostouci posloupnost vzhledem k délce zasobniku). Tato vybrand posloupnost
ma jisté délku vétsi nez s.t (viz vyznam konstant 7, s, t).

To ovSem znaCi, Ze mezi vybranymi konfiguracemi existuji alesponi dvé konfigu-
race kq a ko, které se shoduji svym stavem a svym vrcholovym symbolem, pficemz délka
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vyska zdsobniku

> r.s.t

- -

O

kl kQ

Obrazek 3.7: Vybrana podposloupnost konfiguraci pfi e-krocich.

zéasobniku je v ko vétSi nez v ky — viz obrazek 3.7. Jelikoz M je deterministicky, pak po-
sloupnost krokii, kterou provadél mezi k; a ko, bude dé€lat i nadale, a to ad infinitum. Tedy
zéasobnik poroste nade vSechny meze, ¢imZ jsme dokdazali tvrzeni (*).

K detekci chovéni typu 1(b)i staci tedy kontrolovat, zda se béhem néjaké neptetrzité
posloupnosti e-krokti nezvétsi délka zasobniku o vice nez r.s.t. Tuto kontrolu zabezpec¢ime
tak, Ze do kone¢n¢ stavové fidici jednotky pridame Citac c1, ktery miize nabyvat (kone¢né
mnoha) hodnot z intervalu (0, r.s.t) a s nimz simulujici M’ pracuje takto:

e kdykoli se precte symbol ze vstupu, cl se nastavi na 0;

e pii kazdém e-kroku se cl zvétSi/zmensi o hodnotu, o kterou se zvétSila/zmenSila
délka zasobniku;

e misto zapornych Cisel c¢1 nabyva hodnoty 0;

e pokud by mél c1 nabyt hodnoty vétsineZ r.s.t, pak simulujici M’ ptejde do “zéchytného
stavu d (nové pridany nekoncovy stav — viz tento dikaz, ¢ast ad 1a), v némz docte
vstup az do konce.

Tim je tedy odstranén problém ad 1(b)i.

Nyni se zabyvejme moznostmi detekce situaci ad 1(b)ii, tj. kdyZ béhem nekonecné
posloupnosti e-krokl zasobnik neroste neomezené. Jinak feceno, jeho délka nepresahne
urCitou mez. V priubéhu této posloupnosti zasobnik nemize vzrist o vice nez r.s.t, jinak
by totiZ rostl nade vSechny meze — viz tvrzeni (*). Nechf tedy pii této posloupnosti e-krokid
zasobnik nikdy neklesne pod droven h, a tedy nikdy nevzroste nad troven h+r.s.t. To vSak
znadi, 7e nejpozd&ji za s.(t+1)"5 krokt se musi dostat do alespofi dvou konfiguract, které
se shoduji svym stavem i (celym) obsahem zdsobniku nad hranici h.

Pro detekci chovani typu 1(b)ii tedy pfidime dalsi ¢itaC ¢2, ktery miiZe nabyvat
hodnot z intervalu (0, s.(t + 1)) a ktery bude uchovdvat pocet provedenych e-krokd:
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jestliZze bude vynulovén citac cl, nastavime na 0 i ¢ita€ ¢2 a pii kaZzdém e-kroku zvétSime
¢2 o jedni¢ku. Pokud by mélo dojit k preteCeni ¢2, prejde simulujici DPDA M’ opét do
zachytného stavu d, v némz docte vstup az do konce.

Formalni popis simulujiciho M’ rozsifeného oproti M o moznost testu dna (tj. novy
pocétecni stav, nové dno zdsobniku Z(, a zachytny stav d) a o &itace cl a ¢2 je vynechdn a
1ze jej nalézt v doporucené literature. U

Véta 3.82. Trida deterministickych bezkontextovych jazykii je uzavrena viici dopliiku.

Diikaz. Méjme libovolny DCFL L a bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze L. =
L(M), pro néjaky DPDA M = (Q, %, T, 6, qo, Zo, F') spliiujici podminky lemmatu 3.81.
Sestrojme DPDA M'’, ktery ma rozpoznavat doplnék jazyka L.
Idea konstrukce: M’ bude simulovat ¢innost M, pfi¢emz musime mit na zfeteli problém
2 uvedeny v diskusi pfed lemmatem 3.81. Stavy budou nyni dvojice z @ x {p,n, f}, kde
smyslem druhé komponenty ve stavu [g, ] je zaznamenat mezi dvéma ¢tecimi kroky, které
mohou byt prolozeny posloupnosti e-krokt, zda M prosel ¢i neprosel koncovym stavem.

Pokud od posledniho ¢teni vstupniho symbolu M prosel pii posloupnosti e-krokt
koncovym stavem, pak druhd komponenta M’ je rovna p (proSel koncovym stavem), v opac-
ném piipadé je n (neproSel koncovym stavem) — viz nize definice §’, bod 4a.

Simulaci, kdy M ma &ist vstupni symbol, popisuje bod 4b niZe uvedené definice ¢'.
Ma-1i M’ ma ve své druhé komponenté piiznak p, pak M’ simuluje krok automatu M a
v zavislosti na tom, zda M se timto krokem dostane do koncového ¢i nekoncového stavu,
M’ aktualizuje svoji druhou komponentu na p ¢i n. Pokud na vstupu jiz zddny symbol
neni, sdimulujici M’ konéi ve stavu [q, p] ¢ F' pro n&jaké q.

Je-li druhd komponenta rovna n, pak M’ ji nejprve zméni pii e-kroku z n na f. Poté
M/ opét simuluje krok automatu M a aktualizuje druhou komponentu na p &in v zdvislosti
na tom, zda novy stav simulovaného M je ¢i neni koncovy. Poznamenejme, Ze pokud na
vstupu jiz zadny symbol neni, M’ skon&f svoji ¢innosti ve stavu [q, f] € F’ pro néjaké gq.

Formalné definujme DPDA M’ = (Q', 3,1, ', (), Zo, F'), kde

L Q ={lg,#]lqeQ*ec{pn,f}},

[90,p] je-liqo € F,
[90,m] je-ligo & F,

3. F'={lq, flla € Q},

4. ¢ je pro vSechna ¢,¢' € @ a a € X definovana takto:
(@) jelid(g,e, Z) = (q',7), pak

(g, Pl e, Z2) = (l¢',pl,7) a

’ _ ) (dpliy) jeliq’ € F,
“[q’”]’g’z)‘{ (¢ m)7) jeliq ¢ F,

2. ¢, =

(b) jelid(g,a,2)=(q,7), a € X, pak
5.l 2) = (. 1. 2) a
5 (0.9 a, 2) = (g, fla, 2) = 4 \OoPh7) Jelid € F

([¢"sn],v) Jjeliq" & F.
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Ukazme nyni, ze L(M’) je dopliikem L(M). Nechf ajas...a, € L(M). Pak M
vejde do koncového stavu (n€kdy) po precteni a,,. V tomto pfipadé bude druha kompo-
nenta M’ nastavena na p (a to piedtim, neZ by M’ mohl &ist néjaky vstup za a,,). Tedy
M’ nebude akceptovat, tj. schopen vejit do stavu s druhou komponentou f (pokud a,, je
poslednim vstupnim symbolem).

Je-li naopak ajas...a, ¢ L(M), pak (dle lemmatu 3.81) M’ po pfecteni a,, musi
po jisté dobé¢ prestat délat e-kroky a chtit ¢ist dalSi vstupni symbol. V této situaci je vSak
druha komponenta M’ rovna n, protoze ajas...a, ¢ L(M). Na zdkladé pravidla 4b
v definici ¢’ bude M’ akceptovat (a to pied eventuelnim pokusem o ¢teni dal$iho vstupniho
symbolu). Celkem tedy L(M') = —=L(M). O

Dusledek 3.83. KaZdy DCFL je akceptovan néjakym DPDA, ktery v koncovém stavu
ned€la Zadné e-kroky.

Diikaz. Tvrzeni je implicitné obsazeno v dikazu vyse uvedené véty 3.82 — v Zadném kon-
covém stavu (tj. s druhou komponentou rovnou f) neni mozny zadny e-krok (6’ neni pro
tento piipad definovana). U

Dusledek 3.84. Trida DCFL neni uzaviena vzhledem ke sjednoceni.

Diikaz. Plyne okamzit€ z uzavienosti DCFL vuci dopliiku (viz véta 3.82), neuzavienosti
vuci praniku (viz véta 3.80) a De Morganovych pravidel. U

Priklad 3.85. Uzavrenosti DCFL vii¢i dopliiku Ize nékdy vyuZit k diikazu, Ze dany CFL
neni deterministicky.

Ukazme, L = —{a"b"c" | n > 1} nenif DCFL. Rozborem po pripadech, kdy w ¢
{a™b™c™ | n > 1}, se snadno nahlédne, Ze L je CFL: pfipad w ¢ a*b*c* je popsatelny
pomoci reguldrniho jazyka — ty jsou uzavieny vzhledem ke dopliiku; pripady typu, kdy
w € a*b*c*, ale poc¢et symbolii a je riizny od poctu symbolii b atd jsou popsatelné pomoci
CFL/PDA. Diky uzavrenosti CFL na sjednoceni dostdvame, Ze L je CFL. L vsak nemiiZe
byt DCFL: kdyby tomu tak bylo, pak by (diky uzavienosti na dopln¢k) musel byt DCFL i
jazyk =L = {a™b"c"™ | n > 1}, ktery vSak neni ani CFL.

Podobné Ize ukézat, Ze napiiklad ~{ww| w € {a,b}*} je CFL (najdéte pro néj
CFQG), ktery vSak neni DCFL.

Dusledek 3.86. Trida DCFL tvoii vlastni podtiidu tfidy bezkontextovych jazyka.
Diikaz. Viz L = —{a™b"c™ | n > 1} z pravé uvedeného piikladu 3.85. O



Kapitola 4

Turingovy stroje a jazyky typu 0

Cilem této kapitoly je definovat a prozkoumat vlastnosti nejsilnéjSiho z doposud uvazovanych
vypocetnich modelti — Turingova stroje. Je pojmenovan podle matematika Alana Turinga,
ktery ho v roce 1936 definoval. Turingliv stroj dokéaze realizovat libovolny proces, ktery 1ze
intuitivné nazvat algoritmem. Ve skutecnosti, jak ukdZeme pozdéji, je smysluplné definovat
pojem algoritmicky feSitelny pravé jako feSitelny Turingovym strojem.

4.1 Turinguv stroj: model a jeho definice

Neformalni popis

Turinglv stroj byl navrZen dlouho piedtim, nez se objevil prvni pocitac. Motivaci pro jeho
definici byla snaha piesné rozliSit co je a co neni vycislitelné, tj. co 1ze a co nelze efek-
tivné vypocitat. Z toho vyplynuly zdkladni poZadavky: zaprvé, kazdy vypocet se musi dat
reprezentovat koneCnym zptsobem. Zadruhé, vypocet se ma skladat z diskrétnich kroki,
pficemz kazdy z nich je mechanicky realizovatelny.

Turinglv stroj (anglicky Turing machine, zkracené TM) mé kone¢nou mnoZzinu stavi

Q, pasku, kterd je rozd€lena na jednotliva policka, a hlavu, ktera se miize po pasce pohybo-
vat doleva a doprava, Cist a zapisovat symboly. Na kazdém policku péasky je zapsan pravé
jeden z konecné mnoha paskovych (pracovnich) symbold.
Péska je jednosmérné nekonecnd. Na nejlevéjsim (nultém) policku je zapsan specidlni sym-
bol >, oznacujici levy konec pasky. Na zacatku vypoctu je na prvnim aZ n-tém, n > 0,
policku pasky zapsan vstupni fetéz (vstupem tedy muiZe byt i prazdny fetéz). Ostatnich
nekonecné mnoho policek napravo od vstupu je prazdnych — tuto skuteCnost vyjadiime
pomoci specidlniho znaku L.

Vypocet zacind v pocateCnim stavu ¢y, pficemz hlava snimd nulté policko obsa-
hujici levou koncovou znacku >. Krok vypoctu spocivd v tom, Ze stroj v zavislosti na
momentéilnim stavu a symbolu snimaném hlavou

1. zméni svij stav (Ci presnéji mize zménit),
2. zapiSe symbol na policko snimané hlavou (¢imz prepiSe symbol, ktery tam byl zapsan

predtim) a

3. posune hlavu o jedno poli¢ko doprava, nebo doleva.

105
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nekonecna

>lalblalb|b|U|U

vstupni paska

Cteci/zapisovaci hlava

|

koneclné stavova

fidici jednotka

Obrazek 4.1: Turingiiv stroj

Zpusob, jakym se ma zménit stav, pfepsat symbol a posunout hlava, pfedepisuje prechodova
funkce 0. Stroj akceptuje vstupni fetéz, pravé kdyz prejde do specidlniho akceptujiciho
Stavu Gqccept- Stroj zamita praveé kdyz piejde do specidlniho zamitajiciho stavu gr.cject-
Na nékterych vstupech miize vypocet béZet nekonecné dlouho, aniz by stroj vstupni slovo
akceptoval, nebo zamitnul. V takovém ptipadé fikdme, Ze stroj pro dany vstup cykli.

Formalni definice Turingova stroje

Formdlné, Turingtv stroj (TM) je 9-tice M = (Q, X, ', >, U, 6, 9o, accept, Greject) kde:
e () je kone¢nd mnozina stavii;
e 3 je konecna mnoZina vstupnich symbolii;

e ['je kone¢na mnozina paskovych (pracovnich) symbolii, obsahujici jakou svou podmnozinu

abecedu X;

e > c I'\ X je levd koncova znacka;

e LI €T\ X je symbol oznacujici prazdné policko;

o :(Q\ {Gaccept; Greject}) X I' = Q x I' x {L, R} je totalni pfechodova funkce;

e ¢o € () je pocatecni stav;

® Guccept € @ je akceptujict stav;

® Greject € Q) je zamitajici stav;
Navic pozadujeme, aby Turinglv stroj nikdy nepiepsal levou koncovou znacku jinym sym-
bolem a aby nikdy neposunul svou hlavu vlevo od poli¢ka obsahujiciho levou koncovou
znaCku. Formalné, pozadujeme aby pro kazdé q € () existoval stav p € () takovy, Ze

6(q,>) = (p,>, R).

Mnozina stavii spolu s pfechodovou funkci se nékdy souhrnné oznacuje jako ridici jednotka
Turingova stroje.

Konfigurace a vypocet

Abychom mohli pfesné definovat pojem vypoctu, potfebujeme, podobné jako u zdsobnikovych

resp. kone¢nych automatt, definovat nejdiive pojem konfigurace. Konfigurace obsahuje
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kompletni informaci o0 momentalnim stavu vypoctu Turingova stroje, tj. o stavu fidici jed-
notky, o poloze hlavy na pasce a o obsahu pésky. V libovolném okamziku vypoctu je na
pasce zapsan fetéz tvaru yLI“, kde y € I'* (mé kone¢nou délku!) a symbol LI“ znali ne-
konecny fetéz

0

I kdyZ paska Turingova stroje je nekonecnd, dokaZeme vZdy jeji obsah jednoznacné popsat
koneénym fetézem: staci totiz specifikovat obsah neprazdnych policek (a téch je konecné
mnoho).

Formalné, konfigurace je prvek mnoziny @ x {yL“ | y € I'*} x Nj. Konfigurace
(q, z,m) specifikuje, Ze Turingliv stroj je ve stavu g, obsah pasky je z a hlava snima n-té
policko zleva, n > 0.
Pocatecni konfigurace stroje M pro vstup w € X* je konfigurace

(qo, >wl?, O).
Akceptujici konfigurace je kazdéa konfigurace tvaru

(Qaccept )y %5 n) 9

kde z € I'*, n € Ny. Podobné zamitajici konfigurace je kazda konfigurace tvaru

(qreject7 2, n)

Na mnoziné vSech konfiguraci Turingova stroje M definujeme binarni relaci krok
vypoctu, oznacujeme }7 Pro libovolny fetéz z (i nekoneény) nad abecedou I', necht z,
oznaluje n-ty symbol Fetézu z (zo oznaluje nejlevéjsi symbol fetézu z). Ddle necht s}’ (z)
oznacuje fetéz, ktery ziskame tak, Ze v z nahradime symbol z,, symbolem b. Pak relace

‘7 je definovana predpisem

+1) prod(p,z,) = (q,b, R)

(Q7 Sp n
(p ) %5 n) ‘_ n
M (Q7 Sb (Z),’)’L— 1) pro 5(p7 Zn) = ((L b7L)
Analogicky jako v 3.37 definujeme I% a lL, resp. |— a |L
Vypocet Turingova stroje M na vstupu w je posloupnost konfiguraci Ko, K1, K> . ..
takova, Ze
e K je pocatecni konfigurace stroje M pro vstup w a
 K; {5 Kit1 pro vSechna i > 0.
Vypocet miize byt konecny ale i nekonecny.
Stroj M akceptuje vstupni fetéz w € X* pravé kdyz vypocet M na w je konecny a

posledni konfigurace vypoctu je akceptujici, tj. pravé kdyz

(QO7 le—lw7 O) ’% (QGcceph Z, n)

Stroj M zamitd vstupni fet€z w € X* pravé kdyz vypocet M na w je konecny a posledni
konfigurace vypoctu je zamitajici, tj. praveé kdyz

(qg, l>w|_|°", 0) ’% (qrejecta 2, n)
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Stroj se zastavi na vstupu w pravé kdyz vypocet M na w je konecny, tj. pravé kdyz M
akceptuje anebo zamita w. Samoziejm¢, muZe nastat situace, kdy vypocet M na w je
nekonecny, tj. stroj vstupni fetéz ani neakceptuje, ani nezamita. V takovém ptipadé fikame,
Ze stroj pro vstup w cykli.

Turingtliv stroj se nazyva tplny, pravé kdyz se pro kazdy vstup zastavi.

Jazyk akceptovany Turingovym strojem M oznaCujeme L (M) a definujeme jej jako
mnozinu fetézl, které M akceptuje, tj.

L(M) ={w € ¥* | M akceptuje w}.

Specidlng, jestlize M je dplny, pak fikdme, Ze jazyk L(M) je rozhodovany strojem M
nebo Ze stroj M rozhoduje jazyk L(M).

Priklad 4.1. Navrhnéme Turingiiv stroj rozhodujici jazyk L = {a"b"c"™ | n > 0}, ktery
neni bezkontextovy. Stroj nejdiive posouvd svou hlavu aZ na konec vstupniho retézu a
kontroluje, zda retéz zapsany na pdsce je tvaru a*b*c*. Pritom viibec neméni obsah pasky
(formdlné: zapise vzdy ten symbol, ktery precetl). Poté, co hlava piecte prvni prazdné
policko (formdlné: policko obsahujici symbol L), zacne se posouvat doleva aZ na levy
konec pdsky. Nasleduje cyklus, ve kterém hlava ,,vymaZe* (prepise symbolem X ) jeden
symbol a, jeden b, jeden c a vréti se na levy konec pasky. Pokud vstupni fetéz patii do
jazyka L, stroj nakonec vymaZe na pasce vSechny symboly a, b, ¢ a akceptuje. V opacném
pfipadé vstup zamitne.
Necht M = (Q,%,T',>,1,0,qo, qa, G- ), kde

Q =1{90,91,92, 93,94, 95,96, Ga> Gr }»
Y ={a,b,c},
r=u{s,u,X}.

Prechodova funkce je ur¢ena touto tabulkou:

> a b c L X
q0 (QO’ DaR) (QO7a7R) (qlab? R) (QQ,C, R) (Q3,|_|,L) -
7 - (@, — =) (@,0,R)  (q2.¢,R) (g3,U, L) -
92 - (@, = =) (@— =) (@,¢R) (¢3U,1L) -

g3 (Q4,[>,R) (Q3,G,,L) (q37b7 L) (Q3,C, L) (Q3,|_|,L) (Q37X7 L)

g4 - (Q57X7R) (qra_a_) (qra_a_) (Qaa_,_) (Q4,X,R)
a5 - (Q57a7R) (QG7X,R) (qr7_7_) (QTa_,_) (Q55X7R)
g6 - - (QGab7R) (Q3,X7L) (qTa_,_) (QG7X7R)

Symbol ‘=" v tabulce vyjadruje, Ze neni podstatné, co se zapiSe na uvedené misto (miiZeme

tam doplnit cokoli vyhovujici definici). Vypodet stroje M na vstupu a*b*c? je
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qo, >aabbec ) 0) qo, >aabbecl 1, 1) qo, >aabbecl ) 2)

qo, >aabbecl ), 3) q1, >aabbecl ), 4) gz, >aabbecll” | 7)

qs, >aabbecl ), 6) q4, >aabbec ), 1)

g6, >XaXbecl 1, 4) q3,>XaXbXcl ¥, 4) qa,>XaXbXcl, 1)

FRTTT

g5, >X X XbX L, 3) g6, > XX X X XL, 5)

(
(
(g5, >Xabbccl ¥, 2)
(
(g3, > XXX XX XU, 5)
(

v%%?%?

( = (
( = (
( - (
( - (
( = (
(g1, >X XXX XXU2, 1) 2 (

qa, DX XXX XX1I¥T) Ga, DX X XXX X1, T)

Rekursivni a rekursivné spocetné jazyky
Jazyk L. C ¥* nazyvame

rekursivné spocetny (Recursively enumerable, RE) pravé kdyz L = L(M) pro néjaky

Turingtv stroj M;

rekursivni (Recursive, Rec) pravé kdyz L = L(M) pro néjaky dplny TM M.
Ke kazdému rekursivnimu jazyku L existuje Turinglv stroj, ktery ho rozhoduje, tj. vypocet
na kazdém vstupnim slovu je kone¢ny. Rekursivné spocetny jazyk musi spliiovat slabsi
podminku: musi pro néj existovat Turinglv stroj, ktery ho akceptuje, tj. akceptuje kazdé
slovo z L, ale vypocet na slovu nepatficim do L miiZze byt bud zamitajici, nebo nekonecny.

Rozhodnutelné, nerozhodnutelné a c¢astecné rozhodnutelné problémy

Problém, kdy se ma urcit, zda fetéz w ma vlastnost P, nazyvame

rozhodnutelny pravé kdyz mnozina vSech fet€zii majicich vlastnost P je rekursivni,
tj. existuje uplny Turingiv stroj M, ktery akceptuje kazdy fetéz majici vlastnost
P a zamitne kazdy fetéz, ktery tuto vlastnost nema (M rozhoduje jazyk obsahujici
pravé vSechna ta slova, kterd maji vlastnost P);

nerozhodnutelny pravé kdyz neni rozhodnutelny;

castecné rozhodnutelny (semirozhodnutelny) pravé kdyz mnozina vSech fetézii majicich

vlastnost P je rekursivné spocetnd, tj. existuje Turingtiv stroj, ktery akceptuje kazdy
fetéz majici vlastnost P (a zamit4 anebo cykli pro fetéz nemajici vlastnost P).

Namisto ,problém urcit, zda fetéz w ma vlastnost P je rozhodnutelny (¢astec¢né rozhodnu-

telny)* zkracené fikame, Ze vlastnost P je rozhodnutelna resp. Ze problém P je rozhodnu-

telny (CasteCné rozhodnutelny).

Ackoli vlastnost rekursivni resp. rekursivné spocetny vypovidd o mnoZinich, zatimco roz-

hodnutelnost resp. semirozhodnutelnost je vlastnost problémd, jsou oba pojmy tzce spjaty.

Plati mezi nimi tato ekvivalence:

P je rozhodnutelny jazyk {w | w ma vlastnost P} je rekursivni

L je rekursivni problém ,w é L** je rozhodnutelny

P je semirozhodnutelny jazyk {w | w ma vlastnost P} je rekursivné spocetny

rree

L je rekursivné spocetny problém ,w € L* je semirozhodnutelny
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Turingovy stroje a funkce

Na Turingovy stroje miZeme nahliZet nejen jako na automaty, které akceptuji jazyky, ale i
jako na zarizeni pocitajici (vycCislujici) funkce na mnoziné fetézl (slov) nad néjakou abe-
cedou, pfipadné téZ i na mnoZiné ptirozenych Cisel. Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze
pfirozena Cisla budeme reprezentovat v unarni ¢iselné soustavé, tj. ¢islo ¢ € Ny zapiSeme
jako fetéz 0° (nulu reprezentujeme prazdnym fetézem). Uvazujme funkci arity k; jejich k
argumentd i1, is, . . ., i, miZzeme jednozna¢né reprezentovat fetézem 071 1021 . .. 10%*.
Turinglv stroj M pocitd funkci f : NE — Ny pravé kdyz M akceptuje vstupni

fetéz 0°110%21...10% a obsah jeho pasky v akceptujici konfiguraci je >0™1*, kde m =
f(i1,ia,...,ix). Nevylucujeme moznost existence vstupu tvaru 01 1...10%, ktery TM
zamitne anebo pro ktery cykli, resp. ktery akceptuje, ale nevypocte Zddnou hodnotu (obsah
pasky neni pozadovaného tvaru). Podotykame, Ze jeden Turingliv stroj mize pocitat funkci
jedné proménné, jinou funkci dvou proménnych atd.
Funkee f : N} — Ny se nazyva

castecné rekursivni pravé kdyz existuje Turingliv stroj pocitajici funkci f;

rekursivni pravé kdyz existuje Turingliv stroj pocitajici funkci f a navic funkce f je

totalni.

Hodnota ¢astecné rekursivni funkce nemusi byt definovédna pro vSechny vstupni argumenty.
Vsechny béZné aritmetické funkce, jako napiiklad soucet, nasobeni, faktoridl, jsou rekur-
sivni. Pfirozenym zpisobem Ize definici rozsifit i pro funkce nad libovolnym jinym de-
finicnym oborem a oborem hodnot. Zejména tedy miZzeme definovat fuknce typu >* x. .. x
>* — ¥* nad fetézci (slovy) nad néjakou abecedou ¥, které mizeme povazovat za (jed-
nosmérné) seznamy znakd abecedy. Takto lze snadno definovat obvyklé funkce zietézeni
(slov, seznamti) a dalsi standardni funkce pro praci nad seznamy, jako napiiklad head, tail,
cons, append a dalsi.

4.2 Metody konstrukce Turingovych stroju

Turingliv stroj miZeme programovat podobné jako pocita¢. Tim, Ze urcujeme piechodovou
funkci Turingova stroje, piSeme pro néj vlastné program. Abychom byli schopni naprogra-
movat i komplikované Turingovy stroje, uvadime nékolik triki resp. konceptualnich pojmu,
které mohou tento dkol ucinit snadnéjSim.

Zapamatovani v ridici jednotce

Prostfednictvim stavu si Turinglv stroj miiZe zapamatovat kone¢né mnoho rtiznych infor-
maci. V takovém piipadé je vhodné zapisovat (pojmenovat) stav jako usporddanou dvojici.
Hodnota v prvni sloZzce fidi ¢innost stroje; ve druhé sloZce je uloZena informace, kterou
si stroj potfebuje zapamatovat. Definice Turingova stroje ziistdvd nezménéna, stav jako
usporadand dvojice je jenom naSe vlastni interpretace (oznaceni).

Priklad 4.2. Méjme jazyk L slov nad {a, b}, které zaCinaji a kon¢i stejnym symbolem, tj.:

L ={zux |z € {a,b}, u € {a,b}*} U{a,b}.
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Turingtiv stroj M precte prvni symbol vstupniho fetézu a zapamatuje si ho ve svém stavu
— zméni stav na [q1,a] resp. [q1,b]. Dale posouva hlavu doprava, dokud nenarazi na
prazdné policko. Posune hlavu o jednu pozici doleva a akceptuje prdavé kdyZ symbol za-
psany na snimaném policku je shodny se symbolem, ktery si zapamatoval ve svém stavu.
Formadlné, M = (Q,X,T', >, 1,0, S, Gaccept s Qreject ). kde

Q = {5, Gaccept, Greject: (a1, al, [q2, al, [q1,b], [q2, 0]},

¥ = {a,b},
'=Xu{>,U}.
Prechodova funkce je urcena tabulkou:
> a b LJ
S (57[>7R) ([(h:a]aaa R) ([th]aba R) (QTejeCt7_7_)
g1, a] - (lgr,al,a,R)  (lg1,a],b,R)  ([g2,a],U, L)
(91, b] - (lgr, 0, a, R)  (la1,b],0,R)  ([g2,b],U, L)
(g2, a] - (daccept: = =) (rejects —> —) -
g2, b] - (@rejects = =) (Gaccepts = —) -

Oznacovani symbolu

Oznacovani symboll je uziteCny trik, ktery najde uplatnéni predevsim v situacich, kdy
potfebujeme porovnat jisté skupiny symboli. Pouziti techniky ilustruje piiklad 4.1. V ném
se symbol, ktery uz byl ,zapocten™, oznacil (tj. pfepsal symbolem X). Jiny zptsob uZziti
této techniky ilustruje nésledujici priklad.

Priklad 4.3. Nechf L = {w | w € {a}*, |w| = 2™, n > 1}. Turingiiv stroj akceptujici
jazyk L miiZe postupovat tak, Ze oznaci polovinu symbolii na pasce a druhou polovinu
nechd neoznacenu. Realizace je takova, Ze prochazi slovo zleva doprava a kazdy druhy
symbol a prepiSe symbolem A. Pak posune hlavu na zacatek pasky. V dalsim prichodu se
stroj znovu snaZi prepsat polovinu doposud neoznacenych symbolii a atd. Pokud je délka
vstupniho slova mocninou 2, stroj dojde do situace, kdy na pdsce je jenom jeden symbol
a a akceptuje. V opacném pripadé nastane nékdy béhem vypoctu situace, ve které se stroj
snaZi rozdélit na dvé stejné poloviny retézec liché délky; stroj zamitne.
Formalné, M = (Q,X,I',>,U,0, 5, accept s qreject ), kde

Q= {37 l,n, kaEa Qaccept Qreject},

% ={a},

'=Xu{>,u,A}
Prechodova funkce je ur¢ena tabulkou:

> a A U

(s,>, R) (I,a,R) (s,A,R) (n,U,L)

— (s, A, R) (l,A;R) (k,U,L)
n (s,>, R) (n,a, L) (n,A, L) —
k - (k,a, L) (k,A, L) -
k (Qaccept, ) —) (Qreject, - —) (E, A, L) -

Otazka 4.4. Modifikujte stroj M tak, aby rozhodoval jazyk L.
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Nasobné stopy

Predstavme si, Ze Turinglv stroj ma ,Sirokou™ pasku, ktera je rozd€lena na k stop, pro libo-
volné konecné k. Situace pro k = 3 je naznaCena na obrazku 4.2. Pracovni abeceda stroje
obsahuje k-tice symbold, jeden znak pro kazdou stopu. Pro lepsi ndzornost je na obrazku
k-tice symboll zapsana ve svislé poloze a jednotlivé polozky jsou oddéleny vodorovnou
carou.

Obrazek 4.2: Paska se 3 stopami

Priklad 4.5. Sestrojme Turingiiv stroj, ktery jako vstup dostane prirozené Cislo zapsané
v bindrni soustavé. Akceptuje pravé kdyZ vstup je prvocislem. Stroj ,,rozdéli* svou pdsku
na tfi stopy tak, Ze svou hlavu posouva doprava a symbol 1 (0) prepiSe symbolem [1, L, L]
([0, L, L]). Na druhou stopu postupné piSe bindrné &isla 2, 3, 4,. .. Pro kaZdé ¢&islo i zapsané
na druhé stopé testuje, zda ¢ d€li vstup. Provadi to tak, Ze od vstupu opakované na tieti
stopé odecita i. Na obrazku 4.2 je zachycena situace, kdy TM testuje, zda-li Cislo 47 je
prvocislem. Na druhé stopé je zapsano cCislo 5, které uz dva krat odecetl od 47 a proto na
tieti stopé je zapsdno 37.

Podprogramy

Podobné jako v programovdni, je i pfi konstrukci Turingova stroje vyhodné pouZzit ,modu-
larni** piistup, tedy pfistup shora dolt. Turingliv stroj dokaze simulovat libovolny typ pro-
cedury, s jakou se mizeme setkat v béznych programovacich jazycich, véetné rekursivnich
procedur a riiznych zpuasobu predavani parametri. Trik je v tom, Ze miZeme napsat pro-
gram Turingova stroje, ktery budeme vyuzivat jako proceduru. Program ma specifikovany
pocatecni a koncovy stav. Pro koncovy stav neni zatim definovin Zadny pfechod. KdyzZ Tu-
ringlv stroj chce zavolat tuto proceduru, udéla to tak, Ze piejde do jejitho pocate¢niho stavu.
Samoziejmé predpoklddame, Ze stavy procedury jsou disjunktni se stavy Turingova stroje.
Navrat z procedury se realizuje prechodem z koncového stavu procedury do uréeného stavu
Turingova stroje, ktery byl naptiklad zapsan na pasku jako ,navratova adresa®.

4.3 Modifikace Turingovych stroju

Jednim z argumentd pro to, aby Turinglv stroj byl povazovan za obecny model vypoctu, je
jeho robustnost. Mnohé modifikace TM, které se na prvni pohled zdaji byti silnéjSimi nebo
naopak slabsimi, jsou ve skutecnosti vypoctové ekvivalentnimi, tj. akceptuji (i rozhoduji)
stejnou tiidu jazyka.
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Turinguv stroj s obousmérné nekone¢nou paskou

Jednim z nejjednodussich rozsifeni Turingova stroje je obousmérné nekonecnd paska. Jak
vyplyva z jeho ndzvu, paska je nekonecna jak smérem doprava, tak i doleva. Jeho vypoctova

sila je stejnd ve srovnani se zakladnim modelem TM. Turingtiv stroj simulujici TM s obousmérné
nekonecnou paskou bude mit dvé stopy: jedna bude reprezentovat policka vpravo od policka,
které se Cte na zaCatku vypoctu (vCetné tohoto poli¢ka), druhd bude v obraceném poradi
reprezentovat policka vlevo od pocatecCniho policka. Vztah mezi obéma stroji je naznacen

na obrazku 4.3. Policko, na které ukazuje Sipka, bylo Cteno na zacatku vypoctu.

Obrazek 4.3: Simulace obousmérné nekonecné pasky jednosmérné nekonecnou paskou.

Turinguyv stroj s vice paskami

Vicepaskovy Turinglv stroj se sklada z fidici jednotky, ktera ma % hlav na £ (jednosmérné
nekonecnych) paskach; k£ je pevné dané prirozené Cislo. Na zacatku vypoctu je vstupni
fetéz zapsan na prvni pasce. Ostatni pasky maji na nejlevéjSim policku zapsan symbol
> (levd koncova znacka) a zbylé policka jsou prazdné (obsahuji symbol LI). V jednom
kroku vypoctu stroj precte k£ symboll zapsanych na polickach snimanych £ hlavami. Na
zékladé této informace, a v zdvislosti na svém stavu, stroj zapiSe novy symbol na kazdé
snimané policko, zméni sviij stav a kaZdou z k hlav bud posune (doprava nebo doleva)
anebo nezméni jeji pozici. Pfechodova funkce k-paskového TM je zobrazeni mnoziny (@ \
{qaccepts @reject }) X I'* do mnoziny Q x I'* x {L, R, S}* (symbol S vyjadiuje skute¢nost,
ze pozice hlavy se neméni).

Priklad 4.6. Sestrojme dvoupaskovy Turingiiv stroj rozhodujici jazyk
L={a"" |n>0}.

Jazyk L obsahuje slova nad abecedou {a, b} takovd, Ze pocet symbolii b je druhou mocni-
nou poctu symbolii a.
Vypocet Turingova stroje M na vstupu w bude probihat podle tohoto schématu:

1. Stroj soucasné posouva obé hlavy doprava a na druhou pdsku zapisuje symbol A,
dokud na prvni pasce nenarazi na prvni symbol b (stav q). Druhou hlavu posune na
zacatek pasky (stav n).

2. Druha hlava hleda symbol A (stav h 4 ); kdyZ ho najde, prepiSe ho symbolem B (stav
n 4 ) a presune se na zacdtek pdsky.
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3. Obé hlavy se soucasné posouvaji smérem doprava (stav o), dokud druhd hlava nena-
razi na prvni symbol L.
4. Druha hlava se posune na zacatek pasky (stav n) a vypocet pokracuje bodem 2.
5. K akceptovani dojde, kdyZ jsou soucasné splnény tyto podminky:
(a) obé hlavy soucasné precetly symbol LI a
(b) vSechny symboly A na druhé pasce byly prepsany symbolem B (toto se ovéri
ve stavu k).
Formalné, M = (Q,X,T',>,U, 0, S, qaccepts Qreject ). kde
Q= {(LTL, ha,na,o,k, Qaccept,qTeject},
Y ={a,b},
r=xu{r,u,A, B}.
Prechodova funkce je urcena takto:

d(g,>,>) = (¢,>,>, R, R) d(na,b,B) = (na,b,B,S, L)
d(q,a,U) = (q,a,A, R, R) d(na,b,r>) = (0,b,>>,5, R)
d(q,b,) = (n,b,U, S, L)

d(o,b,B) = (0,b, B,R, R)

d(n,b,A) = (n,b,A,S,L) d(o,b,A) = (0,b, A, R, R)
d(n,b,B) = (n,b,B, S, L) d(o,b,1) = (n,b,U, S, L)
d(n,b,>>) = (ha,b,r>, 5, R) d(o,,U) = (k,U,L, S, L)

d(ha,b,B) = (ha,b,B,S,R) é(k,u,B) = (k,U,B,S, L)
5(ha,b, A) = (na,b, B, S, L) 5(k, U, ) = (qaccept, s >, 5, S)

Pro vsechny ostatni kombinace (stav, tené symboly) definujeme hodnotu funkce ¢ jako
prechod do zamitajiciho stavu q,.cject -

Necht K je k-paskovy TM. UkédZeme, jak je mozZno sestrojit (jednopaskovy) TM
J, ktery simuluje vypocet stroje K. Paska stroje 7 bude rozd€lena na k stop. Kazda stopa
reprezentuje obsah jedné pasky stroje /. Navic, kazda stopa obsahuje prave jeden specidlné
oznaceny symbol indikujici, které policko pravé snima odpovidajici hlava stroje K. Na
zacatku vypoctu si J upravi odpovidajicim zpisobem svou pasku. Pro vstup ajas ... a,
bude mit upravena piska podobu zachycenou na obrazku 4.4.

> | ar | a an
&I_II_I L
>§|_||_| ...... Uluylul .-
§|_||_| L

Obrazek 4.4: Simulace 4 pasek pomoci jedné.
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Aby stroj J odsimuloval jeden krok stroje K, musi J postupné precist kazdé policko
oznacené specidlni znackou ® a oznacené symboly si zapamatovat ve svém stavu. Formalné¢,
J prochazi svou pasku zleva doprava, dokud nenajde vSech k znacek a ve svém stavu
si pamatuje usporadanou k-tici symbolil. Hlava se vrati na levou koncovou znacku. Po
shromazdéni vSech potfebnych udaji J zjisti, ktery krok by vykonal stroj K a realizuje ho
tim, Ze znovu prochazi svou pasku. Vzdy, kdyz narazi na specialni znacku, zméni patficnym
zpusobem obsah policka a posune znacku doleva anebo doprava. Nakonec 7 opé€t posune
svou hlavu na levou koncovou znacku a zacind simulovat dalsi krok stroje /C. Na rozdil
od predchazejici simulace (obousmérné nekonecnd — jednosmérné nekonecna paska), je
v tomto piipadé na simulaci jednoho kroku piivodniho stroje potiebnych vice krokii.

Otazka 4.7. Navrhnéte TM se tfemi paskami, akceptujici jazyk z prikladu 4.1. Srovnejte
pocet kroki, které musi udélat stroj z prikladu 4.1, neZ akceptuje vstup délky n, a které
musi udé€lat Vami navrZeny stroj.

Nedeterministicky Turinguv stroj

Rozdil oproti ptivodnimu (deterministickému) Turingovu stroji spo¢iva v tom, Ze pro dany
stav a snimany symbol mé nedeterministicky stroj obecné nékolik moznosti pro nasledujici
krok. Kazda mozZnost zahrnuje novy stav, symbol, ktery se ma zapsat na pasku a smér,
kterym se ma posunout hlava. Nedeterministicky stroj akceptuje pravé kdyz existuje vypocet
(. néjaka posloupnost vybéru krokl) vedouci do akceptujici konfigurace.

Definice 4.8. Nedeterministicky Turingiiv stroj je 9-tice M = (Q, X, I, >, L, 0, qo, Gaccepts
Greject), kde vyznam vSech sloZek je stejny jako v definici 4.1, s vyjimkou pfechodové

funkce. Ta je definovdna jako (totdlni) zobrazeni 6 : (Q \ {Qaccept> @reject}) X I' —
2Q><1"><{L,R}.

Stejné jako v pripadé deterministickych TM, je mozné definovat jazyk M pomoci
pojmu konfigurace a krok vypoctu; jedina zména je v definice relace krok vypoctu: relace

‘T je definovana predpisem

(q,sp(2),n+1) pravékdyz 3 (¢,b, R) € §(p, z)
(q,sp(2),n—1) pravékdyz 3 (¢,b,L) € §(p, zn)

(p,z,n) ’T {

Vypocet TM M na vstupu w si miZeme pro ndzornost predstavit jako strom (tzv. vypoctovy
strom), jehoZ vrcholy jsou konfigurace (kofen je pocatecni konfigurace M na w) a jednot-
livé cesty odpovidaji riznym vypoctim M na w. Stroj M akceptuje vstup w pravé kdyz
ve vypoctovém stromu existuje cesta z kofene do listu odpovidajicimu akceptujici konfi-
guraci.

I v tomto pripadé, i kdyZ je to moznd ponékud prekvapujici, se dd navrhnout simulace
(deterministickym) Turingovym strojem.

Véta 4.9. Pro kazdy nedeterministicky Turinguv stroj existuje ekvivalentni determinis-
ticky Turingtiv stroj.

Diikaz. Necht N' = (Q,3,T,>,U,0, o, qaccept, Greject) j nedeterministicky TM. Na-
vrhneme deterministicky TM D simulujici nedeterministicky stroj \V.
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Simulace je zaloZena na tom, Ze stroj D prozkoumd vSechny vypocty stroje N a
zjisti, jestli n&ktery z nich obsahuje akcetpujici konfiguraci. KdyZ si vypocty stroje N na
vstupu w predstavime jako vypoctovy strom, tak prohledani vypoctii znamena vlastné pro-
hledani stromu. Je tfeba si ale uvédomit, Ze z dvou moznych zpuisobi, které prichdzeji do
uvahy — prohleddvani do hloubky a do Sitky — je jen jeden korektni. ProtoZe vypoctovy
strom muze byt nekone¢ny, muzeme se pii prohledavani do hloubky dostat do situace,
kdy sledujeme jednu konkrétni, nekonecnou cestu a nikdy se nedostaneme k prozkouméni
ostatnich cest, z nichZ néktera muaze vést do akceptujici konfigurace.

Stroj D bude mit 3 pasky. Prvni paska obsahuje vstupni fetéz a jeji obsah se v
prib&hu vypoctu neméni. Na druhé pasce simuluje D vypolet stroje N. Na tieti pdsce
si D uchovava informaci ur€ujici, ktery vrchol vypoctového stromu pravé prohledava.

Specifikujeme nejdiive, jakym zptisobem stroj D reprezentuje informaci na teti
pasce. Kazdy vrchol vypoctového stromu ma nejvyse b naslednikd, kde b je maximalni
kardinalita mnoziny 0(q, a),

b=max{|6(q,a)| | g€ Q,a T} .

Kazdy vrchol stromu oznalime fetézem nad abecedou ¥, = {1,2,...,b}. Napiiklad
retézem 314 oznacCime vrchol (konfiguraci), do kterého se dostaneme z kotfenu (pocatecni
konfigurace) kdyz si v prvnim kroku vypoctu vybereme tietiho naslednika, v druhém kroku
prvniho a v tfetim kroku ctvrtého nédslednika (obr. 4.5). Kazdy symbol v fetézu urcuje,
kterého naslednika si mame vybrat pii simulaci dalSiho kroku vypoctu. Mtize nastat situ-
ace, kdy symbolu neodpovidd Zadny néslednik — v takovém piipadée je fetéz kédem ne-
platného vypoctu. Kofen stromu je oznacen fetézem e. Informace na tieti pasce stroje D je
reprezentovana pravé jako retéz nad abecedou Xp.

.1/.l2\.3
/ \.3
\

oll 31 2
eolll o311 312 313 o314
ol111

Obrazek 4.5: Vypoctovy strom a jeho znaleni

Ted jiZz jsme piipraveni popsat vypocet stroje D.
1. Na zacatku obsahuje prvni paska vstup w; druh4 a tfeti paska jsou prazdné.

2. Zkopiruje obsah prvni pasky na druhou pasku.
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3. Na druhé pésce simuluje vypocet A na vstupu w, pfi¢emZ v kazdém kroku se roz-
hoduje podle nasledujiciho symbolu z tieti pasky, kterym smérem pokracovat v si-
mulaci. KdyZ vSechny symboly z tfeti pasky byly precCteny, nebo fetéz na tieti pasce
je kédem neplatného vypoctu, nebo simulovany vypocet se dostal do zamitajici kon-
figurace, tak D pokracuje bodem 4. Kdyz se simulovany vypocet dostane do akcep-
tujici konfigurace, tak D akceptuje.

4. Retéz na tfeti pasce nahradi fetézem, ktery za nim nasleduje v lexikografickém
uspofadani. Pokracuje bodem 2. (tj. simulaci dalsiho vypoctu stroje N).

Je tedy vidét, Ze jazyky akceptované strojem D a strojem A jsou si rovny, coZ jsme mé&li
dokazat. U

Poznamejme, Ze pokud stroj NV z pravé uvedeného diikazu neakceptuje a zamitd, pak
simulujici stroj D muze cyklit, coz vSak na akceptovany jazyk nema vliv.

Dusledek 4.10. Jazyk je rekursivné spoCetny pravé kdyZ je akceptovan néjakym nedeter-
ministickym Turingovym strojem.

Konec¢né poznamenejme, Ze tvrzeni analogické vété 4.9 by platilo i pro tplny nede-
termisticky TM a rozhodovani jazyki (definici tohoto stroje ponechdvame Ctendfi; zejména
by v libovolném vypocetnim stromu takového stroje neexistovaly Zadné nekonecné cesty).
Simulujici deterministicky stroj D by pak bylo moZno zkonstruovat tak, aby byl rovnéz
uplny.

Turinguyv stroj s oddélenou vstupni paskou

Jednd se o model, ve kterém ma stroj dvé pasky: vstupni a pracovni. Vstupni fetézec je
zapsan na vstupni pasce, z niz muze stroj jen Cist (nesmi ménit jeji obsah). V zdvislosti
na tom, zda se hlava na vstupni pasce muze pohybovat jenom doprava resp. obéma sméry,
hovotime o on-line resp. off-line Turingovych strojich. Ziejmé tato modifikace neovlivni
vypocetni silu TM.

Vsechny doposud uvazované modifikace byly rozsitenimi zakladniho modelu. Nésledujici
modely by na prvni pohled mohly mit méné vypocetnich moznosti neZ Turingovy stroje;
o vSech vsak prokazeme, Ze jejich vypocetni sila je stejnd jako u Turingovych stroja.

Stroj se dvéma zasobniky

Jedna se o Turingiv stroj se vstupni paskou, ktery ma misto pracovni pasky dva zdsobniky.
Vypocet (jednopaskového) TM dokéze stroj se dvéma zasobniky simulovat takto: do prvniho
zéasobniku si uloZi tu ¢ast pasky TM, ktera je vlevo od policka pravé snimaného hlavou,
pficemZ na vrcholu zasobniku je symbol bezprosttedné vlevo od snimaného symbolu.
Zbyvajici cast pasky si ulozi do druhého zasobniku tak, ze pravé ¢teny symbol je na vr-
cholu zasobniku. Pohyb hlavy doleva (doprava) je simulovan pfesunem vrcholového sym-
bolu prvniho (druhého) zdsobniku na vrchol druhého (prvniho) zdsobniku. Napftiklad paska
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(pozice hlavy je naznacena Sipkou)

>lalalclalblalcle|lecla|b|U]|U

je simulovana zasobniky a
b c
a c
c c
a a
a b
L L

Vsimnéme si jesté, jakym zpisobem stroj manipuluje se zasobnikem. V kazdém kroku
zjistuje, jaky symbol je ulozen na vrcholu zdsobniku a nésledné bud tento symbol ze
zasobniku odstrani, nebo na vrchol pfida novy symbol.

Stroj s dvéma pocitadly

Obecné, k-pocitadlovy stroj je Turingliv stroj se vstupni paskou a s k£ pracovnimi paskami,
ktery navic spliuje tyto pozadavky:
e na kazdou z pracovnich pasek miiZe stroj zapisovat jenom jeden ze dvou symbolti:
> (leva koncova znacka) a LI (symbol pro prazdné policko),
e symbol > je na zacatku zapsdn na levém krajnim policku pracovni pasky a nikdy se
nesmi objevit na jiném policku.
Kdyz hlava snima -té policko pracovni pasky, mizeme to interpretovat jako fakt, Ze stroj
ma uloZeno v paméti celé nezaporné Cislo 7. Pfitom v kazdém kroku vypoctu stroj testuje,
zda Cislo ulozZené na pasce je rovno nule (Cte se symbol I>) nebo riizné od 0 (Cte se symbol
LJ). V kazdém kroku miZe stroj hodnotu zapamatovaného Cisla zvétsit anebo zmensit (to
v piipadé€, Ze je nenulové) o jednicku tim, Ze svou hlavu posune doprava nebo doleva.
Namisto terminu pocitadlo se 1ze Casto setkat s terminem ¢itac (anglicky counter).
Mirna modifikace (rozdil se tyka jen zpusobu zapisu) pocitadlového stroje je znama
jako Minského stroj (zavedl matematik Marvin Minsky). Formalné lze tento stroj (s k
pocitadly) definovat jako konecnou posloupnost instrukci s ndvéstimi (program) tvaru:

lo : prikazy, ..., l,—1 : pFikaz, _, 1, : stop,

kde kazda z instrukei I : pFikaz;, i € (0,n — 1) je tvaru bud

l,: c¢i=c; +1; gotol, 1<i¢<k, nebo
l, : if ¢; = 0 then goto [,
else ¢; :==¢; — 1; goto [, 1<i<k.

Pocatecni konfigurace , pokud neni feceno jinak, je definovéna tak, Ze ¢itaC instrukci
je nastaven na [y, hodnoty pocitadel cq, . . ., ¢i kéduji pozadovany vstup.

V literatufe je mozno se setkat i s dalSimi modifikacemi. VSechny maji spolecné to,
Ze stroj si muze do paméti ulozit (né€kolik) libovolné velkych Cisel, pricemz o kazdém z
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nich je schopen zjistit jenom to, jestli je rovno 0 anebo rizné od 0. Navic, v jednom kroku
vypoctu muze zménit hodnotu kazdého z ¢isel maximalné o 1, ¢i jinou, pfedem danou
celociselnou konstantu.

Nas bude zajimat vztah pocitadlovych a Turingovych stroji. Nejdiive ukazeme, Ze
dvé pocitadla se daji simulovat jednim zasobnikem. Jak uz vime, Turing@v stroj se d4 simu-
lovat strojem s dvéma zasobniky. Spojeni obou poznatkli nam umoZzni dokazat ekvivalenci
Turingovych stroji a stroji se 4 pocitadly.

Lemma 4.11. Stroj s jednim zdsobnikem se da simulovat strojem s dvéma pocitadly.

Diikaz. Necht M je stroj s jednim zdsobnikem, jehoZ pracovni abeceda je tvofena symboly
20y ..., Zk—1 (tj. stroj ma k pracovnich symbolil). Pfedpoklddejme, Ze obsah zdsobniku
stroje M je Z;, - - - Z; . (vrchol zdsobniku je vpravo). Chceme ukdzat, jakym zptisobem je
mozné tutéz informaci uloZit do jednoho pocitadla. K tomu si staci uvédomit, Ze na obsah
zasobniku, tj. fetéz Z;, - - - Z; muZeme nahliZet jako na pozi¢ni zépis &isla j = i1 -k™ 1+
io - k™2 4 41 - k+ i, v k-adické soustavé. Na druhé strang, v pocitadle si stroj
pamatuje Cislo zapsané v unarni soustavé. Proto zasobnik Z;, --- Z; = se dd jednoznacné
reprezentovat v poCitadle jako &islo j = i1 - K™ L g - K™ 2 4o i g - kA g,

Déle potifebujeme ukdazat, jak stroj s pocitadly dokdze simulovat operace nad zdsob-
nikem, tj. pfidani a odebrani symbolu ze zasobniku a pfecteni symbolu z vrcholu zasobniku
(srovnej s prechdzejicim odstavcem).

e Pridani symbolu do zasobniku Predpokladejme, Ze na vrchol zasobniku je pfidan
symbol Z,.. Pak ¢islo reprezentujici tento novy obsah zdsobniku je prave j - k + r.
To znamen4, Ze potiebujeme vyndsobit predesly obsah pocitadla Cislem k a pripocist
k nému r. Proto opakované (pfedpokladame, Ze Cislo j je uloZeno v 1. pocitadle a 2.
pocitadlo je prazdné)

— 1. pocitadlo posune svou hlavu o 1 policko doleva zatimco

— 2. pocitadlo posune svou hlavu o k poli¢ek doprava.

Jakmile 1. pocitadlo je na dné (Cte se symbol >), pak 2. pocitadlo obsahuje Cislo k- j,
k némuz lehce (pomoci kone¢né stavové fidici jednotky, bez manipulace s pocitadly)
pfipocteme 7 (r € (0, k — 1)).

e Odebrani symbolu ze zasobniku Z vrcholu je odebrdn zymbol Z; a Cislo re-
prezentujici zménény zasobnik je j div k. Abychom dosédhli odpovidajici situaci v
pocitadle, opakované
- 1. pocitadlo posune svou hlavu o k policek doleva a
— 2. pocitadlo posune svou hlavu o 1 policko doprava.

Jakmile 1. pocitadlo dosdhne dna, je ve 2. pocitadle ¢islo 7 div k.

e Precteni symbolu na vrcholu zasobniku V 1. pocitadle je uloZeno Cislo j a na
zjisténi, ktery symbol je na vrcholu zdsobniku musime vypocitat 7 mod k. Toho
dosdhneme tak, Ze kopirujeme obsah 1. pocitadla do 2. pocitadla a ve stavové jed-
notce pfitom pocitime j mod k.

O

Dusledek 4.12. Kazdy Turingiiv stroj Ize simulovat strojem se 4 pocitadly.
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Nyni ukdZeme, Ze pravé navrzenou simulaci je moZzné jesté zoptimalizovat.
Véta 4.13. Kazdy Turingtiv stroj Ize simulovat strojem se 2 pocitadly.

Diikaz. Potfebujeme ukazat, Ze stroj s 4 pocitadly se da simulovat strojem s 2 pocitadly.
Necht 4 simulovand pocitadla maji pofadé hodnoty i, j, k, . Jedno simulujici pocitadlo
miiZe reprezentovat vSechny 4 vyse uveden4 pocitadla ¢islem n = 21375F7! (2, 3,5, 7 jsou
0 1 znamena nasobit ¢islem 2, 3, 5 nebo 7. K tomu vyuZijeme 2. pocitadlo, které nastavime
na nulu a opakované

e 1. pocitadlo posune svou hlavu o 1 policko doleva zatimco

e 2. pocitadlo posune svou hlavu o 2 (resp. 3, resp. 5, resp. 7) policek doprava.
Jakmile 1. pocitadlo je na nule, 2. pocitadlo obsahuje ¢islo 2n (resp. 3n, resp. 5n, resp.
m).

Analogicky sniZit ¢, j, k nebo [ o 1 znamena délit Cislem 2, 3, 5 nebo 7.

K dokonceni zbyva ukézat, jak se provede test na nulu (tzn. jak se zjisti, zda obsah
konkrétniho pocitadla je roven nule nebo riizny od nuly). K tomu se obsah 1. pocitadla (n)
zkopiruje do 2. pocitadla a pfitom se testuje, zda n mod 2 (resp. n mod 3, resp. n mod 5,
resp. n mod 7) je rovno nule. [

Dusledek 4.14. Libovolny stroj s k pocitadly Ize simulovat strojem se 2 pocitadly.

Upozornéme, Ze simulace jednoho kroku TM si vyZzaduje obrovsky pocet kroku
stroje se 2 pocitadly. Stroj s jednim pocitadlem je slab$i nez TM — de facto se jedna
o specidlni ptipad PDA se zasobnikovou abecedou {7y, ['}, kde Z, smi oznaCovat pouze
dno zasobniku (takto je umoznén test na nulu) a poCet symbolit I na zasobniku odpovida
hodnoté pocitadla. Jazyky akceptované témito stroji s jednim citaCem se v anglické li-
teratufe nazyvaji one-counter languages. Kone¢né upozornéme, Ze pro vlastni prevod li-
bovolného vstupniho slova Turingova stroje do pocatecni konfigurace stroje s pocitadly
potfebujeme 3 pocitadla; konstrukci zde neuvadime a lze ji nalézt v literature.

4.4 Vlastnosti rekursivnich a rekursivné spocetnych jazyku

Cilem je prozkoumat uzavfenost vici elementarnim operacim U, N, -,*

a komplementu.
V piipadé prvnich ¢tyf budou diikazové techniky podobné tém, které byly pouzity pfi

zkoumani uzavérovych vlastnosti regularnich a bezkontextovych jazyki.

Véta 4.15. Tridy rekursivnich a rekursivné spocetnych jazykil jsou uzavieny vzhledem
k operacim U, N, -, a*.

Diikaz. Necht Ly, Lo jsou jazyky akceptovany Turingovymi stroji M1, M. Bez Gjmy na
obecnosti mtizeme predpokladat, ze M; a My maji disjunktni mnoZiny stava.

Nedeterministicky stroj M\, akceptujici L1 U Lo, dostaneme sjednocenim stroju
My a My (obr. 4.6). Stroj M, bude mit navic novy pocate¢ni stav. V prvnim kroku
vypoctu M, nedeterministicky pfejde bud do polite¢niho stavu stroje M, nebo do
pocatecniho stavu stroje M. V dal$im simuluje vypocet zvoleného stroje.
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ACCEPT ACCEPT

REJECT

REJECT

My

Obrazek 4.6: Konstrukce TM pro sjednoceni dvou jazykd.

Stroj M, akceptujici L1 N Lo (obr. 4.7), bude mit pasku se tfemi stopami. Na
prvni stopé je zapsan vstupni fetéz a jeji obsah se v prib¢hu vypoctu neméni. Stroj Mn
okopiruje sviij vstup w na druhou stopu a na ni simuluje vypocet M na w. V pripad¢, Ze
M akceptoval, okopiruje vstup w na tfeti stopu a na ni pak simuluje vypocet Ms na w.
Jestlize M akceptoval, pak M téZ akceptuje.

ACCEPT

ACCEPT ACCEPT

REJECT REJECT

REJECT

Mn

Obrazek 4.7: Konstrukce TM pro prinik dvou jazyku.

Nedeterministicky stroj M., akceptujici L - Lo, bude mit pasku se tfemi stopami.
Na prvni stopé je zapsano vstupni slovo. Stroj prekopiruje néjaky (muizZe byt i prazdny)
prefix vstupniho slova na druhou stopu — délku prefixu ur¢i nedeterministicky. Symboly,
které byly okopirovany se na prvni stopé oznackuji. Na druhé stop€ pak M, simuluje
vypocet M. V pripadé, Ze simulovany vypocet skon¢i v akceptujici konfiguraci, tak M,
prekopiruje na tieti stopu zbylou (neoznackovanou) ¢ast vstupu a simuluje vypocet Mo na
fetézu zapsaném na tieti stop€. M, akceptuje praveé kdyz M akceptuje.

Nedeterministicky stroj M, akceptujici L] je zobecnénim stroje M.

Za predpokladu, Ze stroje M; a M jsou tplné, budou i stroje M, M, M. a M-
uplné. To dokazuje platnost véty i v pripadé rekursivnich jazyku. U

Posledni elementarni operaci nad jazyky je komplement (doplnék). Vzhledem k této
operaci se tfidy rekursivnich a rekursivné spocetnych jazykd chovaji rozdilné. Zatimco
komplement rekursivniho jazyka je vZdy rekursivni jazyk, komplement rekursivné spocetného
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jazyka nemusi byt rekursivné spocetny.
Véta 4.16. Trida rekursivnich jazyki je uzavrena vzhledem k operaci komplementu.
Diikaz. Necht L je jazyk akceptovany tplnym deterministickym Turingovym strojem M =

(@Q,%, T, >,U,6,qo,t, 7). Stroj co-M, akceptujici jazyk co-L = ¥* — L, ziskame tak,
Ze vSude v definici pfechodové funkce ¢ zaménime navzdjem akceptujici stav quccepr @

zamitajici stav ¢,¢ject (obr. 4.8). ProtoZe M je tplny, bude i co-M tplny. O
4 N\
ACCEPT _, | REJECT
w w
REJECT T
co-M
. J

Obrazek 4.8: Konstrukce TM pro komplement rekursivniho jazyka.

Poznamenejme, Ze pokud stroj M z predchoziho dikazu neni uplny, pak jazyk
L(co—-M) nemusi byt roven co—L. Sta¢i uvazit slovo w, na kterém M cykli. Pak i co-M
na w cykli, a tedy w ¢ L(co—M). Soucasné vSak w € co—L. Z uvedené tivahy samoziejmé
jesté nevyplyva, ze tiida rekursivné spocetnych jazykl neni uzaviena vici komplementu.

Véta 4.17. Nechf jazyk L i jeho komplement co—L jsou rekursivné spoCetné. Pak jazyky
L a co-L jsou rekursivni.

Diikaz. Predpokladejme, Ze My a M jsou Turingovy stroje akceptujici pofadé jazyky L
a co—L. Sestrojime Turingtiv stroj M, ktery bude na vstupu w soucasné simulovat vypocet
M na w i vypocet M5 na w. Formalné, stroj M bude mit dvé stopy, jednu pro kazdy
simulovany vypocet. M stiidavé simuluje jeden krok vypoctu stroje M (na prvni stopé)
a jeden krok vypoctu stroje M (na druhé stopé). M akceptuje vstup, pravé kdyz ho ak-
ceptuje M7 a M zamitd vstup, pravé kdyZ ho akceptuje M. Protoze kazdy fetéz w patii
bud do jazyka L anebo do jazyka co—L, vypocet M se pro kazdy vstup zastavi. Proto L je
rekursivni. Rekursivita jazyka co—L plyne z véty 4.16. U

Poznamejme, Ze vySe uvedend véta je zndma jako Postova véta a je téZ uvadéna jako
tvrzeni: L je rekursivni <= L a co—L jsou rekursivné spocetné. Platnost tohoto tvrzeni
je vzhledem k pravé dokdzanym vétdm 4.17 a 4.16 ziejma.

Diisledkem uzavienosti tiidy rekursivné spocetnych jazykt k operaci komplementu
by byla rovnost tiid rekursivnich a rekursivné spocetnych jazykt. V nasledujici kapitole
(véta 5.6) ukdZeme, Ze tyto dvé tfidy nejsou stejné, a proto tida rekursivné spocetnych
jazykl neni uzaviena na komplement.

Véty 4.16 a 4.17 maji i dalsi zajimavé dasledky. Napriklad, Ze pro jazyk L a jeho
komplement co—L muZe nastat jen jedna z té€chto tif moZnosti:

1. obajazyky L a co—L jsou rekursivni;
2. zadny z jazykl L a co—L neni rekursivné spocetny a
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3. jeden z jazykl L a co—L je rekursivné spocetny ale neni rekursivni, druhy neni re-
kursivné spocetny.

4.5 Turingovy stroje a jazyky typu 0

Cilem této Casti je ukdzat, Ze gramatiky typu O (téZ zndmé jako frazové gramatiky) jsou
vypocetné ekvivalentni Turingovym strojim. Jinymi slovy, Ze tfida jazykd generovanych
gramatikami typu O je pravé tfida rekursivné spocetnych jazyka. I kdyZ oba formalismy
jsou stejné expresivni, rozdil mezi nimi je ve zpusobu, jakym popisuji uvedenou tfidu ja-
zykl. Zatimco TM je ve své podstaté navodem, jak rozpoznat, zda dané slovo patii do
jazyka, tak formdlni gramatika je ndvodem, jak vytvorit slovo patfici do jazyka.

Prvni z nésledujicich dvou lemmat prokazuje, Ze kazda gramatika typu O generuje
rekursivné spocetny jazyk; druha pak opa¢nou implikaci.

Lemma4.18. Necht L je jazyk generovany gramatikou typu 0. Pak L je rekursivné spocetny.

Diikaz. Necht L je jazyk generovany gramatikou G = (N, X, P, S) typu 0. Sestrojime
nedeterministicky Turingiv stroj M akceptujici jazyk L. Stroj M bude mit dvé stopy. Na
prvni stop€ je zapsan vstupni fetéz a jeji obsah se v pribéhu vypoctu neméni. Na druhé
stopé simuluje M odvozeni v G a je na ni zapsdna (do daného okamziku vygenerovand)
vétnd forma o gramatiky G. M inicializuje obsah druhé stopy na .S a pak M opakované
provadi tyto kroky:

1. Nedeterministicky vybere pozici 7 v fetézu « zapsaném na druhé stopé. Pfesnéji,
pocinaje nejlevéjsim politkem pasky, bud posune hlavu doprava anebo zvoli mo-
mentalni pozici.

2. Nedeterministicky zvoli pravidlo  — -~ gramatiky G.

3. Je-li 8 podfetézem fetézu «v, zacinajicim na pozici ¢, pak nahradi  fetézem ~. V

piipadé, ze |y| < |B|, .pFisune” zbyvajici Cast fetézu « tak, aby nové vytvoreny
fetéz byl zapsan na za sebou nésledujicich poli¢kéach. V situaci |y| > |3| je naopak
zapotiebi zbyvajici ¢ast fetézu a,,odsunout”, aby vznikl prostor pro zapsani celého
retézu .
4. Porovna vstupni fetéz, zapsany na prvé stopé, s noveé vytvorenym fetézem na druhé
stopé. V pripadé rovnosti akceptuje, v pfipad€ neshody pokracuje bodem 1.
Lehce se prokaze, ze kazdy fetéz vytvoreny na druhé stopé je vétnou formou gramatiky G
a naopak, Ze kazdou vétnou formu gramatiky G je mozno popsanym zpisobem vytvofit.

Proto L(G) = L(M) = L. O

Lemma 4.19. Nechf L je rekursivné spoletny jazyk. Pak L je generovdn gramatikou
typu 0.

Diikaz. Ptredpokladejme, Ze L je akceptovédn deterministickym Turingovym strojem M =
(Q,%,T',>,U, 3,90, Gaccept Greject ). Nasim cilem je zkonstruovat gramatiku G takovou,
Ze slovo w se da odvodit v G, pravé kdyZ w je akceptovano strojem M. Proto odvozeni
v gramatice musi néjakym zptsobem simulovat vypocet stroje. Simulace je zaloZena na
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tom, Ze v gramatice G vygenerujeme dvé kopie slova w nad abecedou > a nad druhou

z nich v kazdém kroku odvozeni simulujeme jeden krok vypoctu stroje M. Pokud stroj M

neakceptuje, odvozeni nikdy nepovede k termindlnimu fetézu.

Formdlnéje G = (N, %, P, S),kde N = {S, 5", K}UQU((XU{e}) xT"). Pro lepsi
nazornost rozdélime mnoZzinu pravidel do 3 skupin podle toho, ve které fazi odvozovani je
mozno tato pravidla aplikovat.

I Na zacatku odvozeni potiebujeme vygenerovat néjaké slovo w a jeho kopii (nad kterou
se pak bude simulovat vypocet stroje M). Proto budeme jako netermindly pouZivat
uspofddané dvojice [z, y|, podobné jako tomu bylo u TM s vice stopami. Posloup-
nost takovych netermindltit miZeme pak chépat jako dva fetézy zapsané nad sebou.
Abychom mohli se spodnim fetézem pracovat jako s konfiguraci TM, pfiddme neter-
mindly odpovidajici pocateCnimu stavu stroje a levé koncové znacce. Déle, abychom
méli moznost rozpoznat, ktery symbol je posledni, pfidime na konec neterminal K.
. S—=qle ]S
2. 5" —a,a]S prokazdéa € ¥
3. S'— K.

Aplikaci pravidel 1-3 dokdzeme v G vygenerovat z pocatecniho netermindlu S fetéz

(pro lepsi pochopeni jsou usporddané dvojice zapsany svisle)

HEE) - E

IT Vétna forma odvozena aplikaci pravidel 1-3 obsahuje dvé informace. Na horni stopé je
zapsano slovo w € X*. Obsah dolni stopy spolu se symbolem ¢y urcuji po¢itecni
konfiguraci vypoctu M na w (hlava snimd policko bezprostiedné vpravo od neter-
minélu urcujiciho stav). Druhd skupina pravidel umozni simulovat vypocet M na
w. Presnéji, jestlize o ’W A3 je krok vypodtu stroje M a @ (B3) je vétna forma ob-
sahujici na spodni stop& konfiguraci « (), pak pravidla z druhé skupiny umoZni
odvozeni @ =¢ f3.

4. plx,a] — [z,b]q

prokazdé z € X U {e}; a,b € I'; p, g € Q takové, Ze §(p,a) = (q,b, R)
5. [y, cplz, a] = qly, c][x, b]

pro kazdé z,y € XU {e}; a,b,c € I'; p,q € Q takové, ze §(p,a) = (¢, b, L)
6. pK — [e,b|qK

prokazdé b € T'; p, q € Q takové, ze 0(p,UU) = (¢, b, R)
7. [y, clpK — qly, c][e, ] K

prokazdé y € X U{e}; b,c € T'; p,q € Q takové, ze 6(p,U) = (q,b, L)
Jestlize M akceptuje vstup a; - - - a,,, pak

(QO7 |>w|—|w7 0) ’% (Qaccepta DZl s Zs'—lw; Z)

Pouzitim pravidel 4-7 miiZeme v gramatice G odvodit
g ai| |as (079 « |€
> |a1| |aso an >

ai
Z

A;—1
i

C]accept
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kdeapy1 =... =as=¢.

III Aplikaci pravidel z prvnich dvou skupin se da v G odvodit fetéz ¢ obsahujici neter-
mindl ggccepr praveé kdyz M akceptuje slovo w zapsané na prvni stopé fetézu . Tret
skupina pravidel umoZzni odvodit z ¢ termindlni fetéz. Pfesnéji, netermindly urcujici
stav a konec (K) prepiSeme na . Netermindl — usporddanou dvojici — prepiSeme
na symbol z prvni komponenty dvojice.

8. Zqaccept = QacceptZ pro vSechna Z € N
9. Qaccept|@, ] = aQaccept pro véechnaa € ¥,z € I'
10.  Gaccept|€, ] = Qaccept pro véechnaz € I'
1. Gaccept K — €
MnoZina pravidel gramatiky G je tvofena pravé pravidly 1-11. U

Véta 4.20. Tridy jazyki, které Ize generovat gramatikami typu 0, resp. akceptovat Turin-
govymi stroji, jsou si rovny a tvori pravé tridu rekursivné spocetnich jazyku.

Pozorny Ctenaf si jisté v diikazu véty 4.19 povSimne, Ze libovolny rekursivné spocetny
jazyk je tedy generovatelny gramatikou, kterd obsahuje pravé jedno e-pravidlo — viz pravi-
dlo 11 (nejedna se vSak o pravidlo typu S — ¢, kde S se nevyskytuje na Zadné pravé strané
v pravidlech gramatiky — srv. definici pojmu G je bez e-pravidel).

4.6 Linearné ohrani¢ené automaty a jazyky typu 1

Vysledky prezentované v predchozi ¢asti ukazuji, Ze rekursivné spocetné jazyky je mozné
popsat dvéma formalismy: prostfednictvim Turingovych stroji a gramatik typu 0. Z vysledku
predchazejicich kapitol vime, Ze podobnou moznost mame i pro regularni jazyky (konecné
automaty a reguldrni gramatiky) a bezkontextové jazyky (zasobnikové automaty a bezkon-
textové gramatiky). Zbyva najit protéjSek kontextovych gramatik. UkdZeme, Ze jim jsou
Turingovy stroje se specidlnim omezenim na velikost pasky — tzv. linedrné ohranic¢ené
automaty.

Linedrné ohraniceny automat (anglicky Linear Bounded Automaton), zkridcené LBA,
je jednopaskovy nedeterministicky TM, ktery nikdy neopusti ta policka, na kterych byl
umistén vstup. Formalné, linedrné ohrani¢eny automat M je 10-tice

M = (Qa 27 F, >, 4, |—|7 57 405 Qaccept QTeject)

kde symboly Q, %, T", >, LI, 0, G0, Gaccept s Greject Maji stejny vyznam jako u nedeterminis-
tického TM. < € T" \ X je prava koncovd znacka. Podobné jako u TM pozadujeme, aby
LBA nikdy neptepsal levou (pravou) koncovou znacku jinym symbolem a aby nikdy nepo-
sunul svou hlavu vlevo (vpravo) od policka obsahujiciho levou (pravou) koncovou znacku.
Definice konfigurace, relace kroku vypoctu a jazyka L (M) zistavaji stejné jako u nedeter-
ministického TM.

Nazev LBA je odvozen z nasledujiciho faktu. Uvazme ty nedeterministické TM M,
pro které existuje takova konstanta k € N, Ze pro kazdy vstupni fetéz w je pozice hlavy v
kazdé konfiguraci kazdého vypoctu M na w nanejvys k - |w|. Zfejmé kazdy LBA spliiuje



126 KAPITOLA 4. TURINGOVY STROJE AJAZYKY TYPU 0

uvedenou vlastnost. Naopak, ke kazdému TM uvedené vlastnosti se da (technikou podob-
nou té, kterou jsme pouzili pfi simulaci k-paskového Turingova stroje jednopdskovym)
zkonstruovat ekvivalentni LBA. Alternativné Ize tedy definovat LBA jako TM s linedrné
ohrani¢enym prostorem.

O LBA ftikame, 7Ze je deterministicky, pravé kdyz pro kazdé ¢ € Q aa € T je
mnozina 6(q, a) jednoprvkova. Neni zndmé, zda téida jazyku akceptovanych determinis-
tickymi LBA je vlastni podtiidou tfidy jazyku akceptovanych linearné ohrani¢enymi au-
tomaty. Vime, Ze kazdy jazyk akceptovany nedeterministickym linedrné ohranicenym au-
tomatem se d4 akceptovat deterministickym Turingovym strojem. Velikost pédsky, kterou
potiebuje takovyto Turingliv stroj v§ak mtize byt az exponencidlni funkci délky vstupniho
slova a ne jenom linearni (viz konstrukce v 4.3).

Nas zajem o LBA je dan skuteCnosti, Ze akceptuji pravé tiidu kontextovych jazyku.
Diikaz tohoto tvrzeni je podobny jako dlkaz tvrzeni, Ze gramatiky typu O akceptuji pravé
tiidu rekursivné spocetnych jazyki.

Lemma 4.21. Nechf L je jazyk generovany kontextovou gramatikou. Pak L je akceptovan
néjakym linedarné ohrani¢enym automatem M.

Diikaz. Automat M konstruujeme podobné jako v dikazu lemmatu 4.18 s tim rozdilem,
7e nepovolime, aby délka fetézu o na druhé stopé nékdy presdhla délku vstupniho fetézu.
Korektnost konstrukce plyne z faktu, Ze v kontextové gramatice pro odvozeni

S:w0:>gw1:>gw2---:>gwn

plati |w;_1| < |w;| prokazdéi = 1,...,n . Stroj M mad proto dostatek prostoru na to,
aby odvozeni vstupniho fetézu, pokud existuje, nasel. U

Lemma 4.22. Nechi M je linedrné ohraniceny automat. Pak existuje kontextovd grama-
tika generujici jazyk L(M).

Diikaz. Dikaz tohoto tvrzeni je nepatrnou modifikaci diikazu lemmatu 4.19. Modifikace je
nutné proto, Ze pravidla 10 a 11 nejsou kontextovd. Zmény doznaji pravidla skupiny I, kdy
prvni a posledni neterminal generovaného fetézu v sob& ponesou informaci o tom, Ze jsou
prvnim resp. poslednim netermindlem. Netermindl, urCujici stav odpovidajici konfigurace
LBA, se stane soucasti neterminalu pro obsah policka. [

Véta 4.23. Tridy jazykil, které Ize generovat kontextovymi gramatikami, resp. rozhodovat
linedrné ohranic¢enymi automaty, jsou si rovny.

Dilezitou vlastnosti linearné¢ ohrani¢enych automatu je, Ze kazdy LBA mutzeme
transformovat na ekvivalentni Gplny TuringQv stroj.

Véta 4.24. Kazdy kontextovy jazyk je rekursivni.
Diikaz. Necht L je jazyk akceptovany linedrn& ohrani¢enym automatem M = (Q, X, T,

>, <, U, 8, G0, Qaccepts Greject)- Zkonstruujeme Gplny LBA M takovy, ze L(M) = L. Tim
dokdZeme tvrzeni véty.
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Konstrukce je zaloZena na pozorovani, Ze pocet riiznych konfiguraci, které se mohou
vyskytnout ve vypoctu na vstupu w je kone¢ny a jejich pocet zavisi jenom na délce slova w
a na definici stroje M. KdyzZ tedy stroj M slovo w akceptuje, pak nutné existuje akceptujici
vypocet M na w, jehoZ délka neptfesdhne pocet riznych konfiguraci (v opacném piipadé
se v ném nutné¢ musi objevit dvé stejné konfigurace a vynechdnim useku mezi nimi skon-
struujeme krat3i akceptujici vypocet). Proto stroji M postaduje simulovat vypodet stroje
M jenom do délky rovné poctu riiznych konfiguraci.

Konfigurace stroje M v sobé nese informaci o stavu stroje, o obsahu pasky a o pozici
hlavy. PoCet riznych konfiguraci, které se mohou vyskytnout ve vypoctu na vstupu w délky
n, je proto

Q[T - (n+2) .

Dile plati, ze funkci |@Q] - |T'|™ - (n + 2) muZeme zhora ostfe ohranicit funkei ¢” pro
vhodné zvolené prirozené Cislo c. Pocet symbolt, které potfebujeme na zapis libovolného
Cisla z intervalu O, . .., ¢ — 1 v c-arni ¢iselné soustavé, nikdy nepresahne n.

LBA M bude na vstupu w pracovat takto. Svoji pasku rozdéli na dvé stopy. Na horni
stopé€ zlstane zapsan vstup w, na druhou zapiSe Cislo 0 (v c-arni Ciselné soustave). Pak
na horni stopé€ simuluje vypocet M na w, pfiCemz za kazdy odsimulovany krok pripocte
k ¢islu, zapsanému na spodni stopé, jednicku (stdle v c-arni ¢iselné soustave). Pokud M ak-
ceptuje (zamitne) vstup w, pak i M akceptuje (zamitne). Kdyz dojde k ,pfeplnéni spodni
stopy, tak M zamitne.

Vypocet LBA M na libovolném vstupu w se zastavi bud proto, Ze simulovany
vypocet dosdhl akceptujici resp. zamitajici konfiguraci, nebo proto, Ze délka simulovaného
vypoétu presihla hranici ¢/l Jestlize tedy M akceptuje, pak existuje vypocet M na w
takovy, Ze jeho simulace pfivede M k akceptovani. Naopak, jestlize w ¢ M, pak zddny
vypodet M na w nemiiZe byt akceptujici.

LBA M je tplny, a proto jazyk L je rekursivni. O

V nasledujici kapitole prezentujeme dukazovou techniku (tzv. metodu diagonali-
zace), ktera dovoluje dokazat, Ze ne kazdy rekursivni jazyk je nutné kontextovy. V podstaté
vSechny jazyky, které povazujeme za ,ptirozené definované®, jsou kontextové.

Pro tplnost jesté uved me, jaké jsou uzavérové vlastnosti tiidy kontextovych jazyku.

Véta 4.25. Trida kontextovych jazykii je uzaviena vzhledem k operacim U, N, -, * a kom-
plementu.

Diikaz. Platnost tvrzeni pro operace pruniku, sjednoceni, zietézeni a iterace se dokaze
Uplné stejnym zplsobem jako pro rekursivni jazyky (véta 4.15).

Diikaz pro komplement neni tak pfimocary. Techniku pouZzitou v dikazu véty 4.15
nemizeme na LBA aplikovat. Problém je v tom, Zze LBA je definovan jako nedetermi-
nistické vypocetni zafizeni, a tedy pouhou zdménou akceptujictho a zamitajiciho stavu
bychom neziskali automat pro komplement jazyka (viz podobnou argumentaci pro nedeter-
ministické konecné resp. zasobnikové automaty). Ve skutecnosti je diitkaz uzavienosti tfidy
kontextovych jazykli na komplement dosti komplikovany, a proto jej zde neuvadime. [
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Kapitola 5

Nerozhodnutelnost

Cilem této kapitoly je poskytnout odpovéd na ndsledujici otdzky:
1. Existuje jazyk (problém), ktery neni rekursivné spocetny (Caste¢né rozhodnutelny)?
2. Existuje jazyk (problém), ktery je rekursivné spocetny (¢astecné rozhodnutelny), ale
neni rekursivni (rozhodnutelny)?
UkédZeme, Ze odpovéd na ob€ otdzky je kladnd. Z toho pak plyne dal3i otdzka:
3. Které problémy, tykajici se jazykli Chomského hierarchie, jsou resp. nejsou rozhod-
nutelné?
NeZz za¢neme s uvahami o (ne)rozhodnutelnosti, projdeme dva okruhy problému. Chur-
chova teze ozfejmuje vyznam nasich ivah o nerozhodnutelnosti. Na jejim zdkladé miZeme
totiZ tvrzeni o nerozhodnutelnosti konkrétniho problému interpretovat jako tvrzeni o nee-
xistenci algoritmu tesiciho uvazovany problém. Podkapitola pojednévajici o koédovani TM
je spiSe technicka a vyuZzijeme ji v néasledujicich konstrukcich. Univerzalni Turinglv stroj
je pro nas zajimavy hned ze dvou hledisek. Jednak jako technicky néstroj, ktery mizeme
vyuzit tehdy, kdyz potifebujeme, aby TM simuloval néjaky jiny TM. Z druhé strany, uni-
verzalni TM zdiraznuje tu skutenost, Ze Turingv stroj mize byt, podobné jako realny
pocitac, programovan.

5.1 Churchova teze

Cilem A. Turinga v dobé, kdy definoval sviij model (pozd¢ji nazvany na jeho pocest Tu-
ringv stroj), bylo rozlisit, co je a co neni efektivni procedura, respektive jak bychom to
fekli dnes, co je a co neni algoritmus. Intuitivné, algoritmus je mnoZina pravidel, které jed-
noznacné predepisuji, co mame délat pro to, abychom po konec¢ném poctu krokti obdrzeli
poZadovany vysledek. Problém exaktni a jednoznacné definice pojmu algoritmus se stava
klicovym v okamziku, kdyz chceme dokdazat, Ze neexistuje Zadny algoritmus pro feSeni
konkrétniho problému. Otazku existence resp. neexistence algoritmu si matematici kladli
davno (vzpomenme alespon problém kvadratury kruhu). Zvlasté aktualni se stala v sou-
vislosti s formulaci zndmého Hilbertova programu zacitkem naSeho stoleti. To vedlo k
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nékolika definicim pojmu algoritmus, z nichZ jedna vychazi pravé z TM. Je zndma pod
ndzvem Churchova teze' (Ci téZ jako Church-Turingova teze):
KaZdy proces, ktery lze intuitivné nazvat algoritmem, se d4 realizovat na
uplném Turingove stroji.
Obsahem Churchovy teze je tedy ztotoznéni pojmu ,algoritmicky feSitelny* a ,feSitelny
Turingovym strojem™. ProtoZe pojem algoritmicky feSitelny je jenom intuitivnim pojmem,
nemuze byt obsah Churchovy téze formalné dokazan. Existuje vSak celd fada argumentl
podporujicich platnost teze, z nich uved me napfiklad tyto:
1. Kromé& TM bylo navrZeno i mnoho jinych formalizmu; zminme alespori
e  Postovy systémy
e  Minského stroje
° p-rekursivni funkce
e  )-kalkul
e  while programy.
Dulezité je, ze vsechny se ukazaly, co se jejich vypocetni sily tyCe, jako vzajemné
ekvivalentni.
2. Trida jazykl akceptovanych TM a tiida funkci pocitanych TM jsou velice robustni.
Riiznd omezeni resp. rozsiteni zakladniho modelu nemaji Zadny vliv na tyto tfidy
(viz predchazejici kapitola).
3. Doposud neni zndm zadny algoritmus, ktery by se nedal realizovat na Turingové
stroji.
Vice podrobnosti miiZe Ctenar najit literature vénované teorii vycislitelnosti.
Z pohledu Churovy teze je tedy problém? algoritmicky fesitelny, pravé kdyZ je roz-
hodnutelny. V dal$im textu budeme i nadéle pracovat s Turingovymi stroji, avSak budeme
na né nazirat predevsim jako na algoritmy.

5.2 Kodovani TM a univerzalni TM

Zékladni vlastnost, ze které budeme v nésledujicich ivahach vychdazet, je schopnost Turin-
govych strojii simulovat jiné Turingovy stroje, jejichZ popis obdrzi jako ¢ast svého vstupu.

Prvni problém, na ktery pfi simulaci narazime, je otdzka vhodného kédovani (zépisu)
Turingovych stroji. Pozadujeme: 1. aby pro kazdy stroj (a pifipadné i slovo nad nimz ma
pracovat), byl definovan jeho kdd (jako slovo nad néjakou abecedou) a 2. aby z kédu stroje
(a ptipadné 1 slova nad nimZ ma pracovat) byla jednoznacné dekddovatelna informace o
jeho stavech, symbolech, pfechodové funkci, .. . (a pfipadné i slovo nad nimZ ma pracovat).

Koédovani Turingovych stroju

Necht M = (Q,%,T',>,U,9, qo, Gaccept, Greject)- Bez Gjmy na obecnosti mizeme pied-
pokladat, Ze mnozina stava Q) = {qo,q1,G2,---,qn}. PHCEMZ ¢1 = Qaccept j& akeep-

1. Alonzo Church byl americky matematik

2. Jak je ziejmé jiz z kontextu, pod pojmem problém zde mame na mysli dlohu, kde feSenim je bud ANO,
nebo NE. Jakékoliv jiné dlohy, tj. takové, kde moznych feSeni je vic nez jenom 2, miizeme nahliZet jako funkce a
aplikovat na né pojmy rekursivni resp. rekursivné spocetny.
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tujici @ g2 = Qreject zamitajici stav. Podobné I' = {Xo,..., X, }, pficemz X, = > je
leva koncova znacka a X7 = LI je symbol pro prazdné policko. Symbolim pro smér po-
hybu miZeme téz pfiradit synonyma L = S; a R = S,. Pak hodnotu pfechodové funkce
0(¢i, X;) = (qx, X1, Sy ) miZzeme jednoznaéné kédovat bindrnim fetézem

0'10°10%10'10™ . (5.1)
Binarnim kédem Turingova stroje M je fetéz
111 k6dy 11 kéds 11---11 kéd,- 111,

kde kod; je fetézec tvaru 5.1 a kddy, ..., kod, jednoznacné popisuji celou prechodovou
funkci stroje M?>. Kéd stroje M budeme oznacovat (M ). Kazdy binarni fetézec je kédem
nanejvys$ jednoho Turingova stroje. Nékteré fetézy nejsou kédem ziadného stroje; v ta-
kovém prfipadé interpretujeme fetézec jako kod stroje prijimajiciho prazdny jazyk.

Podobnym zptisobem miZzeme kédovat i vstupni slova stroje M —slovu X, - - - X,
pfifadime k6d 0“1 - - - 10° 1. Prazdnému slovu pfifadime kéd . Kéd slova w oznacujeme
Priklad 5.1. Méme M = ({qo,91,92,93},{0,1},{>,,0,1, A, B},6,>,U,q0,q1,q2)
s prechodovou funkci

5(Q07[>) - (Q&D,R),
5(Q37 O) - (Q37 Aa R)a
5(q371) = (q3aBaL)7
5((]3,14) = (q17A7 L)v
5(Q37l>) = (q27>7R>'
Kodem stroje M je
(M) = 1111100011001100010010001000010011000100010001000001011

000100001010000101100011001100111 .
Kédem slova 001101 je (001101) = 00100100010001001000.

Univerzalni Turinguv stroj

Zavedené kédovani stroju a jejich vstupi nAm umoznuje zkonstruovat univerzalni Turingtiv
. L . d : .
stroj U takovy, Ze U akceptuje (M) f{w) &M akceptuje w, to jest:

LU) ={ (M)t{w) | M akceptuje w }.

Jinymi slovy, jestlize stroj 4 dostane na vstup kéd stroje M a kéd jeho vstupu w (vzdjemné
oddéleny symbolem f), pak ¢ akceptuje tento vstup, pravé kdyz M akceptuje w.
Stroj U pracuje takto:

3. Poznamenejme, Ze neklademe zZadné podminky na uspofadani, a proto jeden TM muZe mit vice riznych kodu.
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1. nejdiive ovéfi, zda jeho vstup je tvaru {0, 1}*{#}{0, 1}*. KdyZ neni, tak zastavi a
zamitne.

2. U simuluje krok po kroku vypocet stroje M na w. Paska stroje U je rozd€lena na
tii stopy. Na prvni stopé si stroj U udrzuje kéd simulovaného stroje M. Na druhé
stopé ma zaznamenan aktudlni obsah pasky stroje M s vyznacenou pozici hlavy.
Treti stopa slouzi k zapamatovani aktudlniho stavu simulovaného stroje M. Simu-
lace jednoho kroku znamend, Ze stroj srovndva obsah tfeti a relevantni ¢asti druhé
stopy s obsahem prvni stopy, aby zjistil, jakd akce stroje M je predepsdna pro jeho
momentdlni stav a ¢teny symbol. Pfedepsanou akci odsimuluje takto: zméni kéd
stavu na tfeti stopé€, prepiSe snimany symbol a posune znacku pro pozici hlavy.

3. U akceptuje (zamitd), pravé kdyz se na tfeti stopé objevi kod akceptujiciho (zamitaji-
ctho) stavu. Pokud M na vstupu w cykli, pak i &/ na vstupu (M)f(w) cykli.

Poznamka 5.2. Na tomto misté (jako i na mnoha jinych v dal$im textu) stavime na Chur-
chové tezi. Misto toho, abychom presné definovali univerzalni Turingiv stroj (tj. specifiko-
vali jeho mnoZinu stavu, prechodovou tunkci atd.), popsali jsme jeho ¢innost jen ,,slovné”.

Diivod je zfejmy: tento popis je mnohem prehlednéjsi a srozumitelnéjsi, neZ kdybychom
méli k dispozici popis prechodové funkce o délce nékolika (desitek) stran.

5.3 Diagonalizace

Hlavnim cilem této kapitoly je prozkoumat, které problémy, vztahujici se k formalnim
jazykm a automattim, jsou resp. nejsou algoritmicky fesitelné. PopiSeme dvé matematické
metody, které umoZziuji o problému dokazat, zZe neni (¢astecné) rozhodnutelny — metodu
diagonalizace a metodu redukce.

Jaky typ problémd je nerozhodnutelny, tj. algoritmicky nefesitelny? Jsou tyto problémy
jen ,teoretické, nebo se s nimi miizeme bézné setkat? Prvni z problémd, ktery prozkoumame
je formulovén takto: mdme dany program a presnou specifikaci, co by tento program mél
délat (napf. ndsobit dv€ matice). Potfebujeme verifikovat, zda program skutecné dél to,
co od néj ocekavame. Jelikoz jak program, tak i specifikace, jsou matematicky pfesné
definované objekty, ptali bychom si, aby proces verifikace byl pokud moZzno automati-
zovan. Ukdzeme, Ze pravé toto je typ problému, ktery (obecné) neni rozhodnutelny, a tedy
reSitelny pocitacem.

Ptesnéji formulovano, budeme se zabyvat problémem pfislusnosti pro Turinovy stroje.
Pro dany Turingliv stroj M a slovo w chceme urcit, zda M slovo w akceptuje, nebo ne-
akceptuje (tj. M zamitd w nebo na w cykli). Jinymi slovy, chceme ur¢it, zda slovo w bud
piislusi, nebo nepfislusi jazyku L(M). Univerzalni Turingdv stroj a technika diagonalizace
jsou nastroje, které ndm umozni dokazat, ze problém pftislusnosti pro Turingovy stroje je
nerozhodnutelny. Jinak fe¢eno, dokdZeme, Ze jazyk

pp ¥ { (M)g{w) | stroj M akceptuje w}

neni rekursivni.
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Prvni idea, jak problém feSit, je pouZit univerzalni stroj U/, kterému na vstup ddme

fetéz (M)#{w). U simuluje vypocet M na w a nasledné
e zastavi a akceptuje pravé kdyZz M se zastavi a akceptuje
e zastavi a zamitne pravé kdyz M se zastavi a zamitne
e cykli pravé kdyz M cykli.

Lehce ovéfime, 7ze L(U) = PP. Problém piislusnosti je tedy Caste¢né rozhodnu-
telny. ProtoZe vsak stroj M neni uplny, pak ani I/ neni uplny, a tedy z existence I/ neplyne
rozhodnutelnost problému pfislusnosti.

Na misté je tedy otdzka, zda existuje néjaka jind metoda, ktera na zdkladé popisu Tu-
ringova stroje a jeho vstupu umoZzni vZdy rozhodnout, jak dopadne vypocet stroje na daném
vstupu. Ve skutecnosti takovato metoda neexistuje. Pro konkrétni TM a slovo se ndim miize
podafit problém rozhodnout aplikaci néjakého heuristick€ho (ad hoc) pfistupu, ale obecna
metoda, ktera by poskytla feSeni pro libovolnou dvojici ( stroj, slovo ) neexistuje.

Véta 5.3. Problém prislusnosti pro Turingovy stroje je ¢dstecné rozhodnutelny, ale neni
rozhodnutelny.

Céste¢nou rozhodnutelnost jsme jiz dokazali. Tvrzeni o nerozhodnutelnosti dokdZzeme
pomoci Cantorovy diagonalizani metody. Tuto metodu poprvé pouzil matematik Georg
Cantor v roce 1873, kdyz se zabyval problémem méreni mohutnosti nekone¢nych mnozin.
Diagonalizaci prokazal, ze mnoziny piirozenych a realnych Cisel maji riiznou mohutnost.
Analogickym zpiisobem miZeme prokazat, ze existuje jazyk, ktery neni akceptovan Zadnym
Turingovym strojem.

Lemma 5.4. Existuje jazyk, ktery neni rekursivné spocetny.

Diikaz. Z predchazejiciho vime, Ze kazdy fetézec nad abecedou {0,1} miZeme chépat
jako kod néjakého Turingova stroje resp. jako kdod néjakého slova. Pro kazdé = € {0,1}*
ozna¢me M, Turinglv stroj s kédem x. Podobné w,. je slovo, jehoz kéd je pravé x. Ros-
touci uspofadéni slov* nad abecedou {0, 1} uréuje uspofadéani Turingovych stroji

M, Mo, M1, Moo, Mo1, Mg, Mi1, Mooo, - - -

a usporadani slov

We, W, W1, Woo, Wo1, W10, W11, Wo005 - - -

Snadno nahlédneme, Ze uvedené usporadani je natolik jednoduché, Ze lze zkonstruovat
uplny TM, ktery pro dané pfirozené Cislo m vypocte kod m-tého Turingova stroje resp.
m-tého slova.

UvaZzme nyni nekonenou dvojrozmérnou tabulku (obr. 5.1). Radky tabulky jsou
oznaceny Turingovymi stroji v zavedeném uspotraddani. Sloupce jsou oznaceny slovy v za-
vedeném usporadani. V pruseciku i-t€ho fadku a j-tého sloupce je v tabulce symbol 1,
prave kdyz -ty Turingliv stroj akceptuje j-té slovo. JestliZe stroj vstup neakceptuje, pak na
uvazované pozici tabulka obsahuje symbol 0.

4. 'V rostoucim uspofadani slovo mensi délky predchazi slovu vétsi délky. Pokud a = a1 - am a b = by - b,
maji stejnou délku, pak a predchazi b pravé kdyz existuje ¢ takové, ze a1 = b1,...,a;—1 = b;—1 aa; < b;.
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We Wo Wi Woo Wo1 Wip Wil Wooo Wool
M. 1 0 1 1 0 1 0 1 1
Mo 0 1 1 1 0 1 0 0 1
M,y 1 1 1 0 1 1 0 1 0
Moo 0 O 0 0 0 1 0 1 1
Mo 1 0 0 1 0 0 1 1 1
Mo 0 O 0 1 1 1 0 1 1
M1 1 1 0 1 0 1 0 1 0
Moo | 0 1 1 0 0 1 1 1 1
Moo | 1 1 1 1 1 0 0 1 0

Obrazek 5.1: Tabulka obsahujici informace o vypoctech Turingovych strojti (symboly 1 a
0 jsou rozmistény nahodné, Cisté pro ilustraci.)

Zkonstruujeme jazyk D (tzv. diagondlni jazyk) nad abecedou {0, 1}* vyuzitim prvkd,
které v tabulce lezi na diagondle. Abychom zabezpecili, Ze jazyk D neni akceptovan Zddnym
Turingovym strojem, pozadujeme, aby slovo d patfilo do jazyka D tehdy a jen tehdy, kdyZz
stroj M 4 neakceptuje slovo wy, tj. na priuseciku radku M a sloupce w, obsahuje tabulka
symbol 0.

Lehce prijdeme ke sporu: predpokladejme, ze existuje né€jaky stroj M, akceptujici
jazyk D. Jestlize slovo x patii do jazyka D, pak tabulka obsahuje na pozici (M, w,)
symbol 0 a nemuze byt L(M,) = D. Naopak, jestlize slovo x nepatii do jazyka D, pak
tabulka obsahuje na pozici (M, w,) symbol 1, a tedy opét nemuize platit L(M,) = D.
Proto neexistuje Zadny TM, ktery by akceptoval jazyk D.

O

Nyni jsme jiz ptipraveni dokazat vétu 5.3 o nerozhodnutelnosti problému prislusnosti.

Diikaz. véty 5.3
Dukaz véty provedeme sporem. Pfedpokladejme, Ze existuje tplny stroj T akceptujici ja-
zyk P P. Nad vstupnim slovem (M )#(w) stroj T pracuje takto:

e 7 se zastavi a akceptuje pravé kdyz M se zastavi a akceptuje w

e 7 se zastavi a zamitne pravé kdyZ M se zastavi a zamitne anebo kdyz cykli na w.
Zkonstruujeme novy Turingiv stroj A (viz obr. 5.2), ktery pro vstup = € {0,1}*

1. zapiSe na svou pasku fetéz xfx,

2. simuluje vypocet stroje 7 na vstupu xfix,

3. N akceptuje vstup z, pravé kdyz T zamitne vstup zfx.

N zamitne vstup z, pravé kdyZ 7 akceptuje vstup xfz.

Pii konstrukci stroje A jsme vyuZili existenci univerzdlniho TM. Konkrétng, v bod& 2.
piedepisujeme, aby stroj A/ simuloval jiny stroj, jehoZ popis dostal jako soudst vstupu —
to ale znamend, Ze se chova jako univerzalni stroj. Pro kazdé slovo z € {0, 1}*

N akceptuje © <= 7T zamitd vstup zfx (podle definice \)
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4 \
ACCEPT _, | REJECT
x X ﬂl“
REJECT = +——
N
\\§ J

Obrazek 5.2: Konstrukce stroje N

<= stroj s kddem x zamitd anebo cykli na vstupu s kédem =
(podle predpokladu o T)

Specidlné nés zajimé vypodet stroje N na vstupu (N), tj. na vstupu, ktery je kédem stroje
N. Tedy dostavdme

N akceptuje (N) <= T zamitd vstup NN
<= stroj s kédem (N') zamitd anebo cykli na vstupu s kédem (N)
< N neakceptuje (N)

To je zfejmy spor, a proto nas predpoklad o existenci uplného Turingova stroje 7 musel
byt chybny. O

Jeste jednou zopakujme, jakym zpiisobem jsme dokazali nerozhodnutelnost problému piislusnosti.
Predpokladali jsme existenci stroje 7 rozhodujiciho tento problém. Zkonstruovali jsme

stroj AV (ktery vyuzival T) takovy, Ze kdyZz N dostal na vstup x, tak ho akceptoval jediné

tehdy, kdyZ stroj s kédem x neakceptoval vstup s kodem x. Nakonec jsme spustili stroj N

na vstupu (). Chovani stroje A/ popisuje fadek

Wwe Wop W1 Woo Wo1 Wip W11 Wooo Wool

ktery vznikl ,negaci” diagondly z tabulky 5.1. Srovname-li stroj N s libovolnym Turingo-
vym strojem M, tak vidime, Ze jejich chovani na vstupu s kédem =z se lisi: kdyZ jeden ze
stroju akceptuje, tak druhy neakceptuje a naopak.

Problém pftislusnosti pro Turingovy stroje je pfikladem problému, ktery je ¢4stecné
rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny. Pfirozenou je otdzka, zda existuje problém, ktery
neni ani ¢astecné rozhodnutelny. Piikladem takového problému je komplement problému
prislusnosti.

Véta 5.5. Jazyk co-PP 4 (M)#{w) | M neakceptuje w} neni rekursivné spocetny.

Diikaz. Predpokladejme, Ze jazyk co—P P je rekursivné spocetny. Pak podle véty 4.17 je
jazyk P P rekursivni, coZ je spor. U
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5.4 Redukce

S problémem prisluSnosti pro TM tzce souvisi problém zastaveni pro TM. Pro libovolny
dany TM M a libovolné dané slovo w se ptame, zda vypocet M na w je konecny ¢i nikoli.
Opét nas zajim4d, zda je tento problém rozhodnutelny, tj. zda jazyk

rz ¥ {{IM)#{w) | vypocet M na w je kone¢ny }

je rekursivni.

Véta 5.6. Problém zastaveni pro Turingovy stroje neni rozhodnutelny.

Diikaz. Dukaz provedeme sporem. Predpoklddejme, Ze problém je rozhodnutelny. Pak
existuje uplny Turinglv stroj 7 akceptujici jazyk PZ. Ukazeme, jak s pomoci stroje 7,
muZeme sestrojit Gplny Turingdv stroj A rozhodujici jazyk PP. JelikoZ vSak jazyk PP
neni rekursivni, pak predpoklad o rozhodnutelnosti problému zastaveni vede ke sporu.
Ukolem stroje NV je pro dany stroj M a slovo w rozhodnout, zda M akceptuje w.
Stroj N pro vstup (M)(w) pracuje takto (obr. 5.3):
1. simuluje vypocet stroje 7 na vstupu (M) (w),
2. v ptipadé, Ze T akceptuje (M) (w), tak vypocet M na w je koneény. Proto N mize
simulovat vypocet M na w a N akceptuje pravé kdyz M akceptuje w,
3. v piipadé, ze T zamitd (M)f(w), tak M na w cykli. Proto \/ zamitne svij vstup.

ACCEPT ACCEPT ACCEPT

REJECT REJECT

REJECT

Obrazek 5.3: Konstrukce stroje N.

Stroj AV je udplny, protoZe stroj 7 je dplny a A/ simuluje jen kone¢né vypolty stroje M.
Stroj N akceptuje jazyk PP, protoZe plati:
N akceptuje (M)#{w) <= stroj T akceptuje (M)#(w) a M akceptuje w.  [J

Metoda, kterou jsme pouzili v diikazu véty 5.6 je zaloZena na tzv. redukci: problém
prislusnosti jsme prevedli (redukovali) na problém zastaveni tak, Ze kdybychom méli k
dispozici algoritmus feSici problém zastaveni (stroj 7°), pak bychom dokézali sestrojit i
algoritmus rozhodujici problém pfislusnosti (stroj ). Z piedchazejiciho vime, Ze takovy
algoritmus existovat nemuze, a tedy nemtiZe existovat ani algoritmus rozhodujici problém
zastaveni. JelikoZ tplné stejny postup mizeme pouZit i pro jiné problémy, zformulujeme
metodu redukce a jeji pouZitelnost obecné.
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Definice 5.7. Nechf A, B jsou jazyky, A C ¥*, B C U*. Redukce jazyka A na jazyk B
je rekursivni funkce o : X* — U* takova, Ze

weA<=o(w)eB.

V piipadé existence redukce jazyka A na jazyk B fikame, Ze A je redukovatelny
(se redukuje) na B a zna¢ime A < B. S ohledem na zndmy vztah mezi pojmy jazyk a
rozhodovaci problém, miZeme aplikovat pojem redukce i na problémy. Zdtiraznéme jesté
jednou dvé klicové vlastnosti redukce:
1. existence tplného Turingova stroje (algoritmu), ktery pro kazdé slovo w nad abece-
dou X vypocte jeho obraz, tj. slovo o(w) nad abecedou V;
2. redukce zachovava prislusnost do jazyka (slovo z jazyka A se zobrazi na slovo z ja-
zyka B, slovo nepatfici jazyku A se zobrazi na slovo nepatfici jazyku B) (obr. 5.4).

Obrazek 5.4: Redukce.

Zpusob, jakym lze pojem redukce vyuzit pti dikazu o (ne)rozhodnutelnosti néjakého problému,
je vyjadren v nasledujici véte.

Véta 5.8. Nechfi A < B.

(z) Neni-li jazyk A rekursivné spocetny, pak ani jazyk B neni rekursivné spocetny.

(1) Neni-li jazyk A rekursivni, pak ani jazyk B neni rekursivni.

Alternativni (a ekvivalentni) formulace véty 5.8 je

Necht A < B.

(7) Je-li jazyk B rekursivné spocetny, pak i jazyk A je rekursivné spocetny.
(i7) Je-li jazyk B rekursivni, pak i jazyk A je rekursivni.

Diikaz. (i) Dokazeme alternativu (7). Tvrzeni (i) dostaneme kontrapozici implikace. Predpokladejme,
7e A < B aZe B je rekursivné spocetny. Nechf R je tplny TM pocitajici redukci
o jazyka A na jazyk B. Ddle nechf Tp je TM akceptujici jazyk B. Sestrojime novy
TM T4 akceptujici jazyk A a tim dokdzZeme, Ze A je rekursivné spocetny.
Stroj T4 pro vstup w (viz obr. 5.5) pracuje takto:
1.  simuluje vypocet stroje R na vstupu w. Vysledkem simulace je fetéz o (w);
2. simuluje vypocet stroje Tp na vstupu o (w);
3. pokud stroj Tz zastavi a akceptuje (zamitne), pak i T4 zastavi a akceptuje
(zamitne). Kdyz Tp cykli, pak i T4 cykli.
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Tedy plati:
Ta akeceptuje w <= Tp akceptuje o(w)
< o(w) €B
— weA
(i) Analogicky jako v predchdzejicim piipadé€. Protoze vSak B je rekursivni, existuje
uplny TM Tpg, ktery ho akceptuje. Pak ale i stroj 74 bude dplny, a tedy jazyk A

rekursivni.
TB ]

4 N\
ACCEPT
w w U(w) ACCEPT d -
REJECT
REJECT T—

Ta
|\ J

Obrazek 5.5: Konstrukce stroje 74.

Diikaz nerozhodnutelnosti problému P metodou redukce se sklada ze dvou krokd.
1. Zvolime néjaky problém N, o kterém uZ bylo dokdzano, Ze je nerozhodnutelny.
2. Prokazeme, ze N < P.
Nerozhodnutelnost problému P je pak dusledkem véty 5.8.
Redukci miizeme, samoziejmé, vyuzit i k diikazu rozhodnutelnosti néjakého problému P.
V takovém pripadé
1. Zvolime néjaky problém R, o kterém uZz bylo dokdzano, Ze je rozhodnutelny.
2. Prokazeme, ze P < R.
Rozhodnutelnost problému P je pak opét disledkem véty 5.8.
Konstrukce redukce A < B se sklada z nésledujicich krokd. Nechf A C ¥*, B C ¥*,
1. Definujeme funkci o : ¥* — U*.
2. Ovéfime, Ze funkce o je rekursivni (napiiklad tak, ze zkonstruujeme Gplny Turingtiv
stroj (tj. algoritmus), ktery pro kazdé w € ¥* vypocte o(w)).
3. Ovéfime platnost ekvivalence

we A o(w)eB.

Otazka 5.9. Ktery z jazyku PP, PZ hraje v dikazu véty 5.6 roli jazyka A a ktery roli
jazyka B. Jak je definovana redukce A na B?

Otazka 5.10. Ukazte, Ze redukovatelnost je tranzitivni, tj. kdyz A < B a B < C, pak
A < C. Je redukovatelnost symetricka, tj. plyne z A < B platnost B < A?

5.5 DalSi rozhodnutelné a nerozhodnutelné problémy pro TM

Doposud jsme se setkali se tfemi nerozhodnutelnymi problémy, z nichz dva (problém za-
staveni a pfislusnosti pro TM) byly ¢astecné rozhodnutelné a tfeti (komplement problému
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zastaveni) nebyl ani ¢astecné rozhodnutelny. Déle jsme ukdzali princip, jak 1ze pomoci re-
dukce dokazat (CasteCnou) rozhodnutelnost ¢i nerozhodnutelnost jinych problémi. Apli-
kujme nyni tyto poznatky a prozkoumejme dal$i problémy tykajici se TM (rekursivné
spocetnych jazyk).

Véta 5.11 (Rozhodnutelné problémy). Nasledujici problémy jsou rozhodnutelné.

Pro libovolny dany Turingiiv stroj M rozhodnout, zda

(a) M ma alesporn 1998 stavii,

(b) vypocet stroje M nad vstupnim slovem a*%%% je delsi nez 1998,

(c¢) existuje slovo w takové, Ze vypocet stroje M nad vstupnim slovem w je delsi nez 1998.

Véta 5.12 (Semirozhodnutelné problémy). Nasledujici problémy nejsou rozhodnutelné,
ale jsou castecné rozhodnutelné.

Pro libovolny dany Turingiiv stroj M rozhodnout, zda

(a) jazyk L(M) je neprazdny,

(b) jazyk L(M) obsahuje alespori 1998 slov.

Véta 5.13 (Nerozhodnutelné problémy). Ndsledujici problémy nejsou (ani) ¢astecné roz-
hodnutelné.

Pro libovolny dany Turingtiv stroj M rozhodnout, zda

(a) jazyk L(M) je prazdny,

(b) jazyk L(M
(c) jazyk L(M
(d) jazyk L(M
(e) jazyk L(M
(f) jazyk L(M) je rekursivni (tj. zda existuje rekursivni jazyk L takovy, Ze L(M) = L,

obsahuje nanejvys 1998 slov,
je konecny,

= R pro libovolny dany reguldrni jazyk R,

~_— s —

je reguldrni (j. zda existuje reguldrni jazyk R takovy, Ze L(M) = R),
tj. problém, zda M je tiplny TM).

Diikaz. véty 5.11

Rozhodnutelnost vSech uvedenych problému prokdzeme tak, Ze zkonstruujeme tplny TM

T akceptujici pravé kody Turingovych strojit majicich poZadovanou vlastnost.

(a) Stroj 7 prochdazi vstup a testuje, zdali je na nékteré z pozic prislusejicich stavim (viz
kédovani TM) fetéz tvaru 019980*.

(b) Stroj 7 ma tfi pasky. Na tfeti pasce si na pocatku vypoctu oznaci 1999 polic¢ek. Na
druhou pasku zapiSe fetéz a'??%. Pak na druhé pasce simuluje krok po kroku vypodet
stroje s kédem = (z je vstup stroje 7) na vstupu a'®?®. Za kazdy odsimulovany
krok oznac¢i 7 jeden symbol na tfeti pasce. Kdyz simulovany vypocet skoncil dfive,
nez byly oznaceny vSechny symboly na tieti pasce, tak 7 zamita. Pokud 7 oznacil
vSechny symboly, tak akceptuje.

(c) Nasim cilem je zkonstruovat TM T, ktery pro dané (M) rozhodne, zdali existuje slovo
w takové, Ze vypoclet stroje M na vstupu w je delsi nez 1998. Stroj T bere po-
stupné slova nad vstupni abecedou stroje M v rostoucim uspotradani az do délky
1999. Pro kazdé slovo simuluje vypocet stroje M nad timto slovem, pricemz si pa-
matuje poCet uz odsimulovanych krokii vypoctu. Kdyz délka simulovaného vypoctu
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presdhne 1998, tak 7T se zastavi a akceptuje. Kdyz délka vypoctu na Zadném z
uvazovanych slov nepfesdhne 1998, tak 7 se zastavi a vstup zamitne.
Zustava prokazat korektnost navrzeného postupu. Tvrdime, Ze kdyZ jsme hledané
slovo nenasli mezi slovy délky maximélné 1999, tak skute¢né neexistuje. Vime, Ze
délka vypoctu na zadném ze slov délky 1999 nepiesahla hodnotu 1998. To zna-
mend, Ze stroj nikdy necetl posledni symbol vstupu (na to by potfeboval alespor
1999 krokt). Priibéh vypoctu je tedy jednoznacné uréen prefixem délky 1998 a neni
ovlivnén symboly za timto prefixem.

O

Diikaz. véty 5.12
(a) Nejdiive dokaZeme, Ze problém neprazdnosti neni rozhodnutelny. Navrhneme redukci
jazyka PZ (ktery neni rozhodnutelny — véta 5.6) na jazyk

PN Z { (M) | L(M) # 0}.

Nerozhodnutelnost problému neprazdnosti plyne z véty 5.8.
Protoze PZ C {0,1,4}*, PN C {0, 1}*, tak hledand redukce o je funkce z {0, 1, }*
do {0,1}*. Slovu z € {0, 1, #}* pfifadi o slovo (R,), pfi¢emz (R ) je kod takto de-
finovaného Turingova stroje. Stroj R, pro vstup w € {0, 1}* pracuje nasledovné.
1. Jestlize slovo x nepatii do {0, 1}*{f}{0, 1}*, tak R, vstup w zamitne.
2.V opatném piipadé smaZe obsah své pasky a zapiSe na nf slovo x. Necht z =
r1fTs.
3.  Stroj R, simuluje vypocet stroje s kddem z; na vstupu s kédem x5.
Jestlize simulovany vypocet je konecny, tak R, akceptuje. Pokud simulovany
vypocet je nekonecny, tak i vypocet R, je nekoneny.
Funkce o je tplnd a je vycislitelnd (vypocitatelnd) Turingovym strojem, coZ zna-
mend, ze je rekursivni. Je dilezité si uvédomit, Ze jazyk akceptovany strojem R,
je
0 kdyZ stroj s kédem z; na vstupu s kédem zo cykli,
resp. v ptipad€ Ze x nepatii do {0, 1}*{f}{0, 1}*

L(R,) = «
{0,1}* kdyz vypocet stroje s kddem x; na vstupu

\ s kédem x5 je konecny.

Funkce o zachovéva pfislusnost do jazyka, protoze
(Ry) € PN <= L(R,) ={0,1}*

< r = x1fwe, 11,22 € {0,1}* a

vypocet stroje s kddem x; na vstupu s kédem x5 je konecny

=z e Pz
Zustava dokazat, ze jazyk PN je rekursivné spocetny. Zkonstruujeme Turinguv stroj
T akceptujici jazyk PN. Nabizi se vcelku piimocaré feSeni. Chceme-li zjistit, zda
dany stroj M akceptuje vibec n€jaké slovo, staci brat vSechna mozna vstupni slova a
simulovat postupné vypocet stroje M na kazdém z nich. Pokud M akceptuje néjaké
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slovo, urcité na néj diive nebo pozdéji narazime. PotiZ je v tom, Ze dfive neZ dojde
na toto slovo, které by stroj M akceptoval, tak se mtize zkouset i slovo, na némz M
cykli — k hledanému slovu se tak nikdy nedostaneme.

Potiz miizeme obejit vyuzitim ,paralelismu”. Namisto toho, aby se simuloval vzdy
jen jeden vypocet stroje M, bude stroj 7 simulovat nékolik vypocti stroje M na-
jednou. Provedeme to tak, Ze 7 vzdy odsimuluje krok jednoho vypoctu, pak krok
dalsiho vypoctu atd. (Uvedend metoda nese anglicky ndzev dovetailing.)
Predpokladejme libovolné, ale fixni usporadani slov nad vstupni abecedou stroje M.
Pracovni péska stroje 7 bude rozdélena na nékolik useklii oddélenych specialnim
symbolem $ € T'. V kazdém tseku je aktudlni konfigurace jednoho simulovaného
vypoctu. Na poc¢atku ma 7 jen jeden tsek a na ném pocatecni (nultou) konfiguraci na
prvnim vstupu stroje M. Jeden cyklus spociva v tom, Ze 7 prochazi svoji pracovni
pasku zleva doprava. V kazdém tuseku prepiSe konfiguraci jejim nésledovnikem.
Kdyz dojde za posledni dsek, napiSe tam pocatecni konfiguraci vypoctu na dalSim,
jesté neprozkoumaném slové. Obsah pracovni pasku stroje 7 po patém opakovani
cyklu je schematicky naznacen na obrazku 5.6 (symbol Konﬁgé znadi j-tou kon-
figuraci vypoctu stroje M na i-tém vstupu). Pokud se v nékterém z dsekll objevi

> | Konfigy | $ | Konfigs | $ | Konfigs | $ | Konfig] | $ | Konfigh | $ | U...

Obrazek 5.6: Paralelni simulace vypocti

akceptujici konfigurace (coZ nastane, pravé kdyz jazyk L(M) je neprazdny), pak
stroj T akceptuje. Pro vstup (M) takovy, ze L(M) = 0, stroj T cykli.

(b) Tvrzeni dokdZeme nepatrnou modifikaci predchazejiciho dikazu. Pro nerozhodnutel-
nost staci vzit v dvahu, ze jazyk L(M) obsahuje alespori 1998 slov tehdy a jenom
tehdy, kdyz L(R,) = {0,1}*. Pro semirozhodnutelnost staci modifikovat stroj 7
tak, aby akceptoval az po objeveni se 1998 akceptujicich konfiguraci.

O

Diikaz. véty 5.13

(a) Nerozhodnutelnost problému prazdnosti (anglicky emptiness) dokdzeme redukci ja-
zyka co—PZ (ktery neni rekursivné spocetny — dokazte!) na jazyk PF, kde

PEY { (M) | L(M) = 0}.

Redukce o je definovana podobnym zptsobem, jako v ditkazu nerozhodnutelnosti
pfipadu neprazdnosti (véta 5.12, pfipad (a)). Jedind zména se tykéd bodu 1.: pokud
slovo x nepatii do {0, 1}*{#}{0, 1}*, pak R, vstup w akceptuje. Opét plati, Ze ja-
zyk L(R;) je bud prazdny (v piipadé, Ze stroj s kédem x; na vstupu s kédem
29 cykli) , nebo stroj R, akceptuje kazdé vstupni slovo (to v piipadé, ze vypocet
stroje s kddem z; na vstupu s kddem x5 je konecny, resp. v ptipadé Ze = nepatii do
{0,1}*{#}{0, 1}*). Funkce o zachovava piislusnost do jazyka, protoze
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(Ry) € PE<—= L(R;) =10
< x = x1fT2, T1,72 € {0,1}* 2
stroj s kddem x; na vstupu s kédem x5 cykli
<= zr €co-PZ

(b),(c) Stejné jako predchazejici pripad. Jazyk L(R.) je bud prdzdny, a tedy obsahuje
nanejvys 1998 slov, resp. je konecny, nebo je nekonecny.

(d) Predpokladejme, Ze problém, zda dany TM a konecny automat akceptuji stejny jazyk,
je Caste¢né rozhodnutelny. Pak za kone¢ny automat mizeme zvolit automat akcep-
tujici prazdny jazyk a dostdvame, Ze i problém prazdnosti pro Turingovy stroje je
caste¢né rozhodnutelny — spor.

(e) Zvolme jazyk L, ktery je bezkontextovy a neni regularny. Nechf A je zdsobnikovy
automat akceptujici jazyk L. Chceme dokdzat, Ze jazyk

PRY (M) | L(M) je reguldrni }.
neni rekursivné spocetny. Ditkaz provedeme redukei jazyka co-PZ na jazyk PR.
Hledana redukce o slovu x € {0, 1,f}* pfifadi slovo (R,), pficemz (R..) je kod
takto definovaného Turingova stroje. Stroj R, pro vstup w € {0, 1}* pracuje nasledovné.
1. Jestlize slovo x nepatii do {0, 1}*{#}{0, 1}*, tak R, pokracuje bodem 4.
2.V opatném pripadé zméni svou pasku na tfistopou. Na druhou stopu zapiSe
slovo z. Nechf x = xfiz-.
3. Stroj R, simuluje na své tieti stopé vypocet stroje s kddem x; na vstupu s
kédem x5. Jestlize simulovany vypocet je kone¢ny, tak R, pokracuje bodem
4. Pokud simulovany vypocet stroje s kddem x; na vstupu s kédem x5 je ne-
konec¢ny, tak i vypocet R, je nekonecny.
4. R, simuluje vypocet zasobnikového automatu .4 na vstupu w.
5. Jestlize automat A slovo w akceptuje, tak i stroj R, svij vstup w akceptuje.
Pokud A zamitne, tak i R, zamita.
Funkce o je uplna a je vycislitelnd Turingovym strojem, coZ znamena, Ze je rekur-
sivni. Jazyk akceptovany strojem R, je

L jestliZze vypocet stroje s kddem z1 na vstupu s kédem x5 je konecny
L(R;) = resp. v piipadé Ze x nepatii do {0, 1}*{f}{0, 1}*)

() jestlize stroj s kddem x1 na vstupu s kédem x5 cykli

Funkce o zachovava prislusnost do jazyka, protoze
(R:) € PR<= L(R,)=10
< x = x1fw0, 1,22 € {0,1}* a
stroj s kédem x; na vstupu s kédem x5 cykli
<=z € co-PZ
(f) Analogicky jako v pfipadé (e) s tim rozdilem, Ze jako jazyk L zvolime jazyk, ktery je
rekursivné spocetny a neni rekursivni.
O
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5.6 Postuv korespondencni problém

V piedchozi ¢asti jsme zkoumali rozhodnutelnost rtiznych problémi tykajicich se Turin-
govych stroji. Poznali jsme, Ze az na nékolik malo velice jednoduchych problému, jsou
nerozhodnutelné. Pfirozenou je proto otdzka, co se stane, kdyZ v uvedenych problémech
zaménime TM néjakym vypoctové slabSim zafizenim. Piekvapujicim(?) je zjiSténi, Ze po-
kud chceme, aby se problém stal rozhodnutelnym, pak ho musime vétSinou (aZ na nékolik
malo jiz ukdzanych vyjimek) formulovat pro velice omezenou tfidu jazyki: pro determi-
nistické bezkontextové, resp. v nékterych ptipadech az pro reguldrni jazyky. Shrnuti vSech
uvazovanych problému najde Ctenaf na konci této kapitoly.

V predchozi ¢asti byl klicovym diikaz nerozhodnutelnosti problému prislusnosti
(véta 5.3). Nerozhodnutelnost vSech ostatnich problémil byla dokazdna redukci. Obdob-
nou kli¢ovou roli v této Casti sehraje tzv. Postiiv koresponde¢ni problém. Postiv problém je
uzce spjat s problémem zastaveni, avSak jeho formulace je pro nase cile mnohem vhodné;jsi.

Formulace

Postiv korespondencni problém (anglicky Post Correspondence Problem), zkracené PKP
(PCP), 1ze formulovat takto: jsou dany dva seznamy, A = x1,..., 2, a B = Y1, ..., Yn,
neprazdnych slov nad abecedou X. Seznamy A, B nazyvame instanci (pfipadem) PKP a
oznacujeme (A, B). Dand instance PKP ma feseni, pravé kdyz existuje kone¢na posloup-
nost pfirozenych ¢isel i1, 7o, ... 4, £ > 1, takova, Ze

Ly Lig =" Tiye = Yir Yig =" Yiy, -

Posloupnost 1, i2, . . . i se nazyva resenim PKP. Postiiv koresponden¢ni problém je for-
mulovan jako tfida problémi rozhodnout pro libovolnou danou instanci PKP, zda ma feSeni.

Priklad 5.14. Necht A, B jsou seznamy nad abecedou {a, b, c},
A = (b, cbb, ab, c) B = (bbe, b, a, be).
Pro lepsi predstavu si instanci PKP miiZeme zndzornit jako kostky domina
(&) = AUsel 5] [3] [l
B bbc| | b || a] lbc
Resenim uvedené instance PKP je posloupnost 3,1,2,1,2,4 protoZe

T3T1T2T1T2X4 = Y3Y1Y2Y1Y2ys = abbcbbbcbbe.

Opét pro lepsi predstavu uvadime i grafickou prezentaci

3 1 2 1 2 4
a b b C b b b C b b C
a b b C b b b C b b C

Uvedena posloupnost neni jedinym feSenim daného piipadu; jsou jim napr. i posloupnosti
3,1,2,1,2,1,24 a 3,1,2,1,24,3,1,2,1,2,4 a dalsi.
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Otazka 5.15. Kolik rfeseni ma instance PKP z predchazejiciho problému?

Priklad 5.16. M¢jme instanci PKP, danou seznamy A, B nad abecedou {0, 1} takto:
A = (01,001, 11) B = (10,00,011).

Hledané reseni by muselo zacinat indexem 2, protoZe dvojice x1,y; a téZ xs,ys se lisi v jiZ
prvnim symbolu (presnéji: v Zadné z téchto dvojic neni jedno ze slov predponou druhého).
Tim mame

0 0 1

0 0

Ze seznamu B musime nyni vybrat slovo, které zacind symbolem 1. Jedinou moZnosti je

o 0 1.0 1
0O 0|1 O

a to je situace shodnd s predchdzejici. Proto tato instantce PKP nemad reseni (neexistuje

slovo 10. Dostavame

konecna posloupnost ¢isel pozadovanych vlastnosti).

Jsme tedy schopni pro nékteré konkrétni ptipady rozhodnout, zda maji feSeni. Jak ovSem
uvidime, nelze napsat algoritmus, ktery by pro libovolnou instanci PKP rozhodoval, zda
ma ¢1 nema feSenti.

Inicialni Postiv korespondec¢ni problém

Nasim cilem je dokazat, Ze Postiiv korespondencni problém neni rozhodnutelny. PouZijeme
metodu redukce a sestrojime redukci problému pfislusnosti pro TM (véta 5.3) na PKP.
ProtoZe sestrojit hledanou redukci pfimo je pomérné (technicky) narocné, zjednodusime si
cely problém nasledovné. Definujeme inicialni Postiv korespondenéni problém (zkracené
inPKP) a prokdzeme, Ze pokud je inPKP nerozhodnutelny, tak i PKP je nerozhodnutelny.
Pak dokdZeme, Ze inPKP je nerozhodnutelny.

Rozdil ve formulaci inPKP a PKP je v tom, Ze u inicidlniho Postova problému se pro
danou instanci (A, B) ptime, zda ma feSen{ zaCinajici ¢islem 1. Pfesnéji, instance (A, B)
inicidlniho Postova korespondecniho problému ma feSeni pravé kdyZz existuje posloupnost
pfirozenych ¢isel i1, 29, . . . ix, k > 0, takov4, Ze

L1Tiy Lig =+~ Tiyy = Y1Yir Yiy * Yy, -
Priklad 5.17. Inicidlni Postiiv korespondecni problém pro seznamy A, B z prikladu 5.14

md reSeni 122, protoZe x1x1x2x2 = Y1y1Y2y2 = bbcbbchb.

Lemma 5.18. Z nerozhodnutelnosti inicidlniho Postova korespondecniho problému plyne
nerozhodnutelnost Postova korespondecniho problému.

Diikaz. Piedpokladejme, Zze PKP je rozhodnutelny. Dané instanci (A, B) inPKP pfifadime
instanci (C, D) PKP tak, ze (A, B) ma feSeni pravé kdyz (C, D) ma feSeni. Z rozhodnu-
telnosti PKP by tedy plynula i rozhodnutelnost inPKP.
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Nechf tedy seznamy A = z1,...,x, a B = y,...,y, nad abecedou X jsou in-
stanci inicidlniho Postova problému. Ddle necht $, ¢ jsou dva symboly nepatiici do abe-
cedy Y. Zavedeme homomorfismy hy, hgp : ¥* — ¥* U {$, ¢} definované piedpisem:

d d . ) N
hr(a) a ¢a, hr(a) o a¢ pro vSechna a € X (s pfirozenym rozsifenim ze ¥ na ).

PoloZzme
X1 = ¢hgr(x1) Y1 = hr(y1)
Xit1=hg(z:))  Yier = ho(yi) prol <i<n
Xn+2 =5 Yn—|—2 = ¢$

Seznamy C' a D nyni vytvoiime takto:
C:(Xl,...,Xn+2) D:(Yl,...,Yn+2).

Ovéime, Ze instance (C, D) PKP mad feseni, pravé kdyz instance (A, B) inPKP ma feSeni:
1. <=: Necht feSenim instance (A, B) inPKP je posloupnost i1, 72, . . . i.. ProtoZe

dhr(r12i - i) = hp(Y1yi, - - i, ) 9,

je posloupnost 1, (i1 + 1), ... (i + 1), n + 2 feSenim instance (C, D) PKP.

2. =: Necht feSenim instance (C, D) PKP je posloupnost j1, jo, . . . , jx. Pak nutné musi
byt j; = 1 a j, = n + 2. ReSenim instance (A, B) inPKP pak bude napiiklad posloupnost
(jo —1),...,(ji — 1), kde [ je nejmensi takové Cislo, Ze j;+1 = n + 2. Nutnost volby [ je
déna faktem, Ze dvojice X, 12, Y42 nema v (A, B) zZadny vzor. O

Priklad 5.19. Redukci instance (A, B) inicidlniho PKP

4 = ba , b ) b , bab ostaneme instanci (C,
<Bg> HZtLaLbb] b%aba? ] l flb” d bt¢> b;acbb;c DEKP
<D>_{l ¢b ]{ ¢b ]’l¢b¢b]’[¢a¢b¢b]’[ ¢a ]Lﬁ]}

Reseni 2,4,2 instance (A, B) odpovidd napiiklad feSeni 1,3,5,3,6 instance (C, D).

Poznamka 5.20. Jina formulace tvrzeni uvedeného v lemmatu 5.18 je, Ze inPKP < PKP.
Dokazte, Ze plati i opacné tvrzenti, tj. Ze PKP < inPKP.

Nerozhodnutelnost Postova korespondencniho problému

Véta 5.21. Postiiv korespondencni problém je nerozhodnutelny.

Diikaz. Vzhledem k tvrzeni lemmatu 5.18 sta¢i dokdzat nerozhodnutelnost inicidlniho Po-
stova problému. Sestrojime redukci problému piislusnosti pro TM (véta 5.3) na inicidlni
Postv problém: dvojici Turingliv stroj 7 a slovo w tato redukce ptifadi dva seznamy A a
B tak, ze instance (A, B) inPKP mad fesent, pravé kdyz stroj 7 akceptuje slovo w.

Necht T = (Q,%,T,>,1,9, o, Gaccept Greject), w € X*. Déle piedpokladejme,
7eQNT =0azt ¢ QUT (novy symbol). Kazdou konfiguraci (q, z,7) stroje T
muZzeme jednoznacné reprezentovat fetézcem z1qzs, kde 212019 = z a |z1| = r. V této
reprezentaci je pozice hlavy urCena umisténim symbolu stavu v fetézci z. Zakladni idea
konstrukce je prifadit dvojici 7, w takovou instanci inicidlniho Postova problému, Ze jeji
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Seznam A Seznam B
I f fqo > wi
11 Z A pro vS§echna Z € T’
i i
111 pro v§echna ¢ € Q \ {Qaccept}, P € Q, X, Y, Z €T
qgX Yp jestlize 6(¢, X) = (p,Y,R)
ZqX pZY jestlize 6(¢q, X) = (p,Y,L)
qft Y pt jestlize d(q,U) = (p,Y, R)
Zqt pZYH jestlize d(q,U) = (p,Y, L)
IV ZQaccept Qaccept pro vSechna Z € I’
Qaccept Qaccept pro vSechna Z € I
\% Qaccepttm i

Obrazek 5.7: Redukce problému pfislusnosti pro TM na inPKP

feseni (posloupnost ¢isel) urcuje slovo § > gowia1q1 18 - - - 8k Gaccept S it takové, Ze jeho
predpona je zapisem akceptujictho vypoctu 7 na w (za podminky, Ze existuje).

Seznamy A, B jsou tvofeny slovy nad abecedou ¥ U I' U {#} tak, jak je uvedeno
v tabulce 5.7. Pro lepsi pochopeni jsou slova seskupena do mensich celkil. S vyjimkou
prvni dvojice (skupina I), kterd musi byt v seznamech na prvnim misté, usporadani zbylych
dvojic mize byt libovolné. Konstrukci nejdfive ilustrujeme na piikladu a az pak prokazeme
jeji korektnost.

Priklad 5.22. Prezentovanou redukci ilustrujeme na piikladu stroje T = ({qo, ¢1}, {a, b},
{>,U,a,b, A}, >, U, 9,90, Gaccept Greject) (0 je ddna tabulkou 5.1) a slova w = aa. Dvo-

> a A L

qo (QOa >, R) (QI7 A7 R) (Q17 Aa L) (Qaccepta A7 R)
q1 (QTeject7 l>7R) (CIO7A7R) (q07A7 L) (QO; l—le)

Tabulka 5.1: Pfechodova funkce stroje 7

jici T a w pritadime piipad (A, B) inicialniho PKP popsany v tabulce 5.8. Pokusime se
najit reseni této instance PKP. Jako prvni musime vzit ze seznamu A slovo § a ze seznamu
B k nému odpovidajici slovo tqo > aaf (plyne z definice inicidlniho PKP).

Ze seznamu A musime dale vybirat tak, abychom vytvorili fetéz qo > aaf. K dispozici
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Seznam A Seznam B
ﬂ fqoaat
> >
L L
a a
b b
A A
i i

qo> >qo
qoa Aq
>qoA @ >A
aqoA q1aA
AgoA qpAA
LigoA qUA
qoJ A(Jaccept
qot Aqqcceptﬂ
q1> >Qreject
qa Aqo
>q1 A Qo> A
agqi A qoaA
Aq A @ AA
Ug1A qUA
>qq U qo > U
aq U qoall
AgiU qo AU
Ug U qo LI
>q1f qo > f
aqif qoaf
Aqit qo A
Ug14 qo U §
>Qaccept Gaccept
AGaccept Qaccept
AQaccept Qaccept
Uqaccept Qaccept
Qaccept™> Qaccept
Gaccept@ Gaccept
qacceptA Gaccept
Gacceptt Qaccept
Q(zcceptw lj

protoze 6(qo,>) = (qo, >, R)
protoze d(qo,a) = (q1, A, R)
protoze 6(qo, A) = (q1, A4, L)

protoie 5(q0, |—|) — (Q(wcepta A7 R)
protoze §(q1,>) = (Greject, >, R)

protoZe §(q1,a) = (qo, A, R)
protoze §(q1, A) = (qo, A, L)

protoze 6(q1,L!) = (go,U, L)

Obrazek 5.8: Seznamy A a B
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mdme slova z druhé a treti skupiny.

hw\’\
f @ > a a #|> qlalalf

Vsimnéme si, Ze zatimco prvni slovo jsme prodlouZili o fetéz qg > aaff (pocdtecni konfi-
gurace T na w), k druhému slovu jsme pridali retéz >qgaaf, coZ je konfigurace, do které
prejde T z pocdtecni konfigurace v jednom kroku vypoctu. Opét tedy musime k prvnimu
slovu pridat I>qpaaf.

Nw\\
f @ > a a #|> ql|ala|f|D>|A q@lalt

Podobné postupujeme, dokud nenastane situace

...... b > A A A qaceopt | 1

Symbol ggccept ve spodnim slove ukazuje, Ze stroj T by slovo aa akceptoval. Proto bychom
méli byt schopni najit feSeni dané instance inicidlniho PKP. Skute¢né, dvojice ze 4. a 5.

skupiny ndm umozni, aby se obé slova ,,srovnala‘:

ﬁ > A A A Q(Lccept ﬁ > A A Qaccept Ij

vv_ s

Podobné postupujeme az do uspésného konce

ﬁ > Qaccept

Pokracovani dikazu véty 5.21 Mame dokézat, Ze navrZena transformace je redukci. Re-
kursivita je zfejma. Zustava ovérit, ze Turingliv stroj 7 akceptuje slovo w tehdy a jen tehdy,
kdyz k nému pfirazend instance inicidlniho PKP ma feSeni.

Je-li ((z1,...,2n), (y1,-..,Yyn)) instance inicidlniho PKP, pak posloupnost indext
i1, ..., %, Nazveme cdstecnym resenim této instance, pravé kdyz slovo x = zyx;, - - - x;,

je prefixem slovay = y1y;, - - - y;.. . O slovech z a y fikdme, Ze jsou definovany ¢asteCnym

reSenim 21, ..., 4y,.
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Nechf qo > w F uyqivr - uaqovs - -+ = upqru je vypocet stroje 7 na vstupu w
anecht qi & {qaccepts @reject ;- Tvrdime, Ze pak existuje Caste¢né feseni instance (A, B)
definujici dvojici slov (z, ),

r = fqo > wiuiqivil - - fug—1qE—1vk—11

y = fqo > wiuiqivif - - fup—1qx— 10— 1fUrqrULE

a navic, Ze neexistuje zadné jiné feseni definujici dvojici slov (¢, y) pro zadné c.

Uvedené tvrzeni lehce dokdzeme indukci vzhledem ke k. Pro &k = 0 je tvrzeni
trividlni: jediné prazdna posloupnost ¢isel definuje dvojici slov (4, fgow).

Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n&jaké k a Ze qi & {qaccepts qreject - DokdZeme,
Ze pak plati i pro k + 1. ProtoZe y = zz, kde z = wuirqruit, tak ze seznamu A musime
vybrat slova tvorici z. Pro symboly Z € I' miZeme pouzit jediné slova ze skupiny II. Pro
symbol g a symbol bezprostfedné za nim nasledujici resp. predchézejici je ve skupiné II1
jediné slovo. Toto slovo spolu se svym protéjskem ze seznamu B pfirozenym zpuisobem
prezentuji krok vypoctu stroje 7. Zadny jiny vybér neumoziiuje vytvofeni slova z.

Timto dostavame nové Caste¢né feseni definujici dvojici slov (y, yuk4+1qk+1Vk+118)-
Lehce nahlédneme, Ze urqrvr b Uk41Gr+1Vk+1. Navic, jestliZe gr+1 = Gaccept» tak jed-
noduchym zptisobem ziskame (pouzitim slov ze skupin IV a V) z tohoto ¢asteéného feseni
feSeni instance (A, B).

Tedy existuje-li akceptujici vypoclet stroje 7 na vstupu w, pak instance (A, B) inicidlniho

PKP md feseni. Pokud 7 slovo w neakceptuje, pak (A, B) muze mit ¢asteCna feseni, kterd
ale definuji dvojice slov nestejné délky a neni mozné je prodlouzit na feSeni. ]

5.7 Nerozhodnutelné problémy z teorie formalnich jazyku

Nerozhodnutelnost Postova korespondenéniho problému vyuzijeme v nédsledujicich dvahach
o (ne)rozhodnutelnosti nékterych problémi tykajicich se gramatik Chomského hierarchie.
Poznamenavame jenom, Ze vzhledem ke zndmym vztahim mezi gramatikami a automaty,
vSechna uvedena tvrzeni plati stejné i pro odpovidajici typ automatd.

Problém prazdnosti
Je formulovdn jako tloha pro libovolnou danou gramatiku G rozhodnout, zda L(G) = (.

Véta 5.23. Problém prdzdnosti pro tiidu bezkontextovych gramatik je rozhodnutelny.
Diikaz. Je obsazen v dikazu véty 3.9. O
Dusledek 5.24. Problém prazdnosti pro tfidu regularnich gramatik je rozhodnutelny.

Diikaz. Protoze kazda regularni gramatika je soucasné bezkontextovou, na rozhodovani
problému miiZeme pouZit algoritmus navrZeny pro bezkontextové gramatiky. U

Uvahu pouzitou v ditkazu disledku 5.24 miZeme lehce zobecnit. Nechf P je problém
a S mnozina jeho instanci. Pak z rozhodnutelnosti problému P pro mnozinu instnaci S plyne
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rozhodnutelnost tohoto problému pro kazdou mnozinu instanci S, kde S” C S. Tvrzeni
nemusi platit pro mnozinu instanci S”, kde S” O S, coz dokazuje nasledujici véta.

Véta 5.25. Problém prdzdnosti pro tridu kontextovych gramatik je nerozhodnutelny.

Diikaz. Navrhneme redukci komplementu Postova korespondencniho problému na problém
prazdnosti pro kontextové gramatiky. Komplement PKP neni rozhodnutelny (kdyby byl,
tak podle véty 4.16 i PKP by byl rozhodnutelny). Redukce pfifadi seznamim A, B kon-
textovou gramatiku G takovou, Ze instance (A, B) nemd feSeni tehdy a jen tehdy, kdyz
gramatika G generuje prazdny jazyk.

Vyjdeme z poznatku, Ze dand instance A = (x1,...,%,), B = (y1,...,yn) PKP
nad abecedou ¥ bud nemad zddné feSeni, nebo jich md nekone¢né mnoho. Uvazme jazyky
L4 a Lp nad abecedou X U {#,1,...,n} (pfedpokladime X N {#,1,...,n} = 0);

La¥ {a - witip-iy | 1<ij<nproj=1,... k}

def . ) . .
Lp={vi, - yillix---i1 | 1<i;<nproj=1,... k}.

Prinik téchto dvou jazyki L4 N Lp obsahuje pravé ta slova ufv, pro kterd v = i - - - i1
a posloupnost i1, . .., i; je feSenim instance (A, B) Postova problému. Lehce ovéfime, Ze
jazyky L 4 a Lp jsou kontextové (jsou dokonce determininistické bezkontextové), a tedy 1
jejich pranik L4 N Ly je kontextovy jazyk (véta 4.25). Nechi G je kontextovd gramatika
generujici jazyk L 4 N L. Hledana redukce pfifadi instanci (A, B) gramatiku G. U

Dusledek 5.26. Problém prdzdnosti pro tiidu gramatik typu O je nerozhodnutelny.

Diikaz. 7 rozhodnutelnosti problému pro tfidu gramatik typu O by plynula i rozhodnutel-
nost problému pro tiidu kontextovych gramatik, coZz je spor. U

Pouzitou tvahu miizeme opét formulovat obecné: z nerozhodnutelnosti problému
P pro mnozinu instanci S plyne nerozhodnutelnost tohoto problému pro kazdou mnoZinu
instanci S/, kde S’ O S.

Problém prisluSnosti

Je formulovan jako tloha rozhodnout pro libovolnou danou gramatiku G a libovolné dané
slovo w, zda w € L(G). S timto problémem jsme se setkali jiz jednou (véta 5.3) a vime
tedy, Ze pro gramatiky typu O je nerozhodnutelny. Z lemmatu 4.21 plyne, Ze ke kazdé
kontextové gramatice je mozné zkonstruovat ekvivalentni tiplny Turingiiv stroj, a proto
problém piisluSnosti pro kontextové gramatiky je rozhodnutelny.

Problém konecnosti

Je formulovén jako dloha pro libovolnou danou gramatiku G rozhodnout, zda jazyk L(G)
je konecny.

Véta 5.27. Problém konecnosti pro bezkontextové gramatiky je rozhodnutelny.

Diikaz. Tvrzeni je disledkem lemmatu o vkladani pro CFL (véta 3.24). Jazyk L(G) je
nekonecny tehdy a jen tehdy, kdyZ obsahuje slovo z délky p < |z| < p + q. O
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Véta 5.28. Problém konecnosti pro kontextové gramatiky je nerozhodnutelny.

Diikaz. Dukaz tvrzeni je obsazen v dikazu véty 5.25. Staci si uvédomit, zZe jazyk L4 N Lp
obsahuje pravé slova odpovidajici feSenim PKP, a tedy je bud prdzdny (PKP nem4 feSeni),
nebo nekonecny (PKP ma fesSeni, tedy jich m4 nekonec¢né mnoho). U

DalSi nerozhodnutelné problémy

Nerozhodnutelnost budeme opét dokazovat redukci z PKP resp. komplementu PKP. VyuZijeme
oznaCeni zavedené v dikazu véty 5.25, tj. seznamy A = (z1,...,2,), B = (Y1,---,Yn)
nad abecedou X tvoii instanci PKP, X N {#,1,...,n} = (). K nim jsou pfifazeny jazyky

L%

de . . . .
LBZf{yil"'yikli%k'“h | 1<ij<nproj=1,...,k}.

{ @ - i i1 | 1<ij<nproj=1,...,k}

jejichZ prinik je neprazdny, pravé kdyZ instance (A, B) ma feSeni. Navic definujeme ja-
zyky L 4 p a S pfedpisem

de
Lap € La-{t}-LY

s ¥ {ufvtoRtuR | we =5 v e {1,...,n}* }.
Otazka 5.29. Sestrojte deterministické zasobnikové automaty akceptujicijazyky L g a S.

Vlastnosti definovanych jazykl popisuji nasledujici tfi lemmata.

Lemma 5.30. Instance (A, B) Postova problému mad feSeni, pravé kdyz

LA,BOS%W

Diikaz. Predpokladejme, Ze posloupnost Cisel i1, . . ., ik je feSenim instance (A, B). Tato
posloupnost urcuje slovau € Sav € L4 g, pficemz

ProtoZe iy, . .., iy je feSenim instance (A, B), je x;, - - - i, = Yi, - - - Yi,, andsledné u = v.
Jazyk L4 g NS je tedy neprazdny. Opacnd implikace se dokdZe analogicky. O

Lemma 5.31. Jazyk co—(L 4 g N S) je bezkontextovy.

Diikaz. Vyjdéme ze vztahu co—(La g N S) = co—L p U co-S. ProtozZe jazyk L4 p je
deterministicky bezkontextovy (5.29), je i jazyk co—(L 4 p) deterministicky bezkontextovy
(véta 3.82). Analogicky pro jazyk S. Tvrzeni lemmatu plyne z uzavienosti tiidy bezkon-
textovych jazykt vici operaci sjednoceni (véta 3.58). U

Lemma 5.32. Jazyk L 5 g N S je bezkontextovy tehdy a jen tehdy, kdyZ je prazdny.
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Diikaz. Pro danou instanci (A, B) Postova problému obsahuje (podle lemmatu 5.30) jazyk
L4 g N S pravé slova odpovidajici feSenim instance (A, B). ProtoZe kazd4 instance PKP
bud nemd zddné feSeni nebo jich ma nekone¢né mnoho, tak i jazyk L4 5 N S je bud
prazdny anebo nekonecny. Pokud L4 g N S je prazdny, tak je trividlné bezkontextovy (ba
dokonce regulérni).

Abychom ukazali obracenou implikaci, pfedpokldadejme, Ze L 4 g N S je neprazdny
a Ze je bezkontextovy. Pro kazdy bezkontextovy jazyk plati lemma o vkladani (véta 3.24).
Tedy i pro L4 5 N S musi existovat dvé konstanty p, g takové, Ze kazdé slovo z € (L4 g N
S) délky vétsi nez p lze napumpovavat (existence takovéhoto slova plyne z nekone¢nosti
jazyka L4 p N .S). Zvolme slovo z € L, z = x;, -~ x;, i - - 01801 - - 1 8ys, - - yiy» kde
k > q. Toto se musi se dat rozdélit na pét Casti u, v, w, x, y tak, aby vx # € a [vwz| < q.
Pro z4dné z moznych rozdéleni viak neplati uv?wz?y € (L g N S), coZ je spor.

Jazyk L4 g N S je tedy bezkontextovy jediné tehdy, kdyZ je prazdny. ]

Jako piimy disledek pravé uvedenych tif lemmat dostdvame toto tvrzeni:

Véta 5.33. Pro libovolnou danou bezkontextovou gramatiku G a libovolnou danou re-
guldrni mnoZinu R je nerozhodnutelné urcit, zda

(a) L(G) =R

(b) L(G) D R

Diikaz. (a) Staci za R zvolit (X U {#} U {1,...,n})" a za G bezkontextovou gramatiku
generujici jazyk co—(L 4 g N S). Podle lemmatu 5.30 je co-(L 4, g N S) = R pravé
kdyZ instance (A, B) PKP nema4 feSeni.

(b) UkdZeme, ze inkluze L(G) C R je snadno rozhodnutelnd. Kdyby byla rozhodnutelna i
inkluze uvedend v (b), pak bychom uméli rozhodovat i rovnost, coz je spor s bodem
(a). K rozhodnutelnosti inkluze L(G) C R si sta¢i uvédomit, 7ze L(G) C R <—
L(G) Nco-R = () ajazyk L(G) N co—R je bezkontextovy.

O

Dusledek 5.34. (a) Pro libovolnou danou bezkontextovou gramatiku G s termindlni abe-
cedou ¥ je nerozhodnutelné ur¢it, zda L(G) = ¥*.
(b) Pro dvé libovolné dané bezkontextové gramatiky G; a G, je nerozhodnutelné urcit, zda

L(Gy) = L(G2) resp. zda L(G1) 2 L(G2).

Véta 5.35. Pro dvé libovolné dané bezkontextové gramatiky G, a Go je nerozhodnutelné
urcit, zda

(a) L(G1) N L(Gs2) je bezkontextovy jazyk,

(b) co-L(G) je bezkontextovy jazyk,

(¢c) L(G1) je regularni jazyk (Ci ekvivaletné: jazyk L(G;) nema vlastnost sebevloZenti).

Diikaz. (a) Stali zvolit bezkontextové gramatiky G; a Gs tak, aby L(G1) = La pa L(G2) =
S a aplikovat lemma 5.32.

(b) Zvolme bezkontextovou gramatiku G; tak, aby L(G1) = co—(L4 g N S). Tvrzeni je
pak disledkem lemmatu 5.32.
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(c¢) Provedeme volbu jako v pfedchézejicim piipadé. Jazyk L(G;) je regularni, pravé kdyz
je roven (X U {t} U{l,...,n})*. Jazyk co—(La g N S) je reguldrni, pravé kdyz
L 4 g NS jereguldrni, a to je (podle lemmatu 5.32) tehdy a jen tehdy, kdyZ instance
(A, B) PKP nema feseni.
O

Véta 5.36. Pro libovolnou danou bezkontextovou gramatiku G je nerozhodnutelné urcit,
zda je viceznacna.

Diikaz. Necht (A, B) je libovolnd instance Postova korespondenéniho problému nad ¥,

A= (z1,...,2,), B = (y1,...,yn). Bez Gjmy na obecnosti mizeme piedpoklddat, Ze
YN{l,...,n} =0 a § ¢ 3. K této instanci nyni sestrojime bezkontextovou gramatiku

G=(N,XU{l,...,n} U{t}, P,S) s mnozinou pravidel

P S — Sl ‘ SQ
S1 — xS |t pro vSechna 1 < i <n
Sy —  y;Soi | 4 provSechnal <i <n

Ztejmé gramatika G je viceznalnd tehdy a jen tehdy, kdyz instance (A, B) Postova kore-
spondecniho problému ma feseni. ]

Prehled rozhodnutelnych a nerozhodnutelnych problému tykajicich se tfid jazyka
Chomského hierarchie je obsaZen v nasledujici tabulce’. Symbol R (resp. N) znali, Ze
problém je rozhodnutelny (resp. nerozhodnutelny). V ptipadé, Ze vlastnost je splnéna pro
vSechny instance problému, je na odpovidajicim misté v tabulce ano.

R | DCF | CF | CS | Rec | RE
Je L(G) prazdny? koneény? R R R N N N
Je L(G) = X*7 R R N N N N
Je L(G) = R? (R je regularni mnoZina) R R N N N N
Je L(G1) = L(G2)? R R N N N N
Je L(G1) 2 L(G2)? R N N N N N
Je L(G) reguldrni jazyk? ano| R N N N N
Je priinik dvou jazyki jazyk téhoz typu? ano | N N | ano | ano | ano
Je sjednoceni dvou jazyki jazyk t€hoZ typu? | ano | N | ano | ano | ano | ano
Je komplement jazyka jazyk téhoZz typu? ano | ano | N |ano|ano| N
Je zfetézeni dvou jazyki jazyk téhoz typu? |ano| N | ano | ano | ano | ano
Je gramatika G viceznana? R N N N N N

5. Ne vSechny vysledky jsou dokazany v tomto ucebnim textu.



