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Motivace

Pozorováńı

Stav modelovaného systému je určen valuaćı proměnných.

Každá proměnná má konečnou doménu, jej́ı hodnotu lze
uložit s využit́ım pevně stanoveného počtu bit̊u.

Stav je v paměti poč́ıtače reprezentován jako bitový
vektor (a1, . . . , an) fixńı délky n.

Množiny stav̊u

Algoritmy pro verifikaci uchovávaj́ı množiny stav̊u.

Množinu stav̊u lze chápat jako množinu binárńıch vektor̊u.

Množinu binárńıch vektor̊u lze popsat boolovskou
funkćı.
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Boolovské funkce

Boolovské funkce

Jsou formule výrokové logiky, nad konečnou množinou
proměnných typu Bool.

Př́ıklad

Stav systému je dán valuaćı 4 proměnných (a1,b1,a2,b2)
každé do 2 hodnotové domény {0,1}.
Stav systému je chybový, pokud se shoduj́ı proměnné
a1 a b1 a proměnné a2 a b2.

Popǐste množinu chybových stav̊u boolovskou funkćı.

Některá možná řešeńı

(a1 ∧ b1 ∧ a2 ∧ b2) ∨ (a1 ∧ b1 ∧ ¬a2 ∧ ¬b2)∨
(¬a1 ∧ ¬b1 ∧ ¬a2 ∧ ¬b2) ∨ (¬a1 ∧ ¬b1 ∧ a2 ∧ b2)

a1⇔ b1 ∧ a2⇔ b2
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Reprezentace boolovských funkćı

Binárńı rozhodovaćı stromy (BDTs)

Orientovaný strom s právě jedńım kǒrenem.

Každý vniťrńı vrchol je označen binárńı proměnnou (v) a
má právě 2 následńıky (low(v), high(v)).

Každý list je označen binárńı hodnotou (0,1).

Kódováńı boolovské funkce pomoćı BDT

Každá kombinace hodnot vstupńıch proměnných odpov́ıdá
právě jedné cestě z kǒrene stromu do listu.

Hodnoty uložené v jednotlivých listech udávaj́ı hodnoty
funkce pro jednotlivé vstupy.
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Binárńı rozhodovaćı strom ψ = (a1 ⇔ b1) ∧ (a2 ⇔ b2)
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Reprezentace boolovských funkćı

Nevýhoda BDTs

BDTs jsou zbytečně prostorově náročné (obsahuj́ı
redundantńı informace).

Př́ıklad

Identifikujte isomorfńı podstromy BDT z p̌redchoźıho
p̌ŕıkladu.

Binárńı rozhodovaćı diagram (BDD)

Acyklický graf, jehož vrcholy maj́ı výstupńı stupeň vždy
bud’ 0 (listy) nebo 2 (vniťrńı vrcholy).

Vrcholy BDD maj́ı stejné atributy jako vrcholy BDT.
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Vytvǒreńı (minimálńıho) BDD

Inicializace

Pro danou boolovskou funkci uvaž nějaké BDD (BDT).
Eliminace nedosažitelných vrchol̊u

Odstraň vrcholy nedosažitelné z kǒrene BDD.

Eliminace duplikátńıch list̊u
1) Odstraň až na jeden stejně označené listy BDT.
2) Všechny hrany eliminovaných stejně označených list̊u p̌repoj do

zbývaj́ıćıho stejně označeného listu.

Opakovaně aplikuj následuj́ıćı transformace
Eliminace duplikátńıch (vniťrńıch) vrchol̊u

Pokud v BDD existuj́ı stejně označené vniťrńı vrcholy u, v
takové, že low(v) = low(u) a high(v) = high(u), tak odstraň
vrchol u a hrany původně vedoućı do vrcholu u p̌repoj do
vrcholu v .

Eliminace zbytečných test̊u
Eliminuj vniťrńı vrchol v , pokud low(v) = high(v) a hrany
původně vedoućı do v p̌repoj do vrcholu low(v).
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BDD pro ψ = (a1 ⇔ b1) ∧ (a2 ⇔ b2)
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Kódováńı boolovské funkce pomoćı BDD

Tvrzeńı

Každý vrchol v binárńıho rozhodovaćıho diagramu kóduje
nějakou boolovskou funkci Fv (x1, . . . , xn).

Výpočet Fv (x1, . . . , xn) pro konkrétńı hodnoty h1, . . . , hn.
Je-li vrchol v list, pak

Fv (h1, . . . , hn) = 1, pokud je list v označen hodnotou 1.
Fv (h1, . . . , hn) = 0, pokud je list v označen hodnotou 0.

Je-li vrchol v vniťrńı vrchol označený proměnou xi , pak
Fv (h1, . . . , hn) = Flow(v)(h1, . . . , hn), pokud hi == 0.
Fv (h1, . . . , hn) = Fhigh(v)(h1, . . . , hn), pokud hi == 1.
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Uspǒrádáńı proměnných v BDD — OBDD

Pozorováńı

Každý mezivýsledek výpočtu minimálńıho BDD je BDD.

Výpočet minimálńıho BDD lze zač́ıt v libovolném BDD.

Pro danou boolovskou funkci existuj́ı r̊uzná BDD.

Kanonická forma BDD

Minimálńı BDD vzniklé z BDT s p̌redem daným pǒrad́ım
proměnných je určeno jednoznačně.

BDD s fixovaným pǒrad́ım proměnných se označuj́ı jako
Ordered BDD (OBDD).

Kanonizace

Kanonizaci BDD, které respektuje pǒrad́ı proměnných lze
provést v čase O(n), kde n je velikost původńıho BDD.

[Transformace se aplikuj́ı nejprve na vrcholy, které jsou
označeny věťśı proměnnou.]
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Různá OBDD dle r̊uzného uspǒrádáńı proměnných
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Operace restrikce na OBDD

Pozorováńı

Každé OBDD reprezentuje nějakou boolovskou funkci.

Boolovské funkce lze skládat pomoćı unárńıch a binárńıch
logických operátor̊u (¬,∧,∨, =⇒ ,XOR , . . .).

Skládáńı lze p̌renést na OBDD.

Aplikace operaćı na OBDD – funkce Apply

Máme OBDD O a O ′, která odpov́ıdaj́ı funkćım f a f ′.

Chceme proceduru Apply(O,O ′, ?), která vypoč́ıtá OBDD
odpov́ıdaj́ıćı složeńı funkćı f a f ′ logickým operátorem ?.
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Operace restrikce

Operace restrikce

Fxi←b(x1, . . . , xn) = F (x1, . . . , xi−1, b, xi+1, . . . , xn)

Vytvǒŕı boolovskou funkci s menš́ım počtem proměnných.

Realizace na OBDD
Pokud je kǒren r označen proměnnou xi , novým kǒrenem
se stává vrchol

low(r) pokud b = 0
high(r) pokud b = 1

Pokud vrchol v má hranu vedoućı do vrcholu t označeným
proměnou xi , tak se tato hrana p̌repoj́ı do:

low(t) pokud b = 0
high(t) pokud b = 1

OBDD se minimalizuje (vrcholy xi jsou nedosažitelné).
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Shannonova expanze

Shannonova expanze

Pro aplikaci libovolného binárńı logického operátoru lze
využ́ıt tzv. Shannonovu expanzi:

F = (¬x ∧ Fx←0) ∨ (x ∧ Fx←1)

Pokud F = f ? f ′, kde ? je binárńı logická operace, pak

f ? f ′ = (¬x ∧ (fx←0 ? f
′
x←0)) ∨ (x ∧ (fx←1 ? f

′
x←1))
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Ostatńı operace na OBDD

Apply(O,O ′, ?)

Necht’ v , v ′ jsou kǒrenové uzly O,O ′, označené proměnnými x , x ′.

Pokud v a v ′ jsou listy označené hodnotami h a h′, pak vrat’ list
označený hodnotou h ? h′.

Jinak, pokud

x = x ′ pak vrat’ nový vrchol w označený proměnnou x , kde

low(w) = Apply(low(v), low(v ′), ?)
high(w) = Apply(high(v), high(v ′), ?)

x < x ′ pak vrat’ nový vrchol w označený proměnnou x , kde

low(w) = Apply(low(v),O ′, ?)
high(w) = Apply(high(v),O ′, ?)

x ′ < x pak vrat’ nový vrchol w označený proměnnou x ′, kde

low(w) = Apply(O, low(v), ?)
high(w) = Apply(O, high(v), ?)
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Operace negace a test na prázdnost

Pozorováńı

Pokud OBDD X realizuje funkci FX , tak OBDD Y
realizuj́ıćı funkci ¬FX se vytvǒŕı kopíı OBDD X a
p̌reznačeńım list̊u kopie duálńı hodnotou.

Test na prázdnost

OBDD maj́ı kanonický tvar.

Kanonické OBDD reprezentuj́ıćı prázdnou množinu je
vždy tvǒreno pouze listem označeným hodnotou 0.

Test na p̌ŕıtomnost stavu v množině

Vytvǒŕım OBDD realizuj́ıćı jednoprvkovou množinu s
dotazovaným stavem.

Aplikuji operaci ∧ na dané OBDD.

Provedu test na prázdnost.
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Sekce

Symbolická reprezentace Kripkeho struktury

IV113 Úvod do validace a verifikace: Symbolický MC str. 18/33



Kódováńı p̌rechodové funkce KS pomoćı OBDD

Pozorováńı

Stav Kripkeho struktury M = (S ,T , I ) je popsán n
binárńımi proměnnými a1, . . . , an.

Každou podmnožinu stav̊u Kripkeho struktury je možné
zachytit pomoćı OBDD s n proměnnými.

Podobně p̌rechodovou relaci T ⊆ S × S je možné kódovat
boolovskou funkćı s 2n proměnnými.

Zjednodušeńı reprezentace OBDD

Hrany vedoućı do listu 0 je možné vynechat.

Neexistence hrany indikuje p̌rechod do listu 0.
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Př́ıklad

M = ({00, 01, 11}}, {(11, 00), (11, 01), (01, 00)}, I )

11 01

00

T lze popsat pomoćı F (a, b, a′, b′)

F (a, b, a′, b′) =
(a∧b∧¬a′∧b′)∨ (a∧b∧¬a′∧¬b′)∨ (¬a∧b∧¬a′∧¬b′)

Zakreslete OBDD pro F je-li dáno a < b < a′ < b′.

IV113 Úvod do validace a verifikace: Symbolický MC str. 20/33



Následńıci množiny stav̊u

Pozorováńı

Mějme M = (S ,T , I ) a OBDDT (a, b, a′, b′).

Mějme množinu stav̊u X zadanou pomoćı OBDDX (a, b).

Z OBDDT a OBDDX lze vytvǒrit OBDDX ′(a′, b′), které
reprezentuje množinu následńık̊u množiny X , tj.

X ′ = {v ∈ S | u ∈ X ∧ (u, v) ∈ T}.
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Následńıci množiny stav̊u

Výpočet OBDDX ′ (intuitivně)

OBDDX ′ = Apply(OBDDT ,OBDDX ,∧)

Modifikuj OBDD ′X tak, aby na každé cestě byl vrchol a′.

V OBDDX ′ smaž všechny vrcholy a a b.

Postupně vol všechny vrcholy označené a′ jako kǒreny a
vypočti k nim minimálńı OBDD.

Množinu vypočtených OBDD spoj pomoćı operace ∨.

Výsledné OBDD minimalizuj.

Přejmenuj čárkované proměnné na nečárkované.

Př́ıklad

Spoč́ıtejte reprezentaci následńık̊u množiny {00, 11}.
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Předchůdci množiny stav̊u

Podobně lze poč́ıtat p̌redch̊udce dané množiny
(intuitivně).

Přeznač proměnné v OBDDX na čárkované.

OBDDX ′ = Apply(OBDDT ,OBDDX ,∧)

Modifikuj OBDD ′X tak, aby na každé cestě byl vrchol a′.

Vrcholy a′, ze kterých neexistuje cesta do listu
ohodnoceným 1 nahrad’ novým listem ohodnoceným 0.

Ostatńı vrcholy a′ nahrad’ listem ohodnoceným 1.

Smaž staré listy a ostatńı vrcholy označené čárkovanou
proměnnou a minimalizuj OBDD.

Př́ıklad

Spoč́ıtejte OBDD reprezentuj́ıćı množinu stav̊u {00}.
Spoč́ıtejte OBDD reprezentuj́ıćı p̌redchůdce dané množiny.
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Sekce

Symbolický p̌ŕıstup k verifikaci CTL
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Připomenut́ı

Pozorováńı

Znám-li pro každý stav platnost formuĺı ϕ a ψ, snadno
odvod́ım platnost formuĺı ¬ϕ, ϕ ∨ ψ, EX ϕ, . . . .

Idea algoritmu pro CTL Model Checking

Je dána Kripkeho struktura M = (S ,T , I ) a formule ϕ.

Spoč́ıtám značkovaćı funkci label : S → 2ϕ, která o
každém stavu s ∈ S Kripkeho struktury M řekne jaké
podformule formule ϕ plat́ı v daném stavu.

Plat́ı, že s0 |= ϕ ⇐⇒ ϕ ∈ label(s).

Funkci label budu poč́ıtat postupně pro jednotlivé
podformule formule ϕ, a to od nejjednoduš̌śıch podformuĺı
(atomické propozice) ke složitěǰśım (až po podformuli ϕ).
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Symbolický p̌ŕıstup

Myšlenka

Budu si kompaktně pamatovat/budovat množiny stav̊u,
ve kterých plat́ı jednotlivé podformule verifikované CTL
formule.

Explicitńı poč́ıtáńı funkce label nahrad́ım manipulaćı
s těmito kompaktńımi reprezentacemi.

Realizace

Množiny stav̊u udržovány pomoćı OBDD struktur.

Výchoźım bodem jsou OBDD pro jednotlivé AP.

Podle struktury formule poč́ıtám OBDD pro jednotlivé
podformule.

Otestuji p̌ŕıtomnost iniciálńıho stavu v množině stav̊u
splňuj́ıćı verifikovanou formuli.

IV113 Úvod do validace a verifikace: Symbolický MC str. 26/33



Atomické propozice a logické operátory

Připomenut́ı syntax CTL

ϕ ::= p | ¬ϕ | ϕ ∨ ϕ | EX ϕ | E [ϕU ϕ] | EG ϕ

Výpočet množiny stav̊u splňuj́ıćı CTL formuli
Značeńı

F (ψ) označme (funkci popisuj́ıćı) množinu stav̊u splňuj́ıćı ψ.
Succ(X ) označme všechny následńıky množiny stav̊u X .
Pred(X ) označme všechny p̌redchůdce množiny stav̊u X .

Boolovské funkce pro atomické propozice
Atomická propozice se vyjaďruje o platnosti proměnných.
Atomická propozice je boolovská funkce.

Výpočet logických operátor̊u (¬, ∨)
F (¬ψ1) = ¬(Fψ1)
F (ϕ ∨ ψ) = F (ϕ) ∨ F (ψ)
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Temporálńı operátory EX (ϕ), E [ϕU ψ] a EG (ϕ)

Množina splňuj́ıćı EX (ϕ)
F (EX (ϕ)) = Pred(F (ϕ))

Množina splňuj́ıćı E (ϕU ψ)
F (E (ϕU ψ)) = X ,
kde X je nejmenš́ı pevný bod rekurzivńıho p̌redpisu

X = F (ψ) ∪ (F (ϕ) ∩ EX (X ))

Množina splňuj́ıćı EG (ϕ)
F (EG ϕ) = X ,
kde X je nejvěťśı pevný bod rekurzivńıho p̌redpisu

X = F (ϕ) ∩ EX (X )
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Výpočet pevných bodů

Nejmenš́ı pevný bod f (x)

proc LFP(f )
X = ∅
Xold = ∅
do

Xold = X
X := f (X )

while (X 6= Xold)
end

Nejvěťśı pevný bod f (x)

proc GFP(f )
X = S
Xold = S
do

Xold = X
X := f (X )

while (X 6= Xold)
end
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Sekce

Ově̌rováńı modelu – shrnut́ı
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Ově̌rováńı modelu – shrnut́ı

Enumerativńı × symbolický p̌ŕıstup

Enumerativńı – orientován na ”control-flow”

Symbolický – orientován na ”data-flow”

Výhody oproti testováńı

Neńı ťreba zdrojový kód (aplikovatelné ve fázi návrhu).

Aplikovatelné na paralelńı programy.

Výhody oproti statickým metodám

Metoda je úplná, tj. vždy dává p̌resné výsledky.

Možno verifikovat temporálńı vlastnosti.

Nevýhoda

Problém stavové exploze.
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Sekce

Závěrem
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Závěrem

Zkoušky

Bez pomocných materiál̊u na veškerý odp̌rednášený obsah.

Nutno se p̌rihlásit skrze IS.

Výzva

Prośım o zpětnou vazbu skrze studentskou anketu.

Uv́ıtám náměty na doplněńı slajdů (obrázky).

Děkuji za pozornost!
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