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Formalizace systému
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Formalizace stavového prostoru — Atomické propozice

Pfipomenuti

@ Na systém lze nahlizet jako na mnoZinu stavi, které se méni
vlivem vykonavani akci programu.

@ Stav = valuace modelovanych proménnych.

Atomické propozice

@ Zakladni tvrzeni vyjadfujicich se o kvalitach jednotlivych
stavl. (Nap¥. max(x,y) > 3,...)

@ Platnost atomickych propozic musi byt algoritmicky
rozhodnutelnd na zakladé daného stavu, tj. s vyuZitim valuace
modelovanych proménnych.

@ MnoZina zdkladnich o stavu pozorovatelnych jevi je ovlivnéna
mirou abstrakce pouZitou pfi modelovani systému.
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Formalizace stavového prostoru — Kripkeho struktury

Kripkeho struktury
@ Necht je ddna mnoZina atomickych propozic AP.
e Kripkeho struktura je ¢tvefice (S, T, 1/, sp), kde
S je (kone¥nd) mnoZina stavd,
T C S x S je prechodovi relace,

I : S — 24P je interpretace AP.
sp € S je polate¢ni stav.

Kripkeho prechodové systémy
o Je-li ddna mnozina Act akci proveditelnych programem,
je mozné Kripkeho struktury rozsi¥it o oznaeni prechodi.
o Kripkeho pfechodovy systém je pétice (S, T,/, sp, L), kde
o (5, 7,1, %) je Kripkeho struktura,
e L: T — Act je znatkovaci funkce.
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Kripkeho struktura — ptiklad

Kripkeho struktura

N

AP={Z - zaplaceno, K — kelimek, L — limo, P — pivo}
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Kripkeho struktura — ptiklad

Kripkeho pfechodovy systém

Bere pivo

N

Bere limo 7,K,L

AP={Z - zaplaceno, K — kelimek, L — limo, P — pivo}
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Formalizace stavového prostoru — béh systému

Béh
e Maximalni (tj. nerozsititelnd) cesta v grafu indukovaného
Kripkeho strukturou, poéinajici v inicidlnim stavu Kripkeho

struktury.
@ Necht M = (S, T,1,s) je Kripkeho struktura.
@ Béh je posloupnost stavii m = sp, 51, Sp, . . . takova, Ze

Vi e No.(S,',S,‘.H) eT.

Konetné béhy — iamluva

@ Maximalni cesta miZe byt konetnad: m = sg, 51, S0, ..., Sk,
pokud ﬂskJr]_ € 5-(5k75k+1) eT.

@ Z technickych diivodu lze na kone¢né maximalni cesty nahlizet
jako na nekonelné b&hy, které vzniknou opakovanim
posledniho stavu dané maximalni cesty.

@ Maximalni cesta sp, ..., sk se chape jako béh
S0+« SkySkySky----
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Formalizace vlastnosti
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Specifikace jako jazyky nekoneénych slov

Problém
@ Jak se formalné vyjad¥ovat o kvalitdch béhu?
@ Jak mechanicky rozhodovat, Ze b&h ma danou kvalitu?

Reseni

(288

@ Konelny automat jako mechanicky pozorovatel b&hu.
@ Béh je nekonelny!

@ Konecné automaty pro jazyky nekonecnych slov

(w-reguldrni jazyky)

Blichi akceptaéni podminka — automat akceptuje slovo pokud
nekonenékrdt projde koncovym stavem.
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Automaty nad nekonecnymi slovy

Biichi automaty
@ Biichi automat je pétice A = (X, S,s,9, F), kde
o X je konetnd abeceda znaki,
S je kone¢nd mnoZina stavi,
s € S je inicidlni stav,
§:S x ¥ — 2° je prechodova relace, a
F C S je mnoZina koncovych stavi.

Jazyk akceptovany Biichi automatem A

@ Béh p automatu A nad nekoneé¢nym slovem w = ajay ... je
sekvence stavll p = sp, 51, ... takovd, Ze sp = s a
Vi:si € (si—1,ai)-

e inf(p) — mnoZinu stavd, které se v p vyskytly nekonetng& krat.

e B&h p je akceptujici, pokud inf(p) N F # (.

@ Jazyk akceptovany automatem A je mnoZina vech slov, pro
které existuje akceptujici b&h. Oznatujeme L(A).
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PY¥ehlednost zdpisu/nakresu

Pozorovani
o AP={X.Y,Z},
@ Hrana oznalend { X} zna&i, Ze plati X a neplati Y a Z.

@ Pokud je tfeba vyjad¥it Ze plati X, neplati Z a na platnosti Y
nezéleZi, je tfeba vést hrany pod {X} a {X, Y}.

Mnoziny AP jako boolovské formule

o Jednotlivé hrany mezi dvéma stejnymi vrcholy pod rdznymi
kombinacemi atomickych propozic Ize sloudit do jedné hrany
ohodnocené boolovskou formuli.

P¥iklad
e Hrany {X}, {Y}, {X)Y}, {X,Z}, {Y,Z} a {X)Y,Z} Ize
nahradit jednou hranou ohodnocenou formuli X vV Y.

@ Pokud viibec nezéleZi na platnosti pfi provedeni hrany, je
moZné ji oznalit stitkem true = XV - X.
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Vyjadrete Buchi automatem

Systém
@ Prodejni automat
[+] Z g 2{27K7L7P},

0 jeZ={AcX|ZecA} jeK={AeX|KeA} ...

Vlastnosti
@ Prodejni automat vyda alespoii jeden kelimek s ndpojem.

@ Prodejni automat vyda alesporii jeden kelimek s limonddou.

Prodejni automat vyda nekone&né mnoho kelimki.

Prodejni automat vyda nekone&né mnoho kelimki s pivem.

Prodejni automat nevydd kelimek s napojem, bez zaplaceni.

Pokazdé, kdyZ zaplatim, dostanu kelimek s napojem.
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Linedrni temporalni logika
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LTL neformalné

Formule ¢
@ Vyhodnocuje se nad jednim b&hem systému.

@ Vyjadfuje se o platnosti atomickych propozic ve stavech
daného bé&hu.

Temporalni operatory LTL

F ¢ — (Future) N&kde v b&hu plati ¢.

G ¢ — (Globally) V daném b&hu vzdy plati ¢.

¢ Uty — (Until) Nekde plati 9 a do té doby plati .

X ¢ — (Next) V p¥istim stavu plati ¢.

© W1p — (Weak Until) Jako Until ale 1) nemusi nastat.
¢ R — (Release) 1 plati dokud neplati ¢ A 7.
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Grafické znazornéni sémantiky temporalnich operator(i
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Syntax LTL

Necht AP je mnoZina atomickych propozic. Pak
o Je-li p € AP, pak p je formule.
o Je-li ¢ formule, pak —¢ je formule.
@ Jsou-li ¢ a 1 formule, pak ¢ V 1 je formule.
@ Je-li ¢ formule, pak X ¢ je formule.
@ Jsou-li ¢ a 9 formule, pak ¢ U je formule.

Alternativni zapis

pu=plopleVe | Xe|leUe
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Syntaktické zkratky

Vyrokova logika
° p AN =(npV )
o p=>Y=pVY
o v YP=(p=Y)A (Y =)

Temporalni operatory
o Fp=trueUyp
o Gp=-F—-yp
° pRY =(=pU—)
e pWiy=pUiyV Gy

Alternativni syntax
o Fp=oyp
o Gp=Uyp
o Xp=op
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Modely formuli LTL

Model LTL formule
@ Je dana mnoZina atomickych propozic AP.
@ Modelem LTL formule je b&h 7 Kripkeho struktury.

Znaceni
@ Necht 7 = 59, 51,5, .. ..

@ Suffix béhu 7 po&inaje stavem s, budeme zna&it jako
k _
T = Sk Sk-+15 Sk+25 - - -

e K-ty stav b&hu 7, budeme znatit jako m(k) = si.
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Sémantika LTL

Ptedpoklady

@ Je ddna mnoZina atomickych propozic AP.

e Je dan b&h 1 Kripkeho struktury M = (S, T, 1, sp).

@ ¢, ¥ jsou syntakticky spravné LTL formule.

@ p € AP je atomickd propozice.

Sémantika

TEPp
T E g
TEeVY
TEXep
TEeUY
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p € I(m(0))
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o

3k.0 < k, 7 |= 1) and
Vio<i<knE=o
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Sémantika temporalnich operatorti

TEeW
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iff Jk.k > 0,75 =
iff Vk.k> 0,75 =

iff (k.0 < k, 7" = p A9 and
Vi0 <i< k=)
or (Vk.k > 0,7 |= )

iff (3k.0 < k, 7 = and
Vi0<i< k=)
or (Vk.k > 0,7 |= )
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LTL Model checking

Verifikace s pouzitim LTL

o Na systém nahlizime jako na mnoZinu mozZnych bé&hi.

@ Systém spliiuje vlastnost specifikovanou LTL formuli pokud (a
jen tehdy) v8echny b&hy systému za&inajici v inicidlnim stavu
systému splfiuji danou formuli.

o Kterykoliv béh systému, ktery za&ind v inicidlnim stavu a

nespliiuje danou formuli miZe byt dokladem toho, Ze systém
nespliiuje specifikovanou vlastnost.

Tvrzeni

@ Pokud kone¢né stavovy systém nesplfiuje vlastnost
specifikovanou formuli LTL, tak to Ize dokladovat b&hem r,
ktery Ize vyjadfit jako m = 71 - (m2)%, kde

1 — S0,S51,---,5k
T2 = Sk41,Sk+25 -« > Sktn, Kde Sk = Skip.
e B&hy s uvedenou vlastnosti nazyvame /asa (lasso shape).
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LTL Model Checking s vyuZitim teorie
formalnich jazykd a automat
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Spojitost s jazyky nekoneénych slov

Pozorovani 1
@ Systém je mnoZina (nekone&nych) b&hi.

@ Na systém lze nahlizet jako na jazyk nekonegnych slov.

Pozorovani 2
@ Dva rizné béhy (riizné posloupnosti stavii) jsou z hlediska
platnosti dané formule ekvivalentni, pokud se shoduji
v interpretaci atomickych proménnych.

o Jestlize m = sp, 51, ..., pak /(m) PN 1(s0), 1(s1), I(s2), - - ..

Pozorovani 3
o Kazdy b&h danou formuli bud spliiuje, anebo nespliiuje.

@ Kazda LTL formule vymezuje mnoZinu spliiujicich b&hda.
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Redukce problému na jazykovou inkluzi

Problém

e Je ddna mnozina AP, Kripkeho struktura M = (S, T,/,s) a
specifikace LTL formuli .

e Spliiuje systém M specifikaci ¢? (M = ¢)

Jazyky nekonetnych slov
o Necht & = 24P
e Jazyk Lgys v3ech bé&hii systému M:
Leys = {I(m) | 7 je b&h v M}.

e Jazyk L, v8ech bé&hii spliiujici formuli ¢:

Lo ={l(m) | E ¢}
Pozorovani

@ Systém M spliiuje specifikaci ¢ pravé kdyz Lg,s C L.
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Lss a L, vyjadfeny Buchi automatem

Tvrzeni 1
@ Pro kazdou LTL formuli ¢ existuje (a lze efektivné sestrojit)
Biichi automat A, takovy, Ze L, = L(A,).
e [Vardi, Wolper 1986]

Tvrzeni 2
e Pro kazdou Kripkeho strukturu M = (S, T, /,sp) Ize sestrojit
Biichi automat Agys takovy, Ze Lgys = L(Asys).
o Konstrukce Agys

o Necht AP je mnoZina atomickych propozic.
o Pak Ay = (5,27 5,6, 5), kde
o g € d(p,a) pravé kdyz (p,q) € T A l(p) = a.
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Synchronni kompozice Biichi automati

Tvrzeni

Necht A = (SA, Z, SA, 5A, FA) aB= (SB, Z, SB, 55, FB) jSOU Blchi
automaty nad shodnou abecedou X. Pak existuje (lze efektivn&
sestrojit) Biichi automat A x B takovy, Ze

L(Ax B)=L(A)NL(B).

@ Konstrukce A x B
e AxB = (SA X SB X {0, 1},2, (SA,SB,O),éAXB, FA X SB X {0})
o (p'.q'.j) € 0axs((p, q, 1), a) pro viechna
P/ € (SA(p7 a)
q' € ds(q,a)
j=(i+1)mod2 pokud (i=0Ap€ Fa)V(i=1AgqE€ Fg)
j =i v ostatnich p¥ipadech

@ Konstrukce A x B pro p¥ipad, Ze F4 = Sp
o Ax B=(54xS58,%,(sa,58),0ax8,Sa X Fg)
o (p',q') € daxs((p,q),a) pro viechna
P’ € da(p,a)
q' € 0s(q; a)
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Synchronni kompozice Biichi automatili — p¥iklad

Necht
o [1={we{ab,c}¥|acinf(w)}
o [2={we{a b, c}¥|inf(w)={b}}
o I3=1L1N1L2

Najdéte Buchi automaty pro L1, L2 a L3.
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Redukce na problém prazdnosti Buchi automatu

Tvrzeni
@ Pro kaZdou LTL formuli ¢ plati: co—L(A,) = L(A-,).

Redukce M |= ¢ na problém prazdnosti L(Ass x A-,)

o M=y < Ly C L,

o Mg < L(Ags) C L(Ay)

o M=y < L(Ass)Nco—L(A,) =0
o ME ¢ <= L(Ags)N1L(A) =0

o My < L(Agys x Ap) =10
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Redukce problému na detekci akceptujiciho cyklu

Tvrzeni
@ Biichi automat A = (S, %, 50,0, F) akceptuje neprazdny jazyk
pravé kdyz existuji stav s € F a slova wy, wo € T* takovd, Ze
s€d(so,wr) aseds,w).
e Tj. graf Biichi automatu obsahuje dosaZitelny akceptujici
cyklus (cyklus pres n&jaky akceptujici stav).

Rozhodovaci procedura pro problém M = ¢?
@ Zkonstruuje se produktovy automat (Asys X A-).

@ Graf produktového automatu se provéfi na p¥itomnost
akceptujicich cykld.

Obsahuje-li graf akceptujici cyklus, pak M = .

Neobsahuje-li graf akceptujici cyklus, pak M = .
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Algoritmus pro detekci akceptujicich cykli

Vstup algoritmu
o Produktovy automat ve formé t¥i nasledujicich funkci

o F_init() — Vraci inicidlni stav automatu.
o F_succs(s) — Pro dany stav vraci jeho pfimé nasledniky.
o Accepting(s) — O stavu Fekne, zda je &i neni akceptujici.

Vystup algoritmu
e P¥itomen / Nepfitomen
@ Protipfiklad.

Algoritmus
@ VyuZiva vnotené prohledavani do hloubky — Nested DFS.

@ Vné&jsi procedura detekuje akceptujici stavy, vnit¥ni procedura
testuje, zda akceptujici stav je dosaZitelny ze sebe sama (lezi
na cyklu).
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