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Sekce

Formalizace systému
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Formalizace stavového prostoru – Atomické propozice

Připomenut́ı

Na systém lze nahĺıžet jako na množinu stav̊u, které se měńı
vlivem vykonáváńı akćı programu.

Stav = valuace modelovaných proměnných.

Atomické propozice

Základńı tvrzeńı vyjaďruj́ıćıch se o kvalitách jednotlivých
stav̊u. (Nap̌r. max(x , y) ≥ 3, . . .)

Platnost atomických propozic muśı být algoritmicky
rozhodnutelná na základě daného stavu, tj. s využit́ım valuace
modelovaných proměnných.

Množina základńıch o stavu pozorovatelných jev̊u je ovlivněna
ḿırou abstrakce použitou p̌ri modelováńı systému.
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Formalizace stavového prostoru – Kripkeho struktury

Kripkeho struktury

Nechť je dána množina atomických propozic AP.

Kripkeho struktura je čtvěrice (S ,T , I , s0), kde

S je (konečná) množina stav̊u,
T ⊆ S × S je p̌rechodová relace,
I : S → 2AP je interpretace AP.
s0 ∈ S je počátečńı stav.

Kripkeho p̌rechodové systémy

Je-li dána množina Act akćı proveditelných programem,
je možné Kripkeho struktury rozš́ı̌rit o označeńı p̌rechodů.

Kripkeho p̌rechodový systém je pětice (S ,T , I , s0,L), kde

(S ,T , I , s0) je Kripkeho struktura,
L : T → Act je značkovaćı funkce.
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Kripkeho struktura – p̌ŕıklad

Kripkeho struktura

Z

Z,K,P

Z,K,L

Pivo

Limo

Platba Volba

AP={Z – zaplaceno, K – keĺımek, L – limo, P – pivo}
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Kripkeho struktura – p̌ŕıklad

Kripkeho p̌rechodový systém

Z

Z,K,P

Z,K,L

Mince

Bere limo

Bere pivo

Pracuje

Pracuje

Pivo

Limo

Platba Volba

AP={Z – zaplaceno, K – keĺımek, L – limo, P – pivo}
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Formalizace stavového prostoru – běh systému

Běh

Maximálńı (tj. nerozšǐritelná) cesta v grafu indukovaného
Kripkeho strukturou, poč́ınaj́ıćı v iniciálńım stavu Kripkeho
struktury.

Nechť M = (S ,T , I , s0) je Kripkeho struktura.

Běh je posloupnost stav̊u π = s0, s1, s2, . . . taková, že
∀i ∈ N0.(si , si+1) ∈ T .

Konečné běhy – úmluva

Maximálńı cesta může být konečná: π = s0, s1, s2, . . . , sk ,
pokud @sk+1 ∈ S .(sk , sk+1) ∈ T .

Z technických důvodu lze na konečné maximálńı cesty nahĺıžet
jako na nekonečné běhy, které vzniknou opakováńım
posledńıho stavu dané maximálńı cesty.

Maximálńı cesta s0, . . . , sk se chápe jako běh
s0, . . . , sk , sk , sk , . . ..
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Sekce

Formalizace vlastnost́ı
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Specifikace jako jazyky nekonečných slov

Problém

Jak se formálně vyjaďrovat o kvalitách běhu?

Jak mechanicky rozhodovat, že běh má danou kvalitu?

Řešeńı

Konečný automat jako mechanický pozorovatel běhu.

Běh je nekonečný!

Konečné automaty pro jazyky nekonečných slov
(ω-regulárńı jazyky)

Büchi akceptačńı podḿınka – automat akceptuje slovo pokud
nekonečněkrát projde koncovým stavem.
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Automaty nad nekonečnými slovy

Büchi automaty

Büchi automat je pětice A = (Σ,S , s, δ,F ), kde

Σ je konečná abeceda znak̊u,
S je konečná množina stav̊u,
s ∈ S je iniciálńı stav,
δ : S × Σ→ 2S je p̌rechodová relace, a
F ⊆ S je množina koncových stav̊u.

Jazyk akceptovaný Büchi automatem A

Běh ρ automatu A nad nekonečným slovem w = a1a2 . . . je
sekvence stav̊u ρ = s0, s1, . . . taková, že s0 ≡ s a
∀i : si ∈ δ(si−1, ai ).

inf (ρ) – množinu stav̊u, které se v ρ vyskytly nekonečně krát.

Běh ρ je akceptuj́ıćı, pokud inf (ρ) ∩ F 6= ∅.
Jazyk akceptovaný automatem A je množina všech slov, pro
které existuje akceptuj́ıćı běh. Označujeme L(A).
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Přehlednost zápisu/nákresu

Pozorováńı

AP={X,Y,Z},
Hrana označená {X} znač́ı, že plat́ı X a neplat́ı Y a Z .

Pokud je ťreba vyjáďrit že plat́ı X , neplat́ı Z a na platnosti Y
nezálež́ı, je ťreba vést hrany pod {X} a {X ,Y }.

Množiny AP jako boolovské formule

Jednotlivé hrany mezi dvěma stejnými vrcholy pod r̊uznými
kombinacemi atomických propozic lze sloučit do jedné hrany
ohodnocené boolovskou formuĺı.

Př́ıklad

Hrany {X}, {Y}, {X,Y}, {X,Z}, {Y,Z} a {X,Y,Z} lze
nahradit jednou hranou ohodnocenou formuĺı X ∨ Y .

Pokud v̊ubec nezálež́ı na platnosti p̌ri provedeńı hrany, je
možné ji označit št́ıtkem true ≡ X ∨ ¬X .
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Vyjáďrete Büchi automatem

Systém

Prodejńı automat

Σ = 2{Z ,K ,L,P},

jeZ = {A ∈ Σ | Z ∈ A}, jeK = {A ∈ Σ | K ∈ A}, . . .

Vlastnosti

Prodejńı automat vydá alespoň jeden keĺımek s nápojem.

Prodejńı automat vydá alespoň jeden keĺımek s limonádou.

Prodejńı automat vydá nekonečně mnoho keĺımk̊u.

Prodejńı automat vydá nekonečně mnoho keĺımk̊u s pivem.

Prodejńı automat nevydá keĺımek s nápojem, bez zaplaceńı.

Pokaždé, když zaplat́ım, dostanu keĺımek s nápojem.
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Sekce

Lineárńı temporálńı logika
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LTL neformálně

Formule ϕ

Vyhodnocuje se nad jedńım během systému.

Vyjaďruje se o platnosti atomických propozic ve stavech
daného běhu.

Temporálńı operátory LTL

F ϕ — (Future) Někde v běhu plat́ı ϕ.

G ϕ — (Globally) V daném běhu vždy plat́ı ϕ.

ϕU ψ — (Until) Někde plat́ı ψ a do té doby plat́ı ϕ.

X ϕ — (Next) V p̌ŕı̌st́ım stavu plat́ı ϕ.

ϕW ψ — (Weak Until) Jako Until ale ψ nemuśı nastat.

ϕR ψ — (Release) ψ plat́ı dokud neplat́ı ϕ ∧ ψ.
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Grafické znázorněńı sémantiky temporálńıch operátor̊u

X ϕ : •−→
ϕ
•−→•−→•−→•−→• · · ·

ϕU ψ :
ϕ
•−→

ϕ
•−→

ϕ
•−→

ϕ
•−→

ψ
•−→• · · ·

F ϕ : •−→•−→•−→•−→
ϕ
•−→• · · ·

G ϕ :
ϕ
•−→

ϕ
•−→

ϕ
•−→

ϕ
•−→

ϕ
•−→

ϕ
• · · ·

ϕR ψ :
ψ
•−→

ψ
•−→

ψ
•−→

ψ
•−→

ϕ∧ψ
• −→• · · · or

ψ
•−→

ψ
•−→

ψ
•−→

ψ
•−→

ψ
•−→

ψ
• · · ·

ϕW ψ :
ϕ
•−→

ϕ
•−→

ϕ
•−→

ϕ
•−→

ψ
•−→• · · · or

ϕ
•−→

ϕ
•−→

ϕ
•−→

ϕ
•−→

ϕ
•−→

ϕ
• · · ·
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Syntax LTL

Nechť AP je množina atomických propozic. Pak

Je-li p ∈ AP, pak p je formule.

Je-li ϕ formule, pak ¬ϕ je formule.

Jsou-li ϕ a ψ formule, pak ϕ ∨ ψ je formule.

Je-li ϕ formule, pak X ϕ je formule.

Jsou-li ϕ a ψ formule, pak ϕU ψ je formule.

Alternativńı zápis

ϕ ::= p | ¬ϕ | ϕ ∨ ϕ | X ϕ | ϕU ϕ
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Syntaktické zkratky

Výroková logika

ϕ ∧ ψ ≡ ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ)

ϕ⇒ ψ ≡ ¬ϕ ∨ ψ
ϕ⇔ ψ ≡ (ϕ⇒ ψ) ∧ (ψ ⇒ ϕ)

Temporálńı operátory

F ϕ ≡ true U ϕ

G ϕ ≡ ¬F ¬ϕ
ϕR ψ ≡ ¬(¬ϕU ¬ψ)

ϕW ψ ≡ ϕU ψ ∨ G ϕ

Alternativńı syntax

Fϕ ≡ �ϕ
Gϕ ≡ �ϕ

Xϕ ≡ ◦ϕ
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Modely formuĺı LTL

Model LTL formule

Je dána množina atomických propozic AP.

Modelem LTL formule je běh π Kripkeho struktury.

Značeńı

Nechť π = s0, s1, s2, . . ..

Suffix běhu π poč́ınaje stavem sk budeme značit jako
πk = sk , sk+1, sk+2, . . ..

K-tý stav běhu π, budeme značit jako π(k) = sk .
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Sémantika LTL

Předpoklady

Je dána množina atomických propozic AP.

Je dán běh π Kripkeho struktury M = (S ,T , I , s0).

ϕ, ψ jsou syntakticky správné LTL formule.

p ∈ AP je atomická propozice.

Sémantika

π |= p iff p ∈ I (π(0))

π |= ¬ϕ iff π 6|= ϕ

π |= ϕ ∨ ψ iff π |= ϕ or π |= ψ

π |= X ϕ iff π1 |= ϕ

π |= ϕU ψ iff ∃k .0 ≤ k , πk |= ψ and

∀i .0 ≤ i < k , πi |= ϕ
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Sémantika temporálńıch operátor̊u

π |= F ϕ iff ∃k .k ≥ 0, πk |= ϕ

π |= G ϕ iff ∀k .k ≥ 0, πk |= ϕ

π |= ϕR ψ iff (∃k .0 ≤ k , πk |= ϕ ∧ ψ and

∀i .0 ≤ i < k , πi |= ψ)

or (∀k .k ≥ 0, πk |= ψ)

π |= ϕW ψ iff (∃k .0 ≤ k , πk |= ψ and

∀i .0 ≤ i < k , πi |= ϕ)

or (∀k .k ≥ 0, πk |= ϕ)
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LTL Model checking

Verifikace s použit́ım LTL

Na systém nahĺıž́ıme jako na množinu možných běhů.

Systém splňuje vlastnost specifikovanou LTL formuĺı pokud (a
jen tehdy) všechny běhy systému zač́ınaj́ıćı v iniciálńım stavu
systému splňuj́ı danou formuli.

Kterýkoliv běh systému, který zač́ıná v iniciálńım stavu a
nesplňuje danou formuli může být dokladem toho, že systém
nesplňuje specifikovanou vlastnost.

Tvrzeńı

Pokud konečně stavový systém nesplňuje vlastnost
specifikovanou formuĺı LTL, tak to lze dokladovat během π,
který lze vyjáďrit jako π = π1 · (π2)ω, kde

π1 = s0, s1, . . . , sk
π2 = sk+1, sk+2, . . . , sk+n, kde sk ≡ sk+n.

Běhy s uvedenou vlastnost́ı nazýváme lasa (lasso shape).
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Sekce

LTL Model Checking s využit́ım teorie
formálńıch jazyk̊u a automat̊u
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Spojitost s jazyky nekonečných slov

Pozorováńı 1

Systém je množina (nekonečných) běhů.

Na systém lze nahĺıžet jako na jazyk nekonečných slov.

Pozorováńı 2

Dva r̊uzné běhy (r̊uzné posloupnosti stav̊u) jsou z hlediska
platnosti dané formule ekvivalentńı, pokud se shoduj́ı
v interpretaci atomických proměnných.

Jestliže π = s0, s1, . . ., pak I (π)
def⇐⇒ I (s0), I (s1), I (s2), . . ..

Pozorováńı 3

Každý běh danou formuli buď splňuje, anebo nesplňuje.

Každá LTL formule vymezuje množinu splňuj́ıćıch běhů.
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Redukce problému na jazykovou inkluzi

Problém

Je dána množina AP, Kripkeho struktura M = (S ,T , I , s0) a
specifikace LTL formuĺı ϕ.

Splňuje systém M specifikaci ϕ? (M |= ϕ)

Jazyky nekonečných slov

Nechť Σ = 2AP .

Jazyk Lsys všech běhů systému M:

Lsys = {I (π) | π je běh v M}.

Jazyk Lϕ všech běhů splňuj́ıćı formuli ϕ:

Lϕ = {I (π) | π |= ϕ}.

Pozorováńı

Systém M splňuje specifikaci ϕ právě když Lsys ⊆ Lϕ.
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Lsys a Lϕ vyjáďreny Büchi automatem

Tvrzeńı 1

Pro každou LTL formuli ϕ existuje (a lze efektivně sestrojit)
Büchi automat Aϕ takový, že Lϕ = L(Aϕ).

[Vardi, Wolper 1986]

Tvrzeńı 2

Pro každou Kripkeho strukturu M = (S ,T , I , s0) lze sestrojit
Büchi automat Asys takový, že Lsys = L(Asys).

Konstrukce Asys

Nechť AP je množina atomických propozic.
Pak Asys = (S , 2AP , s0, δ,S), kde
q ∈ δ(p, a) právě když (p, q) ∈ T ∧ I (p) = a.
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Synchronńı kompozice Büchi automat̊u

Tvrzeńı
Nechť A = (SA,Σ, sA, δA,FA) a B = (SB ,Σ, sB , δB ,FB) jsou Büchi
automaty nad shodnou abecedou Σ. Pak existuje (lze efektivně
sestrojit) Büchi automat A× B takový, že
L(A× B) = L(A) ∩ L(B).

Konstrukce A× B

A×B = (SA× SB ×{0, 1},Σ, (sA, sB , 0), δA×B ,FA× SB ×{0})
(p′, q′, j) ∈ δA×B((p, q, i), a) pro všechna

p′ ∈ δA(p, a)
q′ ∈ δB(q, a)
j = (i + 1)mod 2 pokud (i = 0 ∧ p ∈ FA) ∨ (i = 1 ∧ q ∈ FB)
j = i v ostatńıch p̌ŕıpadech

Konstrukce A× B pro p̌ŕıpad, že FA = SA
A× B = (SA × SB ,Σ, (sA, sB), δA×B ,SA × FB)
(p′, q′) ∈ δA×B((p, q), a) pro všechna

p′ ∈ δA(p, a)
q′ ∈ δB(q, a)
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Synchronńı kompozice Büchi automat̊u – p̌ŕıklad

Nechť

L1 = {w ∈ {a, b, c}ω | a ∈ inf (w)}
L2 = {w ∈ {a, b, c}ω | inf (w) = {b}}
L3 = L1 ∩ L2

Najděte Büchi automaty pro L1, L2 a L3.
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Redukce na problém prázdnosti Büchi automatu

Tvrzeńı

Pro každou LTL formuli ϕ plat́ı: co−L(Aϕ) = L(A¬ϕ).

Redukce M |= ϕ na problém prázdnosti L(Asys × A¬ϕ)

M |= ϕ ⇐⇒ Lsys ⊆ Lϕ

M |= ϕ ⇐⇒ L(Asys) ⊆ L(Aϕ)

M |= ϕ ⇐⇒ L(Asys) ∩ co−L(Aϕ) = ∅
M |= ϕ ⇐⇒ L(Asys) ∩ L(A¬ϕ) = ∅
M |= ϕ ⇐⇒ L(Asys × A¬ϕ) = ∅
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Redukce problému na detekci akceptuj́ıćıho cyklu

Tvrzeńı

Büchi automat A = (S ,Σ, s0, δ,F ) akceptuje neprázdný jazyk
právě když existuj́ı stav s ∈ F a slova w1,w2 ∈ Σ∗ taková, že
s ∈ δ̂(s0,w1) a s ∈ δ̂(s,w2).

Tj. graf Büchi automatu obsahuje dosažitelný akceptuj́ıćı
cyklus (cyklus p̌res nějaký akceptuj́ıćı stav).

Rozhodovaćı procedura pro problém M |= ϕ?

Zkonstruuje se produktový automat (Asys × A¬ϕ).

Graf produktového automatu se prově̌ŕı na p̌ŕıtomnost
akceptuj́ıćıch cykl̊u.

Obsahuje-li graf akceptuj́ıćı cyklus, pak M 6|= ϕ.

Neobsahuje-li graf akceptuj́ıćı cyklus, pak M |= ϕ.
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Algoritmus pro detekci akceptuj́ıćıch cykl̊u

Vstup algoritmu

Produktový automat ve formě ťŕı následuj́ıćıch funkćı

F init() — Vraćı iniciálńı stav automatu.
F succs(s) — Pro daný stav vraćı jeho p̌ŕımé následńıky.
Accepting(s) — O stavu řekne, zda je či neńı akceptuj́ıćı.

Výstup algoritmu

Př́ıtomen / Nep̌ŕıtomen

Protip̌ŕıklad.

Algoritmus

Využ́ıvá vnǒrené prohledáváńı do hloubky – Nested DFS.

Vněǰśı procedura detekuje akceptuj́ıćı stavy, vniťrńı procedura
testuje, zda akceptuj́ıćı stav je dosažitelný ze sebe sama (lež́ı
na cyklu).
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