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1 Úvod

Co je to funkionální programování?

Funkionální programovaí paradigma patøí mezi tzv. deklarativní paradigmata. Slovo

paradigma (z øeètiny �����Æ"��� = vzor) znaèí my¹lenkový vzor, metodu, pøístup,

model uva¾ování.

Klasiký imperativní pøístup se zamìøuje na to, jak problém øe¹it, popis øe¹ení je

rozepsán do krokù probíhajííh v èase.

Naproti tomu deklarativní pøístup klade dùraz na to, o je øe¹ením daného problému.

Deklarativní zápis programu pøedstavuje ji¾ samotné øe¹ení problému zapsané v jistém

tvaru. Výpoèet podle tohoto programu je pak transformaí takového popisu do tvaru

jednodu¹¹ího, pou¾itelnìj¹ího.

Rozdíl mezi imperativním a funkionálním pøístupem k øe¹ení problému lze ilustrovat

tøeba na úloze Najít index nejvìt¹ího prvku v posloupnosti a

1

; a

2

; : : : ; a

n

navzájem rùz-

nýh kladnýh elýh èísel. Imperativní program zavádí pomoné promìnné { pamì»ová

místa i, j, max , a skládá se z krokù

1. polo¾ max = 0

2. pro j od 1 do n opakuj: jestli¾e a

j

> max , pak polo¾ i = j a max = a

j

3. výsledkem je hodnota promìnné i.

Deklarativní popis øe¹ení té¾e úlohy mù¾e vypadat takto:

Takové i 2 f1; : : : ; ng, pro které platí: pro v¹ehna j 2 f1; : : : ; ng, je a

i

� a

j

.

Funkionální paradigma je zalo¾eno na zápisu programu ve tvaru výrazu. Nejdùle-

¾itìj¹ími slo¾kami tìhto výrazù jsou funke a jejih aplikae na argumenty. Výpoèet

funkionálního programu spoèívá ve zjednodu¹ování výrazu a¾ do doby, kdy výraz dále

zjednodu¹it nelze. Tento dále nezjednodu¹itelný tvar pova¾ujeme za výsledek výpoètu.

Napøíklad problém Najít souèin èísel 6 a 7 je zapsán výrazem

6 * 7

Tento výraz je aplikaí funke násobení (*) na argumenty 6 a 7. Výpoètem { zjedno-

du¹ením výrazu { dostaneme hodnotu 42. Ta je dále nezjednodu¹itelná, tj. je odpovìdí

{ øe¹ením problému.

Skuteènost, ¾e výraz e se zjednodu¹í (redukuje) na hodnotu , budeme znaèit e 

�

,

tak¾e vý¹e uvedenou reduki mù¾eme zapsat

6 * 7  

�

42

Výrazy se skládají z jednodu¹¹íh výrazù { podvýrazù. Podvýrazy výrazu M N jsou

sám výrazM N , výrazM , výraz N a podvýrazy tìhto podvýrazù. Napøíklad ve výrazu

sqrt ( sin x )

3



jsou tyto podvýrazy

sqrt

sin

x

sin x

sqrt ( sin x )

Nejdùle¾itìj¹í zpùsob, jak ze dvou výrazù vytvoøit výraz slo¾itìj¹í, je aplikae funke

na argument. Aplikai výrazu M na výraz N zapisujeme M N . Napøíklad zapsáním

výrazu pi za výraz sin dostáváme výraz

sin pi

jeho¾ význam je þaplikae funke sinus na èíslo �ÿ.

Nìkteré funke a operátory lze aplikovat na víe ne¾ jeden argument. Napøíklad ope-

rai sèítání (+) lze aplikovat na dvì èísla (sèítane). Takovým funkím a operátorùm,

které lze aplikovat na dva argumenty, øíkáme binární. Obenì mù¾e být arita funke

nebo operátoru libovolná { toto v¹ak upøesníme v kap. 6.

Aplikai binárního operátoru na dva argumenty mù¾eme zapsat buï takto (pre�xovì)

(+) 19 23

anebo takto (in�xovì)

19 + 23

Nutnou podmínkou, aby mìlo smysl aplikovat výraz M na výraz N , je, aby M byla

funke. Napøíklad má smysl psát

square 5

not False

nebo» square je funke z èísel do èísel a not je funke z logikýh hodnot do logikýh

hodnot, ale nemají smysl aplikae

5 square

True 8

Rovnì¾ by nemìlo smysl aplikovat funki na libovolný argument, výrazy

toUpper False

not 7

sqrt '#'

nemají smysl.

1

V tzv. typovanýh jazyíh se problémù se zaházením s takovými

þnesmyslnýmiÿ výrazy elegantnì zbavíme tím, ¾e je za výrazy vùbe nepova¾ujeme:

1

toUpper je funke pro pøevod na velká písmena; jejím argumentem musí být znak.
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kompilátor typovaného jazyka výskyt takového þvýrazuÿ v programu pova¾uje za syn-

taktikou hybu. V netypovanýh jazyíh, kde se na synaktiké úrovni nedají rozli¹it

výrazy smysluplné od nesmyslnýh, by v¹ak tøeba výraz not 7 byl legálním progra-

mem. Teprve jeho výpoèet (tj. a¾ v dobì bìhu) by skonèil hybovým hlá¹ením.

Klasiké imperativní jazyky zpravidla hápou funke zela odli¹nì od ostatníh hod-

not: vìt¹inou umo¾òují funke de�novat pouze jako konstanty, bez mo¾nosti pøedávat

je jako parametry nebo vraet funke jako výsledek aplikae jinýh funkí. V Pasalu

napøíklad mù¾eme mít pole èísel, ale nemù¾eme mít pole funkí. Na druhé stranì, funk-

ionální jazyky pohlí¾ejí na funki stejnì jako na ka¾dou jinou hodnotu. Zejména tedy

mù¾e funke být parametrem jiné funke nebo mù¾e být funke výsledkem výpoètu.

Funkím, jejih¾ argument nebo výsledek mù¾e být zase funke, øíkáme funke vy¹¹íh

øádù. Je mo¾no napøíklad de�novat operátor (.) vy¹¹ího øádu

( f . g ) x = f (g x)

který realizuje skládání funkí. Pak výraz sin . sqrt má hodnotu funke poèítajíí

sinus druhé odmoniny svého argumentu, zatímo sqrt . sin je funke poèítajíí

druhou odmoninu sinu svého argumentu.

Skuteènost, ¾e ve funkionálníh jazyíh není pou¾ití funkionálníh hodnot oproti

jiným hodnotám omezeno, se nìkdy vyjadøuje obratem funke jsou obèané první kate-

gorie

2

.

Srovnání s imperativním programováním

Základní sémantikou jednotkou funkionálního jazyka je výraz. Z jednodu¹¹íh výrazù

se podle syntaktikýh pravidel mohou skládat výrazy slo¾itìj¹í. Sémantiká vazba mezi

podvýrazy ve výrazu je dána pøirozeným pravidlem:

Ve výrazu F A je funke, která se bude aplikovat na argument, dána hod-

notou podvýrazu F ; hodnota argumentu, na který se tato funke bude apli-

kovat, je dána hodnotou podvýrazu A.

Základní sémantikou jednotkou imperativního jazyka je pøíkaz. Na rozdíl od výrazù,

pøíkazy obvykle nemají hodnotu

3

. Proto musí existovat jiný prostøedek pro þvýmìnu

datÿ mezi pøíkazy. Tímto prostøedkem je tzv. stav. Stavem se rozumí vektor hodnot

programovýh promìnnýh v daném okam¾iku výpoètu. Pøíkazy mohou stav mìnit.

Nejznámìj¹ím pøíkazem pro zmìnu stavu je pøiøazovaí pøíkaz.

Existene stavu má jeden záva¾ný dùsledek. Mìjme napøíklad funki, která pro ka¾dé

kladné elé èíslo n spoète souèet druhýh monin pøirozenýh èísel od 1 do n, a zapi¹me

ji v imperativním jazye (Pasalu)

funtion sumsq (n:integer): integer;

2

First-lass itizens

3

Pøesnìji: jejih hodnota bývá de�nována jako prázdná { speiální prvek () . To není pravda ve

v¹eh jazyíh, napø. v C nebo v Algolu 68 mohou i pøíkazy vraet netriviální hodnoty. Av¹ak pøi

skládání pøíkazù P , Q se hodnota sekvene P ;Q obvykle de�nuje jako hodnota pøíkazu Q, a hodnota

pøíkazu P zùstává stejnì nevyu¾ita . . .
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var s, k: integer;

begin

s := 0;

for k := 1 to n do

s := s + k*k;

sumsq := s

end

Pøi volání této funke s argumentem n se výraz s+k*k vyhodnouje n-krát, ale poka¾dé

má jinou hodnotu, zejména hodnoty promìnnýh s a k jsou v ka¾dém prùhodu yklu

jiné.

To se ve funkionálníh jazyíh stát nemù¾e.

4

Èistì funkionální jazyky mají toti¾

vlastnost, jí¾ øíkáme referenèní transparentnost :

Jestli¾e se ve stejném kontextu vyskytne tentý¾ podvýraz, pak jeho hodnota

bude v¾dy stejná.

Napøíklad funki sumsq z pøedhozího pøíkladu mù¾eme de�novat

sumsq n = if n==1 then 1 else n*n + sumsq (n-1)

Pak pøi ka¾dém zavolání této funke bude napøíklad hodnota parametru n stejná na

v¹eh ètyøeh místeh výrazu na pravé stranì de�nie funke sumsq . Ostatnì ani ne-

existuje zpùsob, jak byhom ji mohli zmìnit: ve funkionálním programování nemáme

pøiøazovaí pøíkaz ani jiné þpøíkazyÿ, které by mìly vedlej¹í efekty, tj. které by mìnily

globální stav.

Nabízí se tu námitka, ¾e funke sumsq je referenènì transparentní jen do té doby, ne¾

dojde k jejímu opìtnému vyvolání; pak se hodnota promìnné n zmìní { sní¾í o jednièku.

Ve skuteènosti v¹ak k poru¹ení referenèní transparentnosti nedohází: promìnná n má

ve výrazu if n==1 then 1 else n*n + sumsq (n-1) . pouze ètyøi výskyty a mimo

de�nii funke sumsq tato promìnná neexistuje. Pøi dal¹ím zavolání funke sumsq jde

o novou promìnnou, která má s pùvodní spoleèné jen jméno.

Funkionální jazyky nemají pojem stavu ani pøiøazení do promìnné. Promìnné mo-

hou být vázány na hodnotu, ale tato hodnota nemù¾e být pøepsána. Jediný zpùsob, jak

svázat promìnnou s hodnotou, je pøi aplikai funke na argument: promìnná (formální

parametr) se svá¾e s argumentem (skuteèným parametrem). Máme-li napøíklad funki

square de�novanou

square x = x * x

a aplikujeme-li ji na argument (6+7) ve výrazu

square (6+7)

pak pøi výpoètu se promìnná x svá¾e s výrazem (6+7) , výraz square(6+7) se nahradí

pravou stranou de�nie funke square , tj. výrazem x * x . V nìm se v¹ak promìnná

x nahradí výrazem, s ním¾ je svázána, tak¾e na koni prvého kroku výpoètu bude mít

elý výraz tvar

4

Myslí se èistì funkionální jazyky. Nìkteré jazyky, napø. LISP, ML, kombinují funkionální a im-

perativní pøístup a poèítají se stavem { tyto jazyky nepatøí mezi èistì funkionální.
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(6+7) * (6+7)

Vazbì formálníh parametrù funkí na skuteèné parametry se øíká prostøedí.

Skuteènost, ¾e ve funkionálníh programeh není pojem stavu, usnadòuje uva¾o-

vání o programeh, dokazování jejih správnosti. Urèité transformae funkionálníh

programù se de�nují a provádìjí mnohem jednodu¹eji, ne¾ odpovídajíí transformae

programù imperativníh.

Shrnutí

� Ve funkionálním programování je následujíí pojetí programu a výpoètu:

program .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . výraz

výpoèet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . úprava výrazu

výsledek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . dále nezjednodu¹itelný tvar výrazu

� Funke jsou þobèané první kategorieÿ majíí stejná þpráva a povinnostiÿ jako

napøíklad konstanty.

� Funkionální jazyky jsou referenènì transparentní, stejný výraz má ve stejném

prostøedí v¾dy stejnou hodnotu.
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2 Výrazy, de�nie

Funke a operátory

Základní zpùsob, jak vytváøet slo¾itìj¹í výrazy z jednodu¹¹íh, je aplikae funke na

argumenty. Aplikai funke f na argumenty x , y , z zapisujeme

f x y z

Pokud je argumentem promìnná, není nutno ji uzavírat do závorek.

V souladu s terminologií jazyka Haskell budeme operátorem nazývat binární funki,

její¾ jméno nezaèíná písmenem. Napøíklad (+) , (-) , (*) , (/) , (^) budou bì¾né

aritmetiké operátory, (==) , (/=) , (<) , (<=) , (>) , (>=) relaèní, a (&&) , (||)

booleovské operátory.

Uvedený pre�xový tvar aplikae v¹ak není v¾dy pohodlný. Proto v pøípadì binárníh

operátorù budeme kromì pre�xového zápisu aplikae

(+) x y

pou¾ívat té¾ in�xový zápis

x + y

Naví, u asoiativníh binárníh operátorù mù¾eme vynehávat nadbyteèné závorky a

vyu¾ívat obvyklé preedene, tak¾e tøeba

(+) ((*) ((*) 1 2) 3) ((*) 3 4)

lze zapsat pøehlednìji

1 * 2 * 3 + 3 * 4

Pre�xovì zapsaná aplikae má pøi výpoètu pøednost pøed in�xovou: f x+y je toté¾

jako (f x) + y .

V¹imnìme si, ¾e odkazujeme-li se na operátory samostatnì (napø. vystupují-li ve výrazu

jako argumenty vy¹¹íh funkí apod.), uvádíme je v kulatýh závorkáh. V in�xovì zapisované

aplikai je uvádíme bez závorek. Naopak binární funke (jejih jméno je alfanumeriké a za-

èíná malým písmenem) uvádíme bez závorek a jejih aplikai pí¹eme obvykle pre�xovì. Pøi

alternativním in�xovém zápisu je uvádíme v obráenýh apostrofeh.

21 `lm` 6

lm 14 21

1996 `mod` 977

mod 1992 50

De�nie

Kdybyhom byli pøi vytváøení výrazù odkázáni pouze na pevnì danou malou mno¾inu

konstant a funkí, byly by na¹e vyjadøovaí shopnosti silnì omezené. To, o dává

funkionálním jazykùm vyjadøovaí sílu, je mo¾nost de�novat nové konstanty a funke.

Jestli¾e heme ve výrazu pou¾ít nìjaký podvýraz víekrát, napø.
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(pi/2) * x + (pi/2) * y

mù¾eme v nìm lokálnì zavést novou promìnnou d :

let d = pi/2 in d * x + d * y

Èásti výrazu mezi let a in øíkáme de�nie. Novì de�nované promìnné (nalevo od

rovnítka) jsou vázány na výrazy (napravo od rovnítka) a jsou pou¾itelné v èásti výrazu

za in . Tìhto lokálníh de�ni mù¾e být v rámi jednoho výrazu let i víe naráz a

mohou být pou¾ity i na pravýh stranáh de�ni:

let a = 3

b = 4

 = 5

s = (a+b+)/2

in s*(s-a)*(s-b)*(s-)

Alternativnì mù¾eme lokální de�nie zapisovat pomoí konstruke where . Ta se od

výrazu let li¹í tím, ¾e lokální de�nie je uvedena a¾ za výrazem, v nìm¾ je pou¾ita.

f x y = d * x + d * y where d = pi/2

p s = s*(s-a)*(s-b)*(s-) where s = (a+b+)/2

Druhý rozdíl spoèívá v tom, ¾e konstruke where mù¾e stát jen v nadøazené de�nii,

zatímo let je výraz a mù¾e být tedy podvýrazem libovolného výrazu.

Øekli jsme, ¾e de�nie za slovem where mají jen lokální pùsobnost { vztahují se pouze na

podvýraz pøed where . Èasto bývá pohodlné de�novat si nové funke i globálnì { pro v¹ehny

výrazy, s nimi¾ praujeme v programu. Proto je v jazye Haskell také mo¾nost de�novat kon-

stanty a funke i globálnì. De�nie se zapí¹í do zvlá¹tního souboru { skriptu.

De�novat mù¾eme i funki. Kromì jejího jména zapí¹eme nalevo od de�nièního rov-

nítka i její parametry, o¾ budou (v nejjednodu¹¹ím pøípadì) jména promìnnýh:

ube x = x * x * x

max3 a b  = max a (max b )

u .-. v = if u>v then u-v else 0

Poslední øádek de�nuje operátor (.-.) , ekvivalentní zpùsob zápisu je

(.-.) u v = if u>v then u-v else 0

Podstatným dùvodem, proè de�nie zvy¹ují na¹i vyjadøovaí sílu, je fakt, ¾e de�nie

mohou být rekursivní:

fat n = if n==0 then 1 else n*fat(n-1)

a ^ n = if n==0 then 1 else a*(a^(n-1))

Na místì formálníh parametrù funkí a operátorù nemusejí vystupovat jen pro-

mìnné. Obenì zde jsou tzv. vzory. Vzor popisuje mno¾inu argumentù, které tomuto

vzoru þvyhovujíÿ. De�nie funke se pak rozpadá na víe vìtví, klausulí. Pøi výpoètu se

pak z de�nie pou¾ije ta vìtev, její¾ vzory vyhovují skuteèným argumentùm. Napøíklad

vý¹e uvedenou de�nii funke fat lze pomoí vzorù zapsat
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fat 0 = 1

fat n = n * fat(n-1)

Èastým vzorem, jak je vidìt z tìhto pøíkladù, je konstanta. Takový vzor vyhovuje

pouze jedinému skuteènému argumentu { tomu, jen¾ je roven právì této konstantì.

V tomto pøíkladì to je 0 v prvním øádku de�nie. Naopak vzor, kterým je promìnná,

vyhovuje v¹em argumentùm. To je pøípad druhého øádku de�nie. V na¹em pøíkladì

pøípad, ¾e argument funke fat je nulový, vyhovuje obìma øádkùm de�nie. Proto,

aby taková de�nie byla korektní, dohodneme se, ¾e se pøi výpoètu pou¾ije v¾dy první

vìtev de�nie, její¾ vzory vyhovují skuteèným argumentùm funke. V uvedeném pøí-

kladì se tedy první vìtev de�nie bere v pøípadì nulového a druhá vìtev v pøípadì

nenulového argumentu.

Podobnì funki sumsq pro výpoèet souètu ètverù z kap. 1 lze zapsat i takto:

sumsq 1 = 1

sumsq n = n*n + sumsq (n-1)

Jiným pøíkladem mohou být de�nie booleovskýh operátorù, v nih¾ vzory jsou opìt

booleovské konstanty nebo promìnné.

False && x = False

True && x = x

False || x = x

True || x = True

not True = False

not False = True

Vzory v¹ak nemusejí být jen konstanty a promìnné. Obenìji je vzor výraz, jeho¾

¾ádný podvýraz nelze redukovat { skládá se pouze z promìnnýh a tzv. konstruktorù.

Jiné konstruktory ne¾ konstanty poznáme v kap. 5.

Shrnutí

� Výrazy se skládají z aplikaí funkí a operátorù na argumenty a z lokálníh de�ni.

� Globální de�nie zavádìjí nové funke a konstanty, které platí ve v¹eh dále po-

u¾itýh výrazeh.

� De�nie mohou být rekursivní.

� Funke lze de�novat pomoí vzorù { výrazù popisujííh mo¾né tvary skuteènýh

argumentù.
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3 Výpoèty

Mìjme výraz (2*3) * (4+3) . Tento výraz mù¾eme vyhodnoovat dvìma zpùsoby,

li¹íími se poøadím podvýrazù, které upravujeme døíve:

(2*3) * (4+3)  6 * (4+3)  6 * 7  42

(2*3) * (4+3)  (2*3) * 7  6 * 7  42

V dal¹ím pøíkladì lze daný výraz vyhodnoovat dokone devíti rùznými zpùsoby.

Pøíklad 1 Jestli¾e je funke sq de�nována

sq x = x * x

pak v¹ehny mo¾né zpùsoby vyhodnoení výrazu sq(sq 3) jsou:

sq(sq 3)  sq 3*sq 3  (3*3)*sq 3  9*sq 3  9*(3*3)  9*9  81

sq(sq 3)  sq 3*sq 3  (3*3)*sq 3  (3*3)*(3*3)  9*(3*3)  9*9  81

sq(sq 3)  sq 3*sq 3  (3*3)*sq 3  (3*3)*(3*3)  (3*3)*9  9*9  81

sq(sq 3)  sq 3*sq 3  sq 3*(3*3)  (3*3)*(3*3)  9*(3*3)  9*9  81

sq(sq 3)  sq 3*sq 3  sq 3*(3*3)  (3*3)*(3*3)  (3*3)*9  9*9  81

sq(sq 3)  sq 3*sq 3  sq 3*(3*3)  sq 3*9  (3*3)*9  9*9  81

sq(sq 3)  sq(3*3)  (3*3)*(3*3)  9*(3*3)  9*9  81

sq(sq 3)  sq(3*3)  (3*3)*(3*3)  (3*3)*9  9*9  81

sq(sq 3)  sq(3*3)  sq 9  9*9  81

V pøíkladì 1 poka¾dé dojdeme k výsledku, 81, nezávisle na poøadí vyhodnoování. To

se v¹ak nemusí stát v¾dy: existují výrazy, z nih¾ urèitým poøadím vyhodnoování do-

jdeme k výsledku (normální formì), ale pøi jiném poøadí vyhodnoovanýh podvýrazù

se výpoèet zayklí.

Pøíklad 2 Mìjme funke f , onst de�nované pøedpisy

f x = f x

onst x y = x

Pak výraz onst 3 (f 1) lze vyhodnoovat nekoneènì mnoha zpùsoby. Jednak tìmi,

které vedou k výsledku 3, ale pøed tím libovolnì dlouho upravujeme podvýraz f 1 ,

onst 3 (f 1)  3

onst 3 (f 1)  onst 3 (f 1)  3

onst 3 (f 1)  onst 3 (f 1)  onst 3 (f 1)  3

.

.

.

ale existuje také vyhodnoování, kdy podvýraz f 1 þupravujeme nekoneènì dlouhoÿ,

tj. výpoèet se zayklí a k výsledku nedospìjeme nikdy:

onst 3 (f 1)  onst 3 (f 1)  onst 3 (f 1)  � � �
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Pro jednoznaènost výpoètu je tedy u¾iteèné stanovit pravidla, podle nih¾ se budou

výrazy vyhodnoovat.

Neh» funke f je de�novaná pøedpisem tvaru

f x

1

: : : x

n

= N

Redukèní krok je úprava výrazu, pøi ní¾ se nìkterý jeho podvýraz tvaru

f M

1

: : : M

n

nahradí pravou stranou de�nie funke, tj. výrazem N , v nìm¾ se ka¾dý výskyt pro-

mìnné x

i

nahradí odpovídajíím výrazemM

i

. Skuteènost, ¾e výraz P se jedním redukè-

ním krokem upraví na výraz Q, znaèíme P  Q. To je pøípad redukí v pøíkladì 2.

V obenìj¹ím smyslu redukèním krokem nazýváme i takové transformae výrazu, pøi

nih¾ v nìjakém podvýrazu vyèíslíme jednoduhou operai (aritmetikou, logikou,. . . )

aplikovanou na jednoduhé argumenty, napøíklad sq(3*3)  sq 9 v pøíkladì 1.

Redukèní strategie je pravidlo, které pro ka¾dý výraz jednoznaènì urèuje první re-

dukèní krok.

5

Normální redukèní strategie je taková, pøi ní¾ aplikai

M N

1

: : : N

n

upravujeme tak, ¾e nejdøíve redukujeme, pokud to jde, jeho podvýraz M pou¾itím

normální redukèní strategie. V pøípadì, ¾e M redukovat nelze, pak to musí být funke

a elý výraz M N

1

: : : N

n

nahradíme pravou stranou její de�nie, dosadiv¹e výrazy

N

i

za její formální parametry. Zjednodu¹enì lze øíi, ¾e pøi normální redukèní strategii

postupujeme zvnìj¹ku a zleva.

V pøíkladì 1 normální redukèní strategii odpovídá první reduke. V pøíkladì 2 od-

povídá normální redukèní strategii také první (nejkrat¹í) reduke.

Striktní redukèní strategie je taková, pøi ní¾ aplikai

M N

1

: : : N

n

upravujeme tak, ¾e nejdøíve, pokud to jde, redukujeme jeho podvýraz N

n

pou¾itím

striktní redukèní strategie. Pokud podvýraz N

n

nelze redukovat, redukujeme (striktnì)

podvýraz N

n�1

, kdy¾ ani ten nelze redukovat, redukujem podvýraz N

n�2

, atd. Pokud

nelze reukovat ani jeden z výrazù N

1

, . . . , N

n

, redukujeme striktní redukèní strategií

podvýraz M . Pokud ani ten nelze redukovat, je M funke a elý výraz M N

1

: : : N

n

nahradíme pravou stranou její de�nie, dosadiv¹e hodnoty N

i

za její formální para-

metry. Zjednodu¹enì lze øíi, ¾e pøi striktní redukèní strategii postupujeme zevnitø a

zprava.

V pøíkladì 1 pouze poslední reduke odpovídá striktní redukèní strategii, a v pøí-

kladì 2 odpovídá striktní redukèní strategii nekoneèná (zayklená) reduke.

Normální redukèní strategii se také øíká volání jménem. Tohoto názvu se pou¾ívá

zejména v imperativníh programovaíh jazyíh. Striktní redukèní strategii se øíká,

zejména v imperativníh jazyíh, volání hodnotou.

5

Praktiky tedy redukèní strategie urèuje, který podvýraz se bude redukovat jako první. V obenìj-

¹íh redukèníh systémeh (ne¾ jsou funkionální jazyky) redukèní stragie urèuje nejen který podvýraz

se bude redukovat, ale i jak se bude redukovat.
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Vidìli jsme, ¾e volba redukèní strategie mù¾e ovlivnit funkionální výpoèet natolik,

¾e rozhodne o tom, zda vùbe dospìjeme k výsledku. Na¹tìstí si alespoò mù¾eme být

jisti, ¾e pokud k výsledku dospìjeme, bude jediný, tj. nemù¾e se stát, abyhom dvìma

strategiemi do¹li k rùzným výsledkùm.

Veta 1 (Churhova-Rosserova vlastnost pro funkionální jazyky) Pro ka¾dý vý-

raz M platí: redukujeme-li M pomoí dvou redukèníh strategií a v obou pøípadeh

obdr¾íme po koneèném poètu krokù výsledek, pak jsou oba výsledky stejné.

Vìta 1 v¹ak je¹tì neøíká ni o tom, zda pøi pou¾ití nìjaké redukèní strategie výsle-

dek vùbe obdr¾íme. Následujíí vìta øíká, ¾e normální redukèní strategie je nejlep¹í

strategií, pokud se heme vyhnout zayklení.

Veta 2 Lze-li nìjakou redukèní strategií redukovat výraz M na výslednou hodnotu

(normální formu) M

0

, pak k této hodnotì M

0

dospìjeme po koneèném poètu krokù pøi

pou¾ití normální redukèní strategie.

Také øíkáme, ¾e normální redukèní strategie je efektivnì normalizujíí. Jednoduhou

ilustraí vìty 2 je ná¹ pøíklad 2: s vyhodnoováním výrazu onst 3 (f 1) neskonèíme,

dokud redukujeme striktnì. Jakmile v¹ak pøejdeme k normální redukèní strategii, jsme

hotovi po jediném redukèním kroku.

Z pøíkladu 1 v¹ak také vidíme, ¾e normální redukèní strategie nemusí v¾dy vést k nej-

krat¹ímu výpoètu. Je to proto, ¾e pøi náhradì aplikae funke na výraz ( sq(sq 3) )

pravou stranou funkèní de�nie, ve které se formální parametr vyskytuje na víe místeh

( x*x ), dojde k þrozmno¾eníÿ vnitøního výrazu ( sq 3 * sq 3 ), a ten se pak opakovanì

redukuje. Proto¾e v¹ak funkionální jazyk je referenènì transparentní, víme, ¾e v¹ehny

(oba) výskyty vnitøního výrazu ( sq 3 ) se budou redukovat stejnì, a proto si opakova-

nou prái mù¾eme u¹etøit. Proto normální redukèní strategii ponìkud modi�kujeme a

takto modi�kovanou strategii nazveme línou redukèní strategií.

Líná redukèní strategie je taková, pøi ní¾ aplikai

M N

1

: : : N

n

upravujeme tak, ¾e nejdøíve redukujeme, pokud to jde, jeho podvýraz M línou re-

dukèní strategií. Kdy¾ M takto redukovat nelze, pak M musí být funke a elý výraz

M N

1

: : : N

n

nahradíme pravou stranou její de�nie, dosadiv¹e výrazy N

i

za její for-

mální parametry. Nyní si v¹ak pøi ka¾dém násobném dosazení zapamatujeme, které

podvýrazy jsou stejné (vzniklé dosazením za rùzné výskyty té¾e promìnné), a pøi jejih

pøípadném dal¹ím vyhodnoování je redukujeme jen jednou (jakoby þv¹ehny narázÿ).

Pøi striktní redukèní strategii tedy vyhodnoujeme argumenty funkí právì jednou.

Pøi normální redukèní strategii vyhodnoujeme argumenty funkí tolikrát, kolikrát na

to pøi výpoètu dojde, tj. nulkrát, jednou nebo víkrát. Pøi líné redukèní strategii v¹ak

ka¾dý argument vyhodnoujeme nejvý¹e jedenkrát.

Pøíklad 3 Buï eat funke de�novaná

eat x y = x && (x || y)
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Redukujeme-li výraz eat (not False) (not True) striktnì, vyhodnouje se ka¾dý

argument ( not False , not True ) jednou. Redukujeme-li výraz normálnì, vyhodno-

uje se první argument dvakrát a druhý ani jednou. Redukujeme-li výraz línì, vyhod-

nouje se první argument pouze jednou a druhý se nevyhodnouje vùbe.

Pro línou redukèní strategii platí analogie vìty 2, tj. pokud má nìjaký výraz normální

formu (tj. výslednou hodnotu), pak k ní dospìjeme po koneèném poètu krokù pøi líné

redukèní strategii.

Líná redukèní strategie se pou¾ívá v moderníh funkionálníh jazyíh a díky ní je

mo¾no praovat jednodu¹e i s nekoneènými datovými strukturami (viz odst. 8).

Této výhody lze vyu¾ívat zejména v referenènì transparentníh jazyíh, tedy v ta-

kovýh, kde hodnota výrazu nezávisí na jeho umístìní v programu. Nìkteré jazyky

jako ML, OCaML, Erlang

6

nejsou referenènì transparentní a hodnota výrazù v jejih

programeh závisí na poøadí vyhodnoování (Vìta 1 platí jen pro èistì funkionální,

tedy referenènì transparentní jazyky!). Pøi normální èi líné strategii je velmi nesnadné

urèit poøadí vyhodnoování podvýrazù, nejsou-li pøedem známa vstupní data. Proto

se v jazyíh, které nejsou èistì funkionální, obvykle pou¾ívá striktní redukèní strate-

gie. Kromì toho je striktní redukèní strategie výhodnìj¹í v men¹í spotøebì pamìti pøi

vyhodnoování.

Shrnutí

� Výrazy mù¾eme vyhodnoovat obenì mnoha zpùsoby. Nejdùle¾itìj¹í z nih jsou

tzv. normální a striktní redukèní strategie.

� Výbìr redukèní strategie neovlivní hodnotu výsledku, mù¾e v¹ak ovlivnit fakt,

zda výsledek vùbe obdr¾íme.

� Normální redukèní strategie je efektivnì normalizujíí, tj. výpoèet se nezayklí,

pokud nemusí.

� Zlep¹ením normální redukèní strategie je líná redukèní strategie, která se vyhýbá

opakovanému vyhodnoování stejnýh podvýrazù.

� V moderníh èistì funkionálníh jazyíh se vìt¹inou pou¾ívá líná redukèní stra-

tegie.

6

tyto jazyky nejsou èistì funkionální
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4 Typy

V moderníh funkionálníh jazyíh, k nim¾ patøí i Haskell, má ka¾dý výraz, a tedy

i ka¾dá hodnota, svùj typ. Napøíklad hodnota True má typ Bool , tj. typ v¹eh logi-

kýh hodnot, stejnì jako hodnota False nebo jako výrazy not True , x && y . Hod-

nota 1 má typ Int , typ v¹eh malýh elýh èísel.

7

Desetinná (poèítaèem rozli¹itelná)

èísla mají typ Float , znaky mají typ Char .

Typ mù¾eme zjednodu¹enì hápat jako mno¾inu hodnot.

8

Skuteènost, ¾e výrazM má typ �, zapisujeme M::� . Má-li víe výrazù,M

1

; : : : ;M

k

,

stejný typ �, lze psát M

1

; : : : ;M

k

::� . Napøíklad

False, True :: Bool

'a', 'b' :: Char

1 :: Int

Tomuto zápisu se øíká typová anotae. De�nuje-li se nová hodnota, je dobrým zvykem

ji typovì anotovat:

pi :: Float

pi = 3.14159265

prompt :: Char

prompt = '?'

Typové anotae nejsou v Haskellu povinné. Pøedhozí de�nie mohly být zapsány

bez nih, interpret nebo kompilátor si umí typy odvodit sám. Existuje v¹ak nìkolik

dùvodù, proè typové anotae uvádìt.

� zdrojový text programu je èitelnìj¹í,

� v typovì anotovaném programu se odhalí víe typovýh hyb (typová hyba ve

výrazu mù¾e být taková, ¾e se pozná, a¾ kdy¾ je odvozený typ srovnán s typem

deklarovaným, a zjistí se rozdíl),

� v nìkterýh pøípadeh je výpoèet podle programu s typovými anotaemi ryh-

lej¹í, proto¾e automatiky odvozený typ je pøíli¹ obený a pøelo¾ený program by

pøedpokládal výpoèet i s hodnotami, které se pak nikdy nevyskytnou.

Kromì základníh typù ( Bool , Float ,. . . ) mù¾eme vytváøet typy slo¾ené pomoí

tzv. typovýh konstruktorù. Nejdùle¾itìj¹ím typovým konstruktorem ve funkionálním

programování je typový konstruktor ! (¹ipka, v Haskellu zapisovaná (->) ). Jsou-li

�, � dva typy, pak typ � ! � je typem v¹eh (unárníh) funkí, jejih¾ argument je

typu � a funkèní hodnota (výsledek) je typu � .

Jsou-li %, �, � tøi typy, pak typ %! � ! � je typem v¹eh binárníh funkí (tj. funkí

dvou promìnnýh), jejih¾ první argument je typu %, druhý argument je typu � a

výsledek je typu � .

7

Vedle typu Int elýh èísel zobrazitelnýh v jednom slovì proesoru existuje typ Integer elýh

èísel, jejih¾ délka je omezena pouze velikostí pamìti.

8

Pøesnìj¹í význam pojmu typ v¹ak zahrnuje i operae, je¾ s hodnotami daného typu praují, viz

kap. 10.
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Jsou-li �

1

; �

2

; : : : ; �

n

; � nìjaké typy, pak �

1

! �

2

! : : : ! �

n

! � je typ v¹eh

n-árníh funkí, jejih¾ argumenty mají po øadì typy �

1

; : : : ; �

n

a funkèní hodnota je

typu � .

Napøíklad typové anotae nìkterýh operaí v Haskellu vypadají takto:

9

toUpper :: Char -> Char

not :: Bool -> Bool

(&&) :: Bool -> Bool -> Bool

odd :: Int -> Bool

(+) :: Int -> Int -> Int

(<) :: Int -> Int -> Bool

Podobnì jako aplikai binárníh operátorù na dvì hodnoty lze zapisovat in�xovì i pre�xovì,

lze i funkionální typ a -> b zapisovat také (->) a b . In�xový zápis je v¹ak bì¾nìj¹í.

V následujííh kapitoláh poznáme dal¹í typové konstruktory rùzné arity, pomoí

nih¾ se tvoøí typy seznamù nebo typy uspoøádanýh n-ti. Nyní si v¹ak mù¾eme v¹im-

nout, ¾e i základní typy jako Bool nebo Int jsou zvlá¹tními pøípady typovýh kon-

struktorù { jsou to tzv. nulární typové konstruktory : abyhom pomoí nih vyjádøili

typ, staèí je napsat samy o sobì. Neaplikují se na ¾ádný dal¹í typ (na rozdíl tøeba od

¹ipky, kterou musíme aplikovat na dva typy), proto jsou nulární.

Polymorfní typy

Zatím jsme se setkali jen s typy, které se nazývají monomorfní. Lze je pou¾ít v¾dy

jen v kontextu jediného typu. Napøíklad monomorfní funki (tj. funki monomorfního

typu) lze aplikovat v¾dy jen na argument jediného typu a typ jejího výsledku mù¾e

být také jen jediný. Takovou monomorfní funkí je tøeba funke toUpper . Její typ je

Char->Char .

Funke id je tzv. identita. Je de�novaná

id x = x

Jaký typ má tato funke? Kdybyhom identitu aplikovali jen na elá èísla, mìla by typ

Int->Int . Kdybyhom ji aplikovali jen na znaky, mìla by typ Char->Char , kdyby

byla aplikována na funke typu Float->Bool , mìla by sama typ (Float->Bool) ->

(Float->Bool) atd. Cheme v¹ak, aby identita byla univerzálnì aplikovatelná na ja-

koukoliv hodnotu jakéhokoliv typu. Jinými slovy, aby jednou byla typu Int->Int ,

podruhé typu Char->Char , potøetí (Float->Bool) -> (Float->Bool) a jindy jaké-

hokoliv jiného typu a! a, kde a zastupuje libovolný typ.

Jazyky s polymorfními typovými systémy (a Haskell mezi nì patøí) umo¾òují zavést

tzv. polymorfní typy, v jejih¾ zápisu kromì typovýh konstruktorù vystupují i tzv.

typové promìnné. Napøíklad zmínìná identita má typ

id :: a -> a

9

Typy operátorù odd , (+) , (<) budou v kap. 10 je¹tì upøesnìny.
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V typu a->a je a typová promìnná zastupujíí libovolný typ. To znamená, ¾e napø.

ve výrazu id 3 se typová promìnná a speializuje na typ Int (a elý výraz id 3 má

typ Int ), ve výrazu id '*' se speializuje na Char (a elý výraz má typ Char ) atd.

Podobnì jako id existují v Haskellu polymorfní funke onst , flip de�nované

následovnì.

onst x y = x

flip f x y = f y x

Funke onst vrátí první ze svýh dvou argumentù. Tyto dva argumenty v¹ak mo-

hou být libovolného typu. Jediným omezením na typ funke onst tedy je, ¾e výsledek

musí být stejného typu jako první argument. Je tedy

onst :: a -> b -> a

V¹imnìme si, ¾e kdybyhom místo a -> b -> a napsali a -> a -> a , øekli byhom

tím, ¾e oba argumenty funke onst musejí mít stejný typ. Tím byhom v¹ak typ

funke onst zbyteènì omezili, proto¾e byhom vylouèili výrazy onst toUpper 5

apod.

Funke flip vy¾aduje, aby jejím prvním argumentem byla binární funke, a této

funki obraí poøadí argumentù. Napøíklad flip onst True 8  onst 8 True  

8 nebo flip (-) 3 8  (-) 8 3 = 8-3  5 Její typová anotae (pøidìlujíí funki

flip nejobenìj¹í typ) je tedy

flip :: (a -> b -> ) -> b -> a -> 

U¾ døíve jsme se setkali s operátorem skládání funkí (.)

(f . g) x = f (g x)

Jeho (nejobenìj¹í) typ je

(.) :: (b -> ) -> (a -> b) -> a -> 

Tento polymorfní typ øíká, ¾e první dva argumenty operátoru (.) jsou funke, ale

typ argumentu prvé b musí být stejný jako typ výsledku druhé. Napøíklad ve výrazu

(not . odd) 4 má operátor (.) monomorfní typ (speializovaný z polymorfního)

(Bool->Bool)->(Int->Bool)->Int->Bool , nebo» typová promìnná a se speializuje

na typ Int a typové promìnné b ,  se speializují na typ Bool .

V zápiseh typù v Haskellu rozeznáme typové promìnné od typovýh konstruktorù

podle toho, ¾e jejih jména v¾dy zaèínají malým písmenem. Jména typovýh konstruk-

torù jsou buï tvoøena speiálními symboly (napø. (->) ), anebo zaèínají velkým pís-

menem (napø. Bool , Char ).

Shrnutí

� Ka¾dá hodnota v Haskellu má svùj typ. Typy hodnot vyjadøujeme typovými

anotaemi.
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� Nejjednodu¹¹í typy jsou vyjádøeny nulárními typovými konstruktory ( Bool , Int ,

Float , Char ).

� Slo¾itìj¹í typy se tvoøí ze základníh pomoí dal¹íh typovýh konstruktorù, z nih¾

nejdùle¾itìj¹í je (->) .

� Typy mohou být polymorfní { v jejih zápisu vystupují typové promìnné.
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5 Datové struktury

n-tie

Jsou-liM a N výrazy, pak výraz (M,N) oznaèuje uspoøádanou dvojii výrazù M , N .

Podobnì (M,N,P) je uspoøádaná trojie výrazùM , N , P atd. V nìkterýh jazyíh

10

existuje dokone speiální hodnota, nultie () .

Slo¾ky uspoøádanýh dvoji se zpøístupní pomoí funkí fst , snd .

fst (x,y) = x

snd (x,y) = y

V tìhto de�niíh jsou pou¾ity uspoøádané dvojie (x,y) jako vzor. To znamená, ¾e

funke fst , snd jsou de�novány na uspoøádanýh dvojiíh, jejih¾ slo¾ky mohou být

libovolné (vzor x resp. y je promìnná, tj. vyhovuje v¹em výrazùm).

Slo¾ky uspoøádané n-tie mohou být rùzného typu. Typ uspoøádané dvojie, tro-

jie atd. vyjadøujeme typovým konstruktorem, který representuje kartézský souèin typù

slo¾ek. Zapisuje se opìt pomoí závorek:

11

(1,True) :: (Int,Bool)

(False,('%',0),3.14159) :: (Bool,(Char,Int),Float)

(gd,not) :: (Int->Int->Int, Bool->Bool)

Binární operátor, který vytváøí uspoøádanou dvojii, se jmenuje konstruktor uspo-

øádané dvojie a znaèí se (,) . Aplikován na výrazy M , N tvoøí dvojii (M,N) ,

tj.

(,) M N = (M,N)

Druhý zpùsob zápisu (M,N) je v¹ak obvyklej¹í ne¾ pre�xový.

12

Podobnì máme ter-

nární konstruktor (,,) uspoøádanýh troji atd.

(,) :: a -> b -> (a,b)

(,,) :: a -> b ->  -> (a,b,)

Pøíklad: Uspoøádané dvojie v programu by mohly pøedstavovat tøeba raionální

èísla { první slo¾ka èitatel, druhá jmenovatel zlomku. Pak by sèítání (+/) mohlo být

de�nováno takto:

13

(a,b) +/ (,d) = (e/g,f/g) where e = a*d+b*

f = b*d

g = gd e f

10

Napø. v ML, a to ze dvou dùvodù: ML má striktní vyhodnoování, ale þlíné konstantyÿ typu �

v nih mù¾eme simulovat funkí typu () ! � , a za druhé, ML dovoluje vedlej¹í efekty, tak¾e napø.

pøiøazovaí þvýraz-pøíkazÿ nemusí ni vraet: má v ML typ Ref � ! � ! () .

11

Znaèení je pøevzato z jazyka Haskell. Nemù¾e dojít k nedorozumìní, proto¾e typ se mù¾e v programu

vyskytnout nanejvý¹ jako anotae (pod)výrazu za znaèkou :: .

12

Zápis (M,N) není, pøesnì vzato, in�xový, proto¾e kulaté závorky jsou zde povinnou souèástí

syntaxe. Tomuto zápisu se nìkdy øíká þmix�xÿ.

13

Funke gd poèítá nejvìt¹ího spoleèného dìlitele svýh argumentù.
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Seznamy

Uspoøádané n-tie mají pevný poèet slo¾ek, které mohou být rùzného typu. Naproti

tomu seznam je posloupnost, v ní¾ mají v¹ehny prvky stejný typ.

Existují dvì základní operae, pomoí nih¾ se tvoøí seznamy, tzv. seznamové kon-

struktory. První z nih je konstanta (tj. nulární konstruktor) [℄ , která oznaèuje prázdný

seznam. Druhou operaí je binární konstruktor (:) , který pøidává prvek do seznamu:

je-li s seznam prvkù a x je hodnota tého¾ typu jako mají prvky seznamu s, pak x:s je

seznam, který vznikne ze seznamu s pøidáním prvku x na jeho zaèátek.

Prázdný seznam je tedy [℄ , jednoprvkový seznam obsahujíí dvojku bude 2:[℄ ,

dvouprvkový seznam èísel 1, 2 je 1:(2:[℄) , atd. Dohodneme se, ¾e operátor (:)

sdru¾uje operandy zprava. To znamená, ¾e napøíklad tøíprvkový seznam èísel 1, 2, 3

mù¾eme namísto 1:(2:(3:[℄)) zapisovat 1:2:3:[℄ .

Je také mo¾no zapisovat výètem seznamy tak, ¾e se jejih prvky, oddìlené èárkami, zapí¹í

mezi hranaté závorky. Následujíí zápisy jsou tedy ekvivalentní:

3:[℄ � [3℄

2:3:[℄ � 2:[3℄ � [2,3℄

1:2:3:[℄ � 1:2:[3℄ � 1:[2,3℄ � [1,2,3℄

Naví, speiálnì pro seznamy znakù, tj. seznamy typu [Char℄ , mù¾eme pou¾ít notae, v ní¾

znaky zapisujeme bez oddìlovaèù za sebe a seznam uzavøeme do uvozovek ( " ):

[℄ � � ""

'':[℄ � [''℄ � ""

'b':'':[℄ � ['b',''℄ � "b"

'a':'b':'':[℄ � ['a','b',''℄ � "ab"

Podle toho, který ze dvou seznamovýh konstruktorù je na nejvy¹¹í úrovni, poznáme

u seznamu, zda je prázdný:

null [℄ = True

null (x:s) = False

Funke null testuje svùj argument (seznam) na prázdnost a je de�nována podle vzorù:

prázdnému seznamu odpovídá pouze první vzor, [℄ , neprázdnému seznamu odpovídá

pouze druhý vzor, (x:s) .

Proto¾e promìnné z druhého vzoru jsme na pravé stranì de�nie nepou¾ili, nemuseli jsme

je vùbe pojmenovávat. þBezejmennouÿ promìnnou znaèíme symbolem (podtr¾ítko). Její

význam je þokolivÿ. Vyskytne-li se ve vzoru víekrát, mù¾e ka¾dý její výskyt odpovídat jinému

výrazu. Druhý vzor jsme tedy mohli zapsat ( : ) .

De�nie podle vzorù, odpovídajííh jednotlivým konstruktorùm, je u seznamù èastá.

length [℄ = 0

length (_:s) = 1 + length s

Funke length poèítá délku (poèet prvkù) seznamu.

Nepokrývají-li vzory v de�nii v¹ehny mo¾né tvary argumentu, zùstává funke nede-

�novaná pro ty argumenty, které neodpovídají ¾ádnému vzoru v její de�nii. Napøíklad

funke head resp. tail vraí první prvek seznamu resp. tzv. zbytek seznamu (seznam

bez prvního prvku).
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head :: [a℄ -> a

head (x:_) = x

tail :: [a℄ -> [a℄

tail (_:s) = s

Hodnoty výrazù head [℄ a tail [℄ nejsou de�novány.

Dal¹í u¾iteèné funke pro prái se seznamy

Binární operátor (!!) vybírá ze seznamu prvek daného indexu, pøièem¾ prvky jsou

indexovány od nuly. Napøíklad [3,1,7℄!!2  

�

7.

(!!) :: [a℄ -> Int -> a

(x:_) !! 0 = x

(_:s) !! k = s !! (k-1)

Funke (!!) je ov¹em de�nována jen pro nezáporný druhý argument.

14

Dùle¾itými funkemi jsou map a filter . Funke map umo¾òuje aplikovat funki f

na v¹ehny prvky seznamu. Napøíklad hodnotou výrazu map square [1,5,11℄ bude

[1,25,121℄ , map toUpper "ab" vrátí hodnotu "ABC" , a výraz map even [2,3,5℄

se vyhodnotí na [True,False,False℄ .

map :: (a->b) -> [a℄ -> [b℄

map _ [℄ = [℄

map f (x:s) = f x : map f s

Funke filter þpøe�ltrujeÿ seznam (svùj druhý parametr) vybírají z nìho pouze

prvky splòujíí danou podmínku (zadanou jako první parametr). Napøíklad filter

odd [1,1,2,5,12,35℄ má hodnotu [1,1,5,35℄ .

filter :: (a->Bool) -> [a℄ -> [a℄

filter _ [℄ = [℄

filter p (x:s) = if p x then x:s' else s'

where s' = filter p s

Funke take vrátí prvýh n (první parametr) prvkù seznamu (druhý parametr).

Má-li seznam ménì ne¾ n prvkù, vrátí ho funke elý.

take :: Int -> [a℄ -> [a℄

take 0 _ = [℄

take _ [℄ = [℄

take n (x:s) = x : take (n-1) s

14

Dal¹í podmínku, ¾e její první argument musí být seznam a druhý argument elé èíslo, pova¾ujeme

za impliitní a vyplývajíí z typu funke. Nesplnìní takové podmínky se toti¾ pozná u¾ v dobì ètení

výrazu pøi typové analýze, mimo vlastní výpoèet.
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Podobnì funke drop vrátí zbytek seznamu po odstranìní prvýh n prvkù, je-li

seznam þpøíli¹ krátkýÿ, bude výsledkem prázdný seznam.

drop :: Int -> [a℄ -> [a℄

drop 0 s = s

drop _ [℄ = [℄

drop n (_:s) = drop (n-1) s

Podobnou roli jako funke map pro unární operae hraje funke zipWith pro binární

operae.

zipWith :: (a->b->) -> [a℄ -> [b℄ -> [℄

zipWith op (x:s) (y:t) = op x y : zipWith op s t

zipWith _ _ _ = [℄

Funke aplikuje operai op na odpovídajíí si prvky obou seznamù a z výsledkù tìhto

aplikaí vytvoøí seznam. Napøíklad zipWith (*) [1,2,3℄ [1,4,9℄ bude po vyhod-

noení seznam [1,8,27℄ .

Poslední øádek de�nie funke zipWith þodhytíÿ pøípady, kdy je první nebo druhý

seznam prázdný. Nemusejí být prázdné oba souèasnì, to znamená, ¾e funki zipWith

lze aplikovat i na dva nestejnì dlouhé seznamy. Délka výsledného seznamu bude rovna

déle krat¹ího z nih.

Funki zip , která ze dvou seznamù vytváøí seznam dvoji, lze de�novat

zip :: [a℄ -> [b℄ -> [(a,b)℄

zip (x:s) (y:t) = (x,y) : zip s t

zip _ _ = [℄

anebo ¹ikovnìji, pomoí u¾ známé funke zipWith , takto:

zip s t = zipWith (,) s t

nebo dokone, jak uvidíme v kap. 6, takto:

zip = zipWith (,)

Èasová slo¾itost (pøíklad)

Operátor (++) spojuje dva seznamy stejného typu.

(++) :: [a℄ -> [a℄ -> [a℄

[℄ ++ t = t

(x:s) ++ t = x : (s ++ t)

Nyní spoèteme, kolik redukèníh krokù je potøeba ke spojení dvou seznamù, s ++ t.

V¹imnìme si, ¾e na tvaru druhého parametru délka výpoètu (tj. poèet redukèníh

krokù) nezávisí. První parametr se v¹ak pøi výpoètu þzkraujeÿ. Oznaème jeho délku
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n. Dále oznaème 

a

(n) hledanou dobu výpoètu (tj. poèet krokù potøebnýh k vy-

hodnoení výrazu s ++ t, je-li n délka seznamu s). Zøejmì 

a

(0) = 1, a pro n > 0 je



a

(n) = 1 + 

a

(n� 1). Dohromady tedy 

a

(n) = n+ 1 pro ka¾dou délku n.

Funke reverse' obrátí poøadí prvkù v seznamu:

reverse' :: [a℄ -> [a℄

reverse' [℄ = [℄

reverse' (x:s) = reverse' s ++ [x℄

Tato rekursivní de�nie je zøejmá. Pøípad pro prázdný seznam je triviální, a je-li

reverse' s obráením seznamu s, pak seznam x:s obrátíme tak, ¾e na kone ob-

ráeného seznamu s pøipojíme prvek x.

Zjistíme, kolik redukèníh krokù je potøeba k obráení seznamu délky n. Toto èíslo

oznaèíme 

0

r

(n).

Je-li n = 0, pak potøebujeme krok jediný, tedy 

0

r

(0) = 1. Neh» n > 0. Pak seznam,

který obraíme, je neprázdný. Neh» je roven [x

1

,x

2

,: : :,x

n

℄ .

Pomoí n+ 1 krokù ho pøevedeme do tvaru

(: : :(([℄ ++ [x

n

℄) ++ [x

n�1

℄) ++ � � � ++ [x

2

℄) ++ [x

1

℄

podle druhé klausule v de�nii reverse' .

Dal¹ími 

a

(0)+

a

(1)+� � �+

a

(n�2)+

a

(n�1) = 1+2+� � �+(n�1)+n =

n

2

+n

2

kroky

ho podle de�nie operae (++) pøevedeme do výsledného tvaru [x

n

,x

n�1

,: : : ,x

2

,x

1

℄ .

Celkem tedy potøebujeme



0

r

(n) = n+ 1 +

n

2

+ n

2

=

n

2

+ 3n+ 2

2

krokù. Tento výsledek platí i pro pøípad n = 0.

Vidíme tedy, ¾e poèet redukèníh krokù nutnýh k obráení seznamu pomoí funke

reverse' je pøímo úmìrný druhé moninì jeho délky. Øíkáme, ¾e funke reverse'

má kvadratikou èasovou slo¾itost.

To není nejlep¹í výsledek: seznamy lze obraet ryhleji. Uva¾me funki reverse ,

reverse :: [a℄ -> [a℄

reverse u = rev [℄ u where rev s [℄ = s

rev s (x:t) = rev (x:s) t

Funke reverse obraí seznam tak, ¾e jeho prvky jeden po druhém þpøeskládáváÿ

v parametru pomoné funke rev .

Oznaème 

r

(n) poèet krokù nutnýh k obráení seznamu délky n pomoí funke

reverse . Podobnì oznaème 

v

(n) poèet krokù nutnýh k pøeskládání n-prvkového

seznamu t na zaèátek seznamu s pøi výpoètu výrazu rev s t .

Zøejmì 

r

(n) = 1+

v

(n). Kromì toho 

v

(0) = 1, a pro n > 0 je 

v

(n) = 1+

v

(n�1).

Celkem dostáváme, ¾e pro ka¾dou délku n je 

v

(n) = n+ 1 a 

r

(n) = n+ 2.

Délka výpoètu pomoí funke reverse je tedy pøímo úmìrná déle obraeného se-

znamu. Øíkáme, ¾e funke reverse má lineární èasovou slo¾itost.
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Shrnutí

� Mezi základní datové struktury patøí n-tie a seznamy.

� Slo¾ky n-tie mohou mít rùzný typ, v¹ehny prvky seznamu musí být stejného

typu.

� n-tie mají jeden konstruktor, seznamy se tvoøí pomoí dvou konstruktorù.

� Funke praujíí s n-tiemi a se seznamy s výhodou de�nujeme podle vzorù.

� Pøi de�nování funke se vyplatí provést analýzu její èasové slo¾itosti a sna¾it se

tuto slo¾itost minimalizovat.
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6 Funke vy¹¹ího øádu

Èásteèná aplikae

Nyní si ponìkud zpøesníme pohled na funke, kterým øíkáme þfunke víe promìnnýhÿ

a na aplikae takovýh funkí na argumenty.

Pøesnì vzato, v¹ehny funke jsou pouze jednoparametriké { unární.

15

Aplikae na

n argumentù

f x

1

x

2

: : : x

n�1

x

n

je ve skuteènosti jednoduhou aplikaí funke ((: : : ((f x

1

) x

2

) : : :) x

n�1

) na jediný

argument x

n

, tj.

((: : : ((f x

1

) x

2

) : : : ) x

n�1

) x

n

þNeviditelný operátor aplikaeÿ tedy vlastnì sdru¾uje zleva.

Podobnì, typový konstruktor ! v typovýh výrazeh sdru¾uje zprava, tak¾e zápis

�

1

! �

2

! � � � ! �

n�1

! �

n

! �

ve skuteènosti znamená

�

1

! (�

2

! � � � ! (�

n�1

! (�

n

! �)) : : :)

Napøíklad ve výrazu (+) 3 4 se operátor (+) nejdøíve aplikuje na svùj (jediný)

argument 3 (tj. provede se aplikae (+) 3 ) a výsledkem této aplikae je funke þpøièítaè

trojkyÿ { funke, která, je-li aplikována na argument (napø. na ètyøku: ((+) 3) 4 ),

pøiète k nìmu èíslo 3, a výsledný souèet bude výsledkem této druhé aplikae.

Situai znázoròuje tabulka:

16

výraz typ hodnota

(+) Int!Int!Int funke, která, kdy¾ ji aplikujeme na èíslo x, vrátí

funki f , která, a¾ bude aplikována na jiné èíslo, bude

k nìmu pøièítat x

(+) 3 Int!Int þpøièítaè trojkyÿ, tj. funke, která, kdy¾ bude apliko-

vána na nìjaké èíslo, vrátí èíslo o 3 vìt¹í

(+) 3 4 Int èíslo 7 (výsledek aplikae þpøièítaèe trojkyÿ na èíslo 4)

Èásteèná aplikae se øíká aplikai nìjaké funke na þmen¹í poèet argumentù ne¾ je

obvykléÿ. Pøesnìji, je to aplikae, jejím¾ výsledkem je funke. Napøíklad v de�nii

add3 = (+) 3

je operátor (+) èásteènì aplikován na argument 3 .

V kap. 5 jsme mìli de�nii

15

Vedle konstant, o¾ jsou vlastnì nulární funke. V nìkterýh jazyíh se dokone i konstanty po-

kládají za unární funke typu () ! �.

16

Typ operátoru (+) je zde trohu zjednodu¹en, ve skuteènosti je operátor þpøetí¾enÿ, viz kap. 10.
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zip s t = zipWith (,) s t

Funke zipWith je zde aplikována na argumenty (,) , s , t , tedy funke zipWith

(,) je aplikována na argumenty s , t , tedy funke zipWith (,) s je aplikována na

argument t . Funke zip je zde de�nována pøedpisem, který øíká, þjak se zip hováÿ

na argumenteh s a t : hová se stejnì jako funke zipWith (,) na argumenteh s a

t . Proto je funke zip rovna funki zipWith (,) a pùvodní de�nii mù¾eme zkrátit

17

na tvar

zip = zipWith (,)

Tím máme de�novánu funki zip pomoí èásteèné aplikae funke zipWith .

Podobnì jsme mohli funki reverse v kap. 5 de�novat pomoí èásteèné aplikae

pomoné funke rev na prázdný seznam:

reverse = rev [℄ where rev s [℄ = s

rev s (x:t) = rev (x:s) t

Uveïme si dal¹í jednoduhý pøíklad. Neh» f je funke de�novaná takto:

f x y z = if x == y then y else z

Její typ je a!a!a!a .

18

Èásteèná aplikae f False v¹ak u¾ není polymorfní, proto¾e typ

argumentu False vynuuje a = Bool . Její typ je tedy

f False :: Bool -> Bool -> Bool

Nás v¹ak víe zajímá její hodnota. Podle pøedpisu, f False je funke, která, je-li

aplikována na argumenty y, z, vrátí hodnotu (if False==y then y else z) . Kdy¾

vy¹etøíme výsledek pro v¹ehny mo¾né hodnoty y, z typu Bool , zjistíme, ¾e se tato

funke hová stejnì jako logiká konjunke, tj. (&&) = f False .

Podobnì, èásteènou aplikaí funke f na argument True dostaneme funki

f True :: Bool -> Bool -> Bool

která je rovna

19

logiké disjunki, (||) = f True .

Akumulaèní seznamové funke

Dal¹í pøíklady na èásteènou aplikai poskytnou tzv. akumulaèní seznamové funke

foldr a foldl . Pomoí tìhto funkí mù¾eme aplikovat nìjakou binární operai na

v¹ehny prvky seznamu navzájem, napø. foldl (+) 0 [x

1

,: : :,x

n

℄ = x

1

+ � � �+ x

n

.

V¹imnìme si podobnosti následujííh funkí praujííh se seznamy:

17

Takovému zkráení se øíká �-reduke. Vyplývá z tzv. prinipu extensionality, který øíká: Jestli¾e

platí f x = g x pro v¹ehna x ze sjednoení de�nièníh oborù funkí f a g, pak f = g.

18

V kap. 10 uvidíme, ¾e v tomto pøípadì je tøeba polymorfní typ a omezit na tøídu typù þpøipou¹-

tìjííh rovnostÿ, to v¹ak v na¹em pøíkladì není podstatné.

19

Tato rovnost je pouze denotaèní, v Haskellu lze testovat na rovnost napø. èísla nebo znaky, ale

nikoliv funke.
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and :: [Bool℄ -> Bool

and [℄ = True

and (x:s) = x && and s

or :: [Bool℄ -> Bool

or [℄ = False

or (x:s) = x || or s

onat :: [[a℄℄ -> [a℄

onat [℄ = [℄

onat (s:t) = s ++ onat t

ompose :: [a -> a℄ -> a -> a

ompose [℄ = id

ompose (f:s) = f . ompose s

Funke and resp. or poèítá logikou konjunki resp. disjunki prvkù seznamu, funke

onat zøetìzí seznamy ze seznamu seznamù a funke ompose provádí skládání funkí

ze seznamu. V¹ehny ètyøi de�nie mají podobnou strukturu. To mù¾eme zobenit

zavedením vy¹¹í funke foldr .

foldr :: (b -> a -> a) -> a -> [b℄ -> a

foldr _ a [℄ = a

foldr op a (x:s) = x `op` foldr op a s

a pøedhozí ètyøi funke de�novat kratèeji pomoí èásteènýh aplikaí funke foldr na

vhodné argumenty.

and = foldr (&&) True

or = foldr (||) False

onat = foldr (++) [℄

ompose = foldr (.) id

Aplikujeme-li funki foldr na argumenty (�) , a, [x

1

,x

2

,: : :,x

n�1

,x

n

℄ , dosta-

neme (postupným rozvinutím podle de�nie)

x

1

� (x

2

� � � � � (x

n�1

� (x

n

� a)) : : :)

Funke foldr tedy aplikuje operátor (�) na v¹ehny prvky seznamu a na hodnotu

a, sdru¾ují operandy zprava.

To odpovídá tomu, o po¾adujeme od funkí and , or , onat , ompose .

and [x

1

,x

2

,: : :,x

n

℄ = x

1

&& (x

2

&& : : : && (x

n

&& True) : : :)

or [y

1

,y

2

,: : :,y

n

℄ = y

1

|| (y

2

|| : : : || (y

n

|| False) : : :)

onat [s

1

,s

2

,: : :,s

n

℄ = s

1

++ (s

2

++ : : : ++ (s

n

++ [℄) : : :)

ompose [f

1

,f

2

,: : :,f

n

℄ = f

1

. (f

2

. : : : . (f

n

. id) : : :)

Podobnì jako foldr , de�nujeme funki foldl .
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foldl :: (a -> b -> a) -> a -> [b℄ -> a

foldl _ b [℄ = b

foldl op b (y:t) = foldl op (b `op` y) t

Aplikujeme-li ji na argumenty (
) , b, [y

1

,y

2

,: : :,y

n�1

,y

n

℄ , dostaneme

(: : : ((b
 y

1

)
 y

2

)
 � � � 
 y

n�1

)
 y

n

Funke foldl tedy funguje tak, ¾e aplikuje operátor (
) na hodnotu b a na v¹ehny

prvky seznamu, ale tentokrát operandy sdru¾uje zleva.

Akumulaèní seznamové funke foldr , foldl tedy mají podobný efekt, ale foldr

závorkuje operandy zprava, foldl závorkuje zleva. Díky tomu mají i odli¹né typy.

Funke and , or , onat , resp. ompose jsou de�novány pomoí foldr a operaí (&&) ,

(||) , (++) , resp. (.) a pomoí konstant True , False , [℄ , resp. id . Jeliko¾ v¹ehny tyto

ètyøi operae jsou asoiativní (nezále¾í na smìru sdru¾ování operandù), mají oba operandy

stejného typu a zmínìné konstanty jsou jejih neutrálními prvky, bylo by mo¾né zavést funke

and , or , onat a ompose i pomoí akumulaèní seznamové funke foldl . V Haskellu je

v tìhto de�niíh pou¾ita funke foldr , proto¾e je jednodu¹¹í a nìkdy vede k pamì»ovì

efektivnìj¹ímu výpoètu.

Vra»me se k funki reverse z kap. 5. Pomoná funke rev v ní byla de�nována

rev s [℄ = s

rev s (x:t) = rev (x:s) t

dala se tedy de�novat pomoí foldl :

rev = foldl flipons where flipons s x = x:s

Kdy¾ je¹tì vyu¾ijeme standardní funke flip , která þobraí poøadí argumentùÿ,

flip f x y = f y x

mù¾eme elou funki reverse de�novat elegantnì takto:

reverse = foldl (flip (:)) [℄

Curri�kae

Uva¾me dvì funke:

add :: Int -> Int -> Int

add x y = x + y

add' :: (Int,Int) -> Int

add' (x,y) = x + y

Obì funke jsou rùzné (mají rùzný typ), ale obì realizují sèítání elýh èísel. Funke

add je vy¹¹í funke { po aplikai na argument vrátí funki (napøíklad add 3 je známý
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þpøièítaè trojkyÿ), funke add' vy¾aduje na místì argumentu dvojii a vraí èíslo.

Výhoda první z nih je právì v tom, ¾e ji mù¾eme èásteènì aplikovat na jeden argument.

Kdybyhom htìli v nìjakém výrazu pou¾ít þpøièítaè trojkyÿ vyjádøený pomoí

funke add , staèilo by napsat add 3 . Kdybyhom toté¾ htìli vyjádøit pomoí funke

add' , potøebovali byhom k tomu slo¾itìj¹í zápis, napø. zavedení dal¹í pomoné funke.

Funki add mù¾eme de�novat pomoí add' pøedpisem

add x y = add' (x,y)

Obenì, z ka¾dé funke f

0

, jejím¾ argumentem je n-tie, mù¾eme vytvoøit vy¹¹í funki,

kterou lze postupnì aplikovat na n argumentù odpovídajííh slo¾kám n-tie. Tomuto

pøevodu ni¾¹íh funkí na vy¹¹í se øíká urri�kae

20

Mìjme dvì funke, f , f

0

, de�nované pomoí stejného výrazu e:

f x y = e

f

0

(x,y) = e

Pak pøehod od funke f

0

k funki f obstarává funke urry , opaèný smìr funke

unurry .

urry :: ((a,b) -> ) -> a -> b -> 

urry f' x y = f' (x,y)

unurry :: (a -> b -> ) -> (a,b) -> 

unurry f (x,y) = f x y

Tedy f = urry f

0

a f

0

= unurry f .

Situai mù¾eme pøirovnat k rozdílu mezi kompilátorem a interpretem programova-

ího jazyka. Interpret zpraovává zdrojový text programu i jeho vstupní data naráz

a rovnou produkuje výsledky výpoètu. Kompilátor je vy¹¹í funke: aplikujeme-li ho

na zdrojový text programu, vytvoøí funki (pøelo¾ený kód programu), kterou (pozdìji)

aplikujeme na vstupní data, abyhom získali výsledky. Výhoda kompilae (èásteèné

aplikae) se projeví, budeme-li htít tentý¾ program spou¹tìt mnohokrát na rùznýh

vstupníh dateh. Dá se tedy zjednodu¹enì øíi

kompilátor = urry interpret

Shrnutí

� Máme pouze unární funke { funkionální aplikae je aplikae funke na jeden

argument.

� Také funke, kterým se pro jednoduhost øíká þn-árníÿ, jsou unární funke. Po

aplikai na svùj argument vrátí (n�1)-ární funki.

20

Podle logika Haskella B. Curryho. Tvar urri�kae zde pou¾íváme místo pravopisnì správnìj¹ího

tvaru urryi�kae.
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� Èásteèná aplikae je aplikae n-ární funke na k argumentù, k < n (tj. vlastnì

k postupnýh aplikaí). Èásteèné aplikae umo¾òují pøímo praovat s funkemi

vy¹¹íh øádù.

� Jiný zpùsob zaházení s víeparametrikými funkemi je spojit jejih parametry

do n-ti. Tím se v¹ak ztráí mo¾nost takto de�nované funke èásteènì apliko-

vat. Tyto þn-tiovéÿ funke se dají pøevést na vy¹¹í funke proesem zvaným

urri�kae.

30



7 Funkionální abstrake

Výrazy s let

V kap. 2 a dále jsme vidìli pou¾ití lokálníh de�ni uvnitø let výrazù nebo pomoí

konstruke where . Napøíklad obì de�nie

reverse = foldl f where f = flip (:)

reverse = let f = flip (:) in foldl f

jsou navzájem ekvivalentní.

Zatímo v¹ak zápisu lokální de�nie s where lze pou¾ít jen v nadøazené de�nii,

zápis s let lze pou¾ít kdekoliv na místì výrazu, napø.

( let f = flip (:) in foldl f ) "jelen"

Lambda abstrake

Pojem abstrake obenì znamená oddìlení od speiálního (konkrétního) pøípadu. S funk-

ionální abstrakí se setkáváme poka¾dé, kdy¾ zavádíme novou funki. Napøíklad heme-

li ka¾dý prvek eloèíselného seznamu [a,b,,d,e℄ vynásobit tøemi a pøièíst jednièku,

mù¾eme buï výsledný seznam zapsat jako [3*a+1,3*b+1,3*+1,3*d+1,3*e+1℄ , anebo

z jednotlivýh výrazù abstrahovat funki, pojmenovat ji tøeba f

f x = 3 * x + 1

a výsledný seznam pak zapsat jako [f a, f b, f , f d, f e℄ , anebo dokone jen

map f [a,b,,d,e℄ .

To v¹ak není jediná mo¾nost funkionální abstrake. V uvedeném pøíkladu jsme nové

funki dali jméno, f , abyhom se jím pozdìji mohli na funki odvolávat. Lze v¹ak

vytváøet i bezejmenné funkionální abstrake. To znamená zapsat výrazem funki, která

nebude mít jméno { bude vyjádøena právì jen tímto výrazem.

Výraz

let f x = 3 * x + 1 in map f [a,b,,d,e℄

lze ekvivalentnì zapsat

map (\ x -> 3*x+1) [a,b,,d,e℄

Výraz (\ x->3*x+1) je tzv. bezejmenná funkionální abstrake, neboli lambda ab-

strake.

Obenì, máme-li funki f jedné promìnné x de�novanou pomoí výrazu E

f x = E

31



pak funki f lze vyjádøit lambda abstrakí �x ! E. Lambda abstrake jsou vedle

aplikaí základními (a jedinými) zpùsoby vytváøení slo¾enýh výrazù v tzv. lambda

kalkulu

21

. V Haskellu je syntax té¾e lambda abstrake \ x->E .

Lambda abstrake (\ x->3*x+1) je funkí, která svùj èíselný argument vynásobí

tøemi a pøiète jednièku, tj. napø. (\ x->3*x+1) 2  7. Jiné pøíklady lambda ab-

strakí jsou (\  -> (toLower ,toUpper )) nebo (\ g -> g . g) . První z nih

vyjadøuje funki typu Char!(Char,Char) , která po aplikai na písmeno vrátí uspoøá-

danou dvojii písmen (malé, velké), napø. (\  -> (toLower ,toUpper )) 'E'  

('e','E') . Druhá (typu ( a ! a ) ! ( a ! a )) po aplikai na funki vrátí tuto

funki slo¾enu samu se sebou, tak¾e napø. (\ g -> g . g) not je identiká funke na

logikýh hodnotáh: (\ g -> g . g) not True  True .

V kapitole 6 jsme vidìli, ¾e funke vy¹¹í arity jsou vlastnì unárními vy¹¹ími funk-

emi (funkemi, které po aplikai na argument vraejí funke). Tak¾e napøíklad funki

þnezáporného odèítáníÿ z pøíkladu v kap. 2 lze zapsat výrazem

\x -> (\y -> if x>y then x-y else 0) Mù¾eme v¹ak pou¾ít jednodu¹¹í syntaxe

\x y -> if x>y then x-y else 0

Zápis víenásobnýh lambda abstrakí tvaru �x

1

! (�x

2

! (: : : (�x

n

! E) : : :))

zkraujeme na �x

1

x

2

: : : x

n

! E . Aplikae takové víenásobné abstrake na argu-

menty

22

je

(�x

1

!(�x

2

! (: : :(�x

n

!E[x

1

; x

2

; : : : ; x

n

℄) : : :))) M

1

M

2

: : :M

n

 (�x

2

! (: : :(�x

n

!E[M

1

; x

2

; : : : ; x

n

℄) : : :)) M

2

: : :M

n

 

.

.

.

 (�x

n

!E[M

1

;M

2

; : : : ; x

n

℄) M

n

 E[M

1

;M

2

; : : : ;M

n

℄

èili kratèeji

(�x

1

: : : x

n

! E[x1; : : : ; x

n

℄) M

1

: : : M

n

 

n

E[M

1

; : : : ;M

n

℄

Pro víenásobné abstrake je odpovídajíí syntax v Haskellu \x y z t -> e .

Shrnutí

� Konstruke let umo¾òuje lokánì de�novat hodnoty uvnitø výrazù.

� Nepojmenované (anonymní) funke lze vyjádøit lambda abstrakemi.

� Pomoí lambda abstrakí mù¾eme vyjádøit i funke vy¹¹í arity.

21

Lambda kalkul je matematiký formalismus pro popis vyèíslitelnýh funkí, který zavedl Alonzo

Churh. Je jakýmsi þfunkionálním prajazykemÿ.

22

tzv. �-reduke
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8 Seznamy

Intenzionální seznamová notae

Jak známo, mno¾iny se v matematie zapisují dvìma odli¹nými zpùsoby. Tzv. extensi-

onální zápis je zápis mno¾iny výètem prvkù, napøíklad

f1; 4; 9; 16g; f1g; ;

Tzv. intenzionální zápis mno¾iny ji popisuje jejími vlastnostmi. Ty se obvykle vyjádøí

obeným tvarem prvku (výrazem) a podmínkami, je¾ musí prvky splòovat. Intenzio-

nální zápis mno¾in uvedenýh vý¹e je tøeba

fn

2

j n 2 f1; 2; 3; 4gg

fn

2

j n 2 f1; 2; 3; 4g; n

3

< 8g

fn j n 2 f1; 2; 3; 4g; n

2

+ 1 < 2

n

g

Podobným zpùsobem mù¾eme zapisovat seznamy. Extensionální zápis seznamù je

obvyklý zápis ve tvaru

1:4:9:16:[℄ ; 1:[℄ ; [℄

nebo

[1,4,9,16℄ ; [1℄ ; [℄

tj. pomoí seznamovýh konstruktorù [℄ a (:) (a» u¾ vyjádøenýh expliitnì jako

v prvém anebo impliitnì jako v druhém pøípadì, oba zápisy jsou ekvivalentní).

Intenzionální zápis tìhto seznamù se podobá mno¾inovému intenzionálnímu zápisu.

[ n^2 | n<-[1..4℄ ℄

[ n^2 | n<-[1..4℄, n^3<8 ℄

[ n | n<-[1..4℄, n^2<2^n ℄

Obenì má intenzionální zápis seznamu tvar

[ výraz | kvali�kátor , : : : , kvali�kátor ℄

a jeho význam je: seznam prvkù danýh výrazem, který mù¾e záviset na promìnnýh

urèenýh kvali�kátory.

Kvali�kátory mohou být trojího druhu:

generátory jsou þzdrojemÿ pro vytváøení seznamu. Mají tvar

vzor <- seznam

Ze seznamu se postupnì vybírají prvky vyhovujíí vzoru. Pøitom dojde k vazbì

promìnnýh ze vzoru na hodnoty, které se pou¾ijí pro vytváøení prvkù výsledného

seznamu.

Napøíklad

[[n℄ | n <- [1..3℄℄  

�

[[1℄,[2℄,[3℄℄
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(vzorem je v tomto pøípadì promìnná n ), nebo

[x+1 | [x℄ <- [[℄,[1,3℄,[7℄,[℄,[5℄℄  

�

[8,6℄

(vzorem je výraz [x℄ ).

Jestli¾e je v zápisu víe generátorù, pak se generátory víe vpravo mìní ryhleji

ne¾ generátory víe vlevo:

[(x,y)|x<-[1,2℄,y<-[3,4℄℄  

�

[(1; 3),(1; 4),(2; 3),(2; 4)℄

[(x,y)|y<-[3,4℄,x<-[1,2℄℄  

�

[(1; 3),(2; 3),(1; 4),(2; 4)℄

�ltry jsou podmínky { logiké výrazy. Prvek vygenerovaný pøedházejíími generátory

je do výsledného seznamu zaøazen pouze tehdy, je-li podmínka splnìna. Napøíklad

[n^2 | n <- [1..4℄, even n℄  

�

[4,16℄

nebo» pouze èísla 2 a 4 z generujíího seznamu jsou sudá.

lokální de�nie slou¾í pro zavedení lokálníh promìnnýh. Mají tvar

let vzor = výraz

Lokální de�nie se vztahuje na kvalikátory, které za ní následují, a na výraz

popisujíí prvky seznamu (výraz pøed svislou èarou). Pøíklad:

[sqn | n <- [1..99℄, let sqn = n^2, sqn < 10℄  

�

[1,4,9℄

Kvali�kátory napravo mohou pou¾ívat hodnot generovanýh levìj¹ími (døívìj¹ími)

kvali�kátory:

[ (x,y) | x<-[1..3℄, y<-[1..x℄ ℄  

�

[(1; 1),(2; 1),(2; 2),(3; 1),(3; 2),(3; 3)℄

Prvky výsledného seznamu nemusejí záviset na v¹eh (na ¾ádnýh) generovanýh

hodnotáh, pouze na jejih poètu:

[ 0 | n <- [1..4℄ ℄  

�

[0,0,0,0℄

[ m | m <- [1..3℄, n <- [m..3℄ ℄  

�

[1,1,1,2,2,3℄

De�nujme funki fators , která, je-li aplikována na pøirozené èíslo n, vrátí rostouí

seznam v¹eh kladnýh dìlitelù èísla n.

fators :: Int -> [Int℄

fators n = [ d | d <- [1..n℄, n `mod` d == 0 ℄

Pak mù¾eme de�novat dal¹í funki primes , která poèítá seznam v¹eh prvoèísel ne-

pøevy¹ujííh její argument.

primes :: Int -> [Int℄

primes n = [ k | k <- [2..n℄, fators k == [1,k℄ ℄
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Funke spaes po aplikai na èíslo n vrátí øetìze n mezer.

spaes :: Int -> [Char℄

spaes n = [ ' ' | i<-[1..n℄ ℄

Je-li argument funke spaes nulový, je výsledkem prázdný øetìze "" .

Dal¹ím pøíkladem pou¾ití intenzionální notae je funke quiksort , jejím¾ para-

metrem je èíselný seznam a výsledkem je tentý¾ seznam permutovaný tak, aby byl

neklesajíí.

quiksort :: [Int℄ -> [Int℄

quiksort [℄ = [℄

quiksort (p:s) = quiksort [ x | x<-s, x<p ℄

++ [p℄

++ quiksort [ x | x<-s, x>=p ℄

Nekoneèné seznamy

Líné vyhodnoování (normální poøadí redukí) nám umo¾òuje praovat s funkemi,

které jsou de�novány na nede�novanýh argumenteh. Napøíklad máme-li funki

onst x y = x

pak výraz onst 1 (1/0) má de�novanou hodnotu (rovnou èíslu 1), pøesto¾e hodnota

podvýrazu (1/0) není de�nována. Podvýraz (1/0) se toti¾ vùbe nevyhodnotí, tak¾e

jeho nede�novanost nevadí.

Nede�novaná hodnota nemusí být zpùsobena jen dìlením nulou, ale obvykle se po-

va¾uje za význam yklíího výpoètu. Napøíklad zapí¹eme-li de�nii

undefb :: Bool

undefb = undefb

je výraz undefb nede�nován (zayklí se), ale výraz False && undefb je dobøe de-

�nován (a má hodnotu False ), nebo» operátor (&&) zde svùj druhý operand vùbe

nevyhodnouje.

U¾iteèným pøíkladem nede�novanýh podvýrazù jsou nekoneèné datové struktury,

zejména nekoneèné seznamy. Napøíklad pøedpis

ones = 1 : ones

de�nuje nekoneèný seznam samýh jednièek. Vyhodnoení výrazu ones se zayklí vy-

tváøejí v ka¾dém kroku del¹í a del¹í seznam jednièek:

ones  1:ones  1:1:ones  1:1:1:ones  � � �
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Av¹ak vyhodnoení výrazu take 2 ones probíhá díky línému vyhodnoování kon-

struktoru (:) takto

take 2 ones

 1 : take (2-1) ones

 1 : take 1 ones

 1 : 1 : take (1-1) ones

 1 : 1 : take 0 ones

 1 : 1 : [℄ � [1,1℄

Toto vyhodnoení interpretujeme jako extraki dvouprvkového seznamu ze zaèátku

nekoneèného seznamu slo¾eného ze samýh jednièek.

Pøíklady nekoneènýh seznamù

Seznam v¹eh druhýh monin pøirozenýh èísel lze vyjádøit zápisem

map square [0..℄

anebo pomoí intenzionální notae

[ x^2 | x <- [0..℄ ℄

Zápis [0..℄ zde oznaèuje nekoneèný seznam [0,1,2,: : :℄ . Obenì, pro elé èíslo m zápis

[m..℄ znamená nekoneèný seznam [m,m + 1,m + 2,: : :℄ . Pro dvì elá èísla m, n zápis

[m..n℄ oznaèuje koneèný seznam [m,m + 1,m + 2,: : :,n℄ . Je-li m > n, pak [m..n℄ je

prázdný seznam.

Tabulka monin

[ [ x^n | x <- [1..℄ ℄ | n <- [1..℄ ℄

je nekoneèný seznam nekoneènýh seznamù èísel

[

[ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , : : : ℄ ,

[ 1 , 4 , 9 , 16 , 25 , 36 , : : : ℄ ,

[ 1 , 8 , 27 , 64 , 125 , 216 , : : : ℄ ,

[ 1 , 16 , 81 , 256 , 625 , 1296 , : : : ℄ ,

[ 1 , 32 , 243 , 1024 , 3125 , 7776 , : : : ℄ ,

.

.

.

℄

Seznam

[ n | n <- [1..℄, sum [ d | d<-[1..n-1℄, n`mod`d==0 ℄ == n ℄

je uspoøádaný seznam v¹eh dokonalýh èísel, tj. pøirozenýh èísel n, která jsou rovna

souètu v¹eh svýh kladnýh dìlitelù men¹íh ne¾ n.

Seznam Fibonaiho èísel

fib = 1 : 1 : zipWith (+) fib (tail fib)
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je de�nován rekursivnì pomoí funke zipWith . Korektnost de�nie lze dokázat in-

dukí pøes pozii prvku v seznamu.

Na podobném prinipu je de�nován Pasalùv trojúhelník

pasal = [1℄ : [ zipWith (+) r (0:r) ++ [1℄ | r <- pasal ℄

o¾ je nekoneèný seznam koneènýh seznamù èísel tvaru

[

[ 1 ℄ ,

[ 1 , 1 ℄ ,

[ 1 , 2 , 1 ℄ ,

[ 1 , 3 , 3 , 1 ℄ ,

[ 1 , 4 , 6 , 4 , 1 ℄ ,

[ 1 , 5 ,10 ,10 , 5 , 1 ℄ ,

.

.

.

℄

Uspoøádaný seznam v¹eh prvoèísel

sieve [2..℄

where sieve (p:s) = p : sieve [ n | n <- s, n `mod` p /= 0 ℄

je de�nován pomoí Eratosthenova síta: funke sieve má argument seznam èísel,

z nih¾ první je v¾dy prvoèíslem, øeknìme p. Pro zji¹tìní dal¹ího prvoèísla je nutno

vy¹krtat v¹ehny násobky èísla p.

U¾iteènými funkemi pro vytváøení nekoneènýh seznamù jsou repeat , yle a

iterate :

repeat :: a -> [a℄

repeat x = s where s = x : s

yle :: [a℄ -> [a℄

yle t = s where s = t ++ s

iterate :: (a -> a) -> a -> [a℄

iterate f x = x : iterate f (f x)

Funke iterate vytvoøí z funke f a prvku x seznam [x,f x,f(f x),f(f(f x)),: : :℄ .

Shrnutí

� Intenzionální seznamová notae dovoluje pøehlednì de�novat seznamy pomoí

kvali�kátorù { generátorù, �ltrù a lokálníh de�ni.

� V línýh jazyíh mù¾eme praovat s nekoneènými seznamy. Konstruktor (:) ne-

vyhodnouje své argumenty, kdy¾ nemusí. Proto se pøi výpoètu vyhodnotí z ne-

koneèného seznamu v¾dy jen tolik, kolik je tøeba.
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9 De�nie datovýh typù

Datové a typové konstruktory

V kap. 5 jsme vidìli, ¾e datové struktury (seznamy, n-tie) se sestavují z konstruktorù

( [℄ , (:) , (,) ,. . . ). Konstruktory jsou zvlá¹tní funke, pro které neexistují ¾ádná

pravidla pro zjednodu¹ení. Skládá-li se výraz pouze z konstruktorù, pak ho ji¾ nelze

zjednodu¹it { je svou vlastní hodnotou.

23

Napøíklad výrazy reverse "ab" nebo 6*7

lze zjednodu¹it na "ba" resp. na 42 podle de�nie funke reverse resp. internì

de�novaného násobení. Av¹ak výraz (True,0,1):[℄ ji¾ zjednodu¹it nelze, nebo» True ,

0 , 1 , (,,) , (:) , [℄ jsou v¹ehno konstruktory:

True :: Bool

0 :: Int

1 :: Int

[℄ :: [a℄

jsou nulární konstruktory (konstanty),

(:) :: a -> [a℄ -> [a℄

je binární seznamový konstruktor, a

(,,) :: a -> b ->  -> (a,b,)

je ternární konstruktor uspoøádanýh troji.

Konstruktorùm také øíkáme podrobnìji datové konstruktory, pro odli¹ení od typo-

výh konstruktorù. Typové konstruktory slou¾í pro vyjádøení typù v typovýh výrazeh.

Ve vý¹e uvedeném pøíkladì jsou Bool , Int nulárními typovými konstruktory (typo-

vými konstantami) { nezávisí na jinýh typeh. Symbol [ ℄ v typovém výrazu [a℄ je

unárním typovým konstruktorem vyjadøujíím typ v¹eh seznamù nad daným typem.

(V pøípadì [a℄ , kdy parametrem typového konstruktoru [ ℄ je typová promìnná, je

typ [a℄ polymorfní a znamená þtyp v¹eh seznamùÿ.) Symbol -> je binárním typo-

vým konstruktorem pro vyjádøení typu v¹eh funkí. Symbol (,,) v typovém výrazu

(a,b,) je ternárním typovým konstruktorem pro vyjádøení typu v¹eh uspoøádanýh

troji { tj. kartézského souèinu.

24

De�nie novýh typù

Je mo¾no de�novat nové typové a datové konstruktory. Zápisem

data Typons a

1

: : : a

n

= Dons

1

t

1;1

: : : t

1;r

1

| : : : | Dons

m

t

m;1

: : : t

m;r

m

de�nujeme nový n-ární typový konstruktor Typons. Pøitom a

1

, . . . a

n

jsou typové

promìnné, Dons

1

. . . Dons

m

jsou nové datové konstruktory; t

i;j

jsou typové výrazy,

23

Výrazy skládajíí se pouze z konstruktorù a promìnnýh se nazývají vzory a mohou se vyskytovat

na místì parametrù na levýh stranáh de�ni funkí.

24

Místo þmix�xovéÿ notae (a,b,) lze pou¾ít i pre�xové (,,) a b  .
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v nih¾ se nevyskytují jiné typové promìnné ne¾ a

1

, . . . a

n

. Pro snaz¹í syntaktiké od-

li¹ení se datové i typové konstruktory zapisují s velkým poèáteèním písmenem.

Hodnoty typu Typons a

1

: : : a

n

se tvoøí pomoí konstruktorù

Dons

1

:: t

1;1

! t

1;2

! � � � ! t

1;r

1

! Typons a

1

: : : a

n

Dons

2

:: t

2;1

! t

2;2

! � � � ! t

2;r

2

! Typons a

1

: : : a

n

.

.

.

Dons

m

:: t

m;1

! t

m;2

! � � � ! t

m;r

m

! Typons a

1

: : : a

n

Pøíklady

Pøedde�novaný nulární typový konstruktor Bool má dva nulární datové konstruktory:

True a False . Jeho de�nie by tedy vypadala takto:

data Bool = True | False

Podobnì by bylo mo¾no de�novat nulární typový konstruktor Day se sedmi nulárními

datovými konstruktory:

data Day = Su | Mo | Tu | We | Th | Fr | Sa

a na novém typu Day pak de�novat tøeba funki

weekend :: Day -> Bool

weekend Sa = True

weekend Su = True

weekend _ = False

Nulární typový konstruktor

data Colour = Red | Green | Blue | Grey Float

má tøi nulární a jeden unární datový konstruktor. Hodnoty typu Colour representují

èervenou, zelenou èi modrou barvu, anebo odstín ¹edi parametrizovaný desetinným

èíslem.

De�nie datovýh typù mohou být rekursivní. Napøíklad pøedpis

data Nat = Zero | Su Nat

de�nuje nulární typový konstruktor Nat a nulární datový konstruktor Zero a unární

datový konstruktor Su . Konstruktor Su má v¹ak parametr typu Nat . Jeho typ je

tedy Nat ! Nat . Hodnoty typu Nat tedy jsou Zero , Su Zero , Su (Su Zero) ,

Su (Su (Su Zero)) , . . . a pøedstavují v¹ehna pøirozená èísla.

25

Podobnì vypadá de�nie pøedde�novaného typu v¹eh seznamù nad hodnotami da-

ného typu,

25

Ponehme stranou skuteènost, ¾e poèítání s takto zavedenými èísly by bylo ménì efektivní ne¾

poèítání s hodnotami typu Int .
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data List a = Nil | Cons a (List a)

Ve skuteènosti pou¾íváme zvlá¹tní syntax: místo Nil se pí¹e [℄ , místo Cons se pí¹e

(:) , a místo List a se typový konstruktor zapisuje ve tvaru [a℄ .

Typový konstruktor Tree slou¾í k popisu typu v¹eh binárníh stromù, jejih¾ uzly

jsou ohodnoeny hodnotami stejného typu (který je to typ je urèeno parametrem ty-

pového konstruktoru Tree , napøíklad Tree Bool je typ v¹eh binárníh stromù s uzly

ohodnoenými logikými hodnotami).

data Tree a = Empty | Node a (Tree a) (Tree a)

Pak lze de�novat tøeba funki

preorder :: Tree a -> [a℄

preorder Empty = [℄

preorder (Node v l r) = v : preorder l ++ preorder r

která seøadí hodnoty uzlù do seznamu v poøadí preorder (u stromù se rozli¹ují levé a

pravé následníky).

40



10 Typové tøídy

Dosud jsme se setkali s monomorfními typy, k jejih¾ vyjádøení staèí pouze typové

konstruktory, tj. v jejih zápisu nejsou potøeba typové promìnné.

False :: Bool

not :: Bool -> Bool

"ab" :: [Char℄

toUpper :: Char -> Char

Dále jsme pou¾ívali polymorfní typy. V jejih zápisu vystupovaly typové promìnné.

length :: [a℄ -> Int

(.) :: (b->) -> (a->b) -> a->

fst :: (a,b) -> a

Typové promìnné v zápisu polymorfníh typù jsou impliitnì universálnì kvanti�ko-

vány, tedy jako by typy z pøedhozího pøíkladu byly

length :: Pro v¹ehny typy a. [a℄ -> Int

(.) :: Pro v¹ehny typy a, b, . (b->) -> (a->b) -> a->

fst :: Pro v¹ehny typy a, b. (a,b) -> a

To znamená, ¾e napøíklad v typu funke fst mohou být za typové promìnné a , b

dosazeny libovolné typy.

Existují v¹ak také typy, u nih¾ je vhodné jejih polymor�smus jistým zpùsobem

omezit. Jaký je tøeba typ operátoru rovnosti (==) ? Kdybyhom rovnosti de�novali

jako monomorfní funke, pak byhom museli mít zvlá¹tní operátor pro ka¾dý typ:

eqB :: Bool -> Bool -> Bool

eqI :: Int -> Int -> Bool

eqF :: Float -> Float -> Bool

eqC :: Char -> Char -> Bool

eqFC :: (Float,Char) -> (Float,Char) -> Bool

To by v¹ak bylo nepohodlné a nepøehledné. Jednak typù, jejih¾ hodnoty heme testo-

vat na rovnost, je mnoho, jednak byhom pro nì v¹ehny rádi pou¾ívali stejný operátor,

(==) . Zdálo by se, ¾e právì zde je vhodné de�novat polymorfní typ,

(==) :: a -> a -> Bool

Av¹ak takový polymor�smus je pøíli¹ obený. Øíká, ¾e za typovou promìnnou a mù-

¾eme dosadit libovolný typ. Ale testovat rovnost tøeba dvou funkí typu Int->Int ne-

umíme.

26

Rádi byhom vyjádøili, ¾e v typu a -> a -> Bool mù¾e typová promìnná

a zastupovat jen nìkteré typy { ty, jejih¾ hodnoty testovat na rovnost umíme.

Øe¹ením je zavedení tzv. typovýh tøíd. Zavedeme typovou tøídu (mno¾inu typù) Eq ,

do ní¾ budou patøit v¹ehny typy, na jejih¾ hodnoty lze operai (==) aplikovat. Typ

rovnosti se pak zapí¹e

26

Rovnost dvou funkí není obenì algoritmiky rozhodnutelná.
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(==) :: Eq a => a -> a -> Bool

a stejná situae je s nerovností:

(/=) :: Eq a => a -> a -> Bool

Tyto zápisy èteme þtyp rovnosti (nerovnosti) je a ! a ! Bool pro v¹ehny typy a

ze tøídy Eq ÿ. Za typovou promìnnou a mù¾eme tedy dosadit jakýkoliv typ patøíí do

tøídy Eq , ale ¾ádný jiný. Typùm patøíím do nìjaké tøídy se øíká instane této tøídy.

Typy jako Bool , Int , Char , (Int,Char) apod. jsou instanemi tøídy Eq , typy jako

Int->Int instanemi tøídy Eq nejsou.

Funke elem zji¹»ujíí pøíslu¹nost prvku do seznamu je de�nována

elem :: Eq a => a -> [a℄ -> Bool

elem _ [℄ = False

elem x (y:t) = x==y || elem x t

V jejím typu je vyjádøeno, ¾e typová promìnná a mù¾e nabývat pouze typù ze tøídy

Eq (jinak byhom ve druhé klausuli de�nie nemohli testovat rovnost).

Èásti þ Eq a => ÿ v zápisu typu øíkáme typový kontext. Ten se mù¾e skládat i z víe

typovýh omezení, která jsou pak uzavøena v kulatýh závorkáh a oddìlena èárkami:

paireq :: (Eq a, Eq b) => (a,b) -> (a,b) -> Bool

paireq (x,y) (u,v) = x==u && y==v

Prázdný typový kontext () => se v zápiseh typù obvykle vynehává: místo id :: ()=>a->a

se pí¹e id :: a->a . Prázdný typový kontext odpovídá þneomezenémuÿ parametrikému poly-

mor�smu.

Instane typovýh tøíd

Tím, o danou typovou tøídu harakterizuje, jsou právì operae, které mù¾eme s hod-

notami instaní této tøídy provádìt. Napøíklad u tøídy Eq to jsou operae (==) a

(/=) .

De�nie typové tøídy Eq v Haskellu vypadá takto:

lass Eq a

where (==), (/=) :: a -> a -> Bool

Tato de�nie øíká, ¾e Eq je tøída, do ní¾ patøí (její¾ instaní je) ka¾dý takový typ a ,

pro který jsou de�novány operae (==), (/=) :: a -> a -> Bool .

Kdy¾ máme de�novánu typovou tøídu, je tøeba je¹tì urèit, které instane tato tøída

má (tj. které typy do ní patøí). K tomu slou¾í deklarae instane. Napøíklad ve stan-

dardní knihovnì Haskellu je deklarae

instane Eq Char where (==) = primEqChar

x /= y = not (x == y)
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Tento zápis øíká, ¾e typ Char je instaní tøídy Eq , pøièem¾ pokud je operae (==) apli-

kována na argumenty typu Char , je tato operae de�nována pomoí funke primEqChar .

Funke primEqChar je interní (zabudovaná) a má monomorfní typ Char->Char->Bool ,

na rozdíl od polymofního typu operae (==) .

De�nii operae v deklarai typové instane se nìkdy øíká implementae metody

deklarované v typové tøídì.

27

Stejnì pojmenovaná operae (metoda) mù¾e být v jiném

typu (jiné instani) té¾e typové tøídy de�nována (implementována) jinak:

instane Eq Int where (==) = primEqInt

x /= y = not (x == y)

instane Eq Float where (==) = primEqFloat

x /= y = not (x == y)

V instaníh Char , Int , Float byla operae (/=) de�nována v¾dy jako negae

operae (==) . Tato situe, kdy instane nìjaké typové tøídy se li¹í pouze nìkterými

operaemi, a ostatní operae jsou od nih odvozeny, je èastá. Proto ji¾ v de�nii typové

tøídy lze uvést de�nie impliitníh operaí

28

. V pøípadì tøídy Eq je impliitní operaí

operae (/=) , která je de�novaná pomoí operae (==) .

lass Eq a

where (==), (/=) :: a -> a -> Bool

x /= y = not (x == y)

Mù¾e být typ (a,b) instaní tøídy Eq ? To zále¾í na tom, zda jsou jejími instanemi

i typy a, b. Umíme-li otestovat rovnost levýh i pravýh slo¾ek dvou uspoøádanýh

dvoji, pak rovnost elýh dvoji získáme jako konjunki rovností odpovídajííh si

slo¾ek. Jestli¾e v¹ak u nìkteré slo¾ky testovat rovnost neumíme, nemù¾eme rozhodnout

ani o rovnosti elýh dvoji. Tak¾e napøíklad typ (Char,Bool) je instaní tøídy Eq ,

ale typy (Int->Int,Bool) nebo (Char,Float->Int) nikoliv.

Tuto závislost lze vyjádøit deklaraí instane

instane (Eq a, Eq b) => Eq (a,b)

where (x,y) == (u,v) = x==u && y==v

Deklarae øíká, ¾e typ v¹eh uspoøádanýh dvoji (a,b) je instaní tøídy Eq , pokud

jsou jejími instanemi typy a , b . Jinak øeèeno, instaní tøídy Eq je polymorfní typ

(a,b) , jeho¾ polymor�smus je ov¹em omezen typovým kontextem (Eq a, Eq b) .

Podobnì seznamový typ [a℄ je instaní tøídy Eq , pokud je její instaní i typ a .

29

instane Eq a => Eq [a℄

where [℄ == [℄ = True

(_:_) == [℄ = False

[℄ == (_:_) = False

(x:s) == (y:t) = x == y && s == t

27

Tato terminologie pohází z objektovì orientovaného programování.

28

angl. default methods

29

Tato vlastnost seznamovýh typù v Haskellu je ponìkud diskutabilní, uvá¾íme-li, ¾e nám dovoluje

testovat na rovnost i nekoneèné seznamy.
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Podtøídy

V kapitole 8 jsme se setkali s de�nií funke quiksort , která seøadila prvky eloèí-

selného seznamu podle velikosti. Nemusíme se v¹ak omezovat jen na elá èísla, proto¾e

øadit podle velikosti lze hodnoty v¹eh typù, pro nì¾ jsou de�novány operae (<) ,

(<=) , (>) , (>=) , max , min . Takové typy patøí do typové tøídy Ord . Ale pro tyto

typy je de�nováno nejen zmínìnýh ¹est operaí, ale i operae (==) a (/=) z ty-

pové tøídy Eq . Øíkáme, ¾e tøída Ord je podtøídou tøídy Eq . De�nie tøídy Ord mù¾e

vypadat takto:

30

lass (Eq a) => Ord a

where (<), (<=), (>=), (>) :: a -> a -> Bool

max, min :: a -> a -> a

x >= y = y <= x

x < y = x <= y && x /= y

x > y = y < x

max x y = if x <= y then y else x

min x y = if x <= y then x else y

Tato de�nie øíká, ¾e tøída Ord je podtøídou tøídy Eq , to znamená, ¾e na hodnoty typù

tøídy Ord mù¾eme aplikovat nejen operae (<) , (<=) , (>) , (>=) , max , min , ale

rovnì¾ operae (==) , (/=) . Nìkdy se té¾ øíká, ¾e podtøída dìdí metody své nadtøídy,

napø. Ord zdìdila metody (==) a (/=) ze tøídy Eq .

Typová tøída mù¾e být podtøídou i víe ne¾ jedné tøídy. Napøíklad ve standardním

Haskellu je tøída Real , která je podtøídou tøíd Num a Ord :

lass (Num a, Ord a) => Real a

where ...

Tøída Num je tøída èíselnýh typù { jejími standardními instanemi jsou typy Int ,

Integer , Float , ale dal¹í její instaní mù¾e být tøeba typ komplexníh èísel. Instan-

emi tøídy Real jsou opìt typy Int , Integer , Float , ale typ Complex její instaní

být nemù¾e. Tøída Real je toti¾ také podtøídou tøídy Ord , tak¾e na hodnotáh jejíh

typù musí být de�nováno uspoøádání.

Pøetí¾ení

Polymor�smus rovnosti není parametriký. Parametriký polymor�smus je toti¾ ta-

kový, kdy hodnota je na v¹eh typeh de�nována jediným zpùsobem. Napøíklad funke

length poèítá prvky seznamu v¾dy stejným zpùsobem bez ohledu na to, jaký mají typ.

Jinými pøíklady parametrikého polymor�smu jsou funke fst , snd , head , tail ,

foldr , zip , flip , atd. Naproti tomu rovnost elýh èísel musíme testovat jinak de�-

novanou funkí (==) ne¾ rovnost seznamù (rovnost èísel se dá testovat pøímo, rovnost

seznamù je de�nována rekursivnì). Tomuto druhu polymor�smu, kdy na rùznýh ty-

peh se funke mù¾e hovat rùznì, se øíká pøetí¾ení. Operae (==) , (/=) jsou tedy

pøetí¾eny.

30

De�nie v Prelude.hs je o nìo podrobnìj¹í
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Také aritmetiké operae (+) , (-) , (*) , (/) , (^) jsou pøetí¾eny. Tyto operae

jsou na hodnotáh typu Int de�novány jinak ne¾ na hodnotáh typu Float { ope-

rae se na nih provádìjí pomoí rùznýh strojovýh instrukí. A na hodnotáh typu

Integer jsou aritmetiké operae zase zavedeny pomoí knihovníh proedur pro þdlou-

hou aritmetikuÿ.

Podobnì jako existuje typová tøída Eq , na jejíh¾ instaníh jsou de�novány operae

(==) , (/=) , existuje typová tøída Num , na jejíh¾ instaníh jsou de�novány napøíklad

operae (+) , (-) , (*) . Instanemi tøídy Num jsou typy Int , Float .

Shrnutí

� Typové tøídy jsou mno¾iny typù, nad jejih¾ hodnotami lze provádìt urèité ope-

rae. Tìmito operaemi je typová tøída de�nována.

� Prvky typové tøídy se nazývají instane.

� Polymor�smus typu mù¾e být zú¾en typovým kontextem. Typový kontext ome-

zuje nìkteré typové promìnné tím, ¾e stanoví, kterýh typovýh tøíd musí být

instanemi.

� Typy operaí (metod) jsou de�novány v typové tøídì, jejih hodnoty (implemen-

tae) a¾ v deklaraíh instaní tøídy. De�nie opraí, které mají být ve v¹eh

instaníh stejné, mohou být uvedeny u¾ v de�nii typové tøídy jako tzv. impli-

itní metody.

� Typové tøídy lze de�novat jako podtøídy tøíd jinýh. Podtøídy pak dìdí operae

z nadtøíd.

� Typová tøída mù¾e být podtøídou víe tøíd souèasnì.

� Pomoí typovýh tøíd a jejih instaní lze formálnì popsat pøetí¾ení operaí.
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11 Vstup a výstup

Monadiké operátory vstupu a výstupu

V Haskellu existuje zabudovaný typový konstruktor IO . Je-li a nìjaký typ, pak IO a

je typ tzv. akí, které mají tzv. vnitøní výsledek typu a. Ake vyjadøuje nìjaký dìj

pøi bìhu programu, nejèastìji to je vstup nebo výstup. Ake, pøi nih¾ se získá nìjaká

hodnota, typiky to jsou vstupní ake, mají tuto hodnotu jako svùj vnitøní výsledek.

Ake, které svým probìhnutím ¾ádnou hodnotu neposkytnou (tøeba výstupní ake),

mají za vnitøní výsledek triviální hodnotu { uspoøádanou nultii () .

Napøíklad getChar je ake typu IO Char . Tato ake, je-li vyhodnoena, zpùsobí

pøeètení znaku ze standardního vstupu. Pøeètený znak je vnitøním výsledkem ake.

Podobnì getLine je ake typu IO String . Je-li vyhodnoena (provedena), pøeète ze

standardního vstupu øetìze znakù zakonèený oddìlovaèem øádku. Pøeètený øetìze je

opìt vnitøním výsledkem ake.

Funke putChar :: Char->IO () slou¾í pro výpis jednoho znaku na výstup. Je-li

aplikována na znak, vrátí aki, která tento výstup zaøídí. Napøíklad putChar '*' je

ake typu IO () , tedy s nezajímavým vnitøním výsledkem, ale s úèinkem na prostøedí,

v nìm¾ program bì¾í: pøi jejím provedení se na standardní výstup zapí¹e hvìzdièka.

Podobnì funke putStr :: String->IO () slou¾í pro výpis øetìze znakù na stan-

dardní výstup. Její aplikae na øetìze je akí typu IO () , která øetìze zapí¹e na

výstup.

Pøedstavme si, ¾e heme ze vstupu pøeèíst písmeno, pøevést ho na velké a zapsat na

výstup. Pøeètení zaøídí ake getChar a pøeètený znak bude jejím vnitøním výsledkem.

Jak se v¹ak dostat k tomuto vnitønímu výsledku? Nelze to pøímo. Kdyby existovala

funke, øeknìme upIO::IO a->a , která by odhalovala vnitøní výsledky akí, poru¹ila

by se tzv. referenèní transparentnost jazyka: výraz upIO getChar by mìl poka¾dé

jinou hodnotu, podle znaku na vstupu.

Existuje v¹ak operátor

(>>=) :: IO a -> (a -> IO b) -> IO b

který aplikuje funki, je¾ je jeho druhým argumentem, na vnitøní výsledek ake, je¾ je

jeho prvním argumentem. Touto aplikaí vznikne nová ake.

Vý¹e zmínìné pøeètení, pøevod a zápis písmene lze provést akí

31

getChar >>= putChar . toUpper

Operátor (>>=) øadí aki a funki vraejíí aki za sebe a zaji¹»uje, aby ake vlevo

byla provedena v¾dy døíve. Proto se mu øíká sekvenializaèní operátor. Sekvenializaèní

operátor (>>=) je jediným operátorem, který mù¾e vyu¾ít vnitøního výsledku pøed-

házejíí ake, a to jen jediným zpùsobem: pøedat ho jako argument funki a vytvoøit

dal¹í aki. Z toho plyne, ¾e posloupnost akí závislýh na vnitøníh výsledíh pøed-

házejííh akí se nemù¾e vìtvit. Øíkáme, ¾e tok akí je jednovláknový. Díky tomu je

zahována referenèní transparentnost.

31

Operátor (>>=) má nízkou prioritu, ni¾¹í ne¾ (.) .
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Druhým argumentem operátoru (>>=) není ake, ale funke vraejíí aki, aby bylo

mo¾no vyu¾ít vnitøní výsledek první ake. V pøípadì nìkterýh akí, zejména výstup-

níh, nás tento vnitøní výsledek nezajímá (je jím uspoøádané nultie () ) a heme ho

ignorovat. Místo sekvenializaèního operátoru (>>=) lze pou¾ít jednodu¹¹ího sekven-

ializaèního operátoru (>>) , jeho¾ oba argumenty jsou ake. Operátor (>>) ignoruje

vnitøní výsledek první ake (jím¾ ostatnì obvykle je jen hodnota () ) a po jejím pro-

vedení provede aki druhou.

De�nie operátoru (>>) je

(>>) :: IO a -> IO b -> IO b

at1 >> at2 = at1 >>= \ _ -> at2

Pak napøíklad

putStr "aaa" >> putStr "bbb"

je ake, která na výstup vypí¹e øetìze "aaabbb" (a její vnitøní výsledek je () ).

Tento zápis je jednodu¹¹ alternativou k zápisùm

putStr "aaa" >>= \ x-> putStr "bbb"

nebo

putStr "aaa" >>= onst (putStr "bbb")

a je s nimi ekvivalentní.

Dal¹ím u¾iteèným operátorem je return :: a->IO a , který vytváøí prázdnou aki,

tj. aki, která nemá ¾ádný úèinek na vstupy, výstupy ani prostøedí operaèního sys-

tému (tj. ni nedìlá), ale má nìjaký vnitøní výsledek. Napøíklad return () je prázdná

ake typu IO () s vnitøním výsledkem () , return 0 je prázdná ake typu IO Int

s vnitøním výsledkem 0 atd. Máme-li tøeba seznam akí, z nih¾ ka¾dá je typu IO () ,

lze z nih vytvoøit jednu aki pomoí funke sequene_ de�nované

sequene_ :: [IO a℄ -> IO ()

sequene_ = foldr (>>) (return ())

Funkionální programy

Víme, ¾e ka¾dý funkionální program je výraz. Napøíklad výraz 2+3 je programem typu

Int . Vyhodnoování takového þprogramuÿ nemá ¾ádné úèinky na okolí. Od programù

v¹ak obvykle po¾adujeme vstup a výstup.

Ake nazvaná main , její¾ typ je IO () , se nazývá proveditelný program. Provedi-

telný program lze napøíklad zkompilovat a pak spustit. Pøi tomto spu¹tìní (provedení

programu) se projeví vedlej¹í úèinky akí.

Pøíklad 4 Proveditelný program, který pøi spu¹tìní naète øádek, pøevede ho na velká

písmena a výsledek vypí¹e na výstup:
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main :: IO ()

main = putStr "Vstupní øádek: " >>

getLine >>=

\ vstup -> putStr "Toté¾ velkými písmeny: " >>

putStr (map toUpper vstup)

Slo¾ené ake (vzniklé øazením men¹íh akí) lze zapsat té¾ pomoí konstruke do .

Uvedený pøíklad pak vypadá takto:

main :: IO ()

main = do putStr "Vstupní øádek: "

vstup <- getLine

putStr "Toté¾ velkými písmeny: "

putStr (map toUpper vstup)

Obenì, aki m >> dalsiake zapí¹eme

do m

dalsiake

Aki m >>= \ x -> dalsiake zapí¹eme

do v <- m

dalsiake

Podrobnìj¹í popis akí v Haskellu a pøehled vstupníh a výstupníh akí a funkí lze

najít v [4℄.

Shrnutí

� Vstup a výstup lze ve funkionálníh programeh provádìt pomoí akí { hodnot

zvlá¹tního typu IO a .

� Ake lze øadit za sebe pomoí sekvenializaèního operátoru (>>) .

� Ake, z nih¾ heme pou¾ít vnitøní výsledek, lze øadit s funkemi pomoí sek-

venializaèního operátoru (>>=) .

� return v je prázdná ake s vnitøním výsledkem v.

� Proveditelný program je hodnota main typu IO () .

� Slo¾ené ake lze vyjádøit konstrukí do .
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