1B015 Uvod do funkcionalniho programovani

Programovani a funkce

Ji¥i Barnat
Libor Skarvada



Organizace kurzu

IB015 Uvod do Funkcionalniho programovani — 01 str. 2/35



Cile kurzu

Cile kurzu

@ Kurz seznamuje posluchade s funkciondlnim programovacim
paradigmatem. Toto paradigma m4d pFivést studenty
k funkcionalnim navykdm, které vyuZiji p¥i pozd&jsi tvorbé

v

vétsich programovych celkil i v imperativnich jazycich.
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Schopnosti absolventa

Schopnosti absolventa

@ Rozumi funkcionalnimu vypo&etnimu paradigmatu.

@ Je schopen dekomponovat vypoletni problém na jednotlivé
funkce a tuto schopnost pouZiva p¥i vytvareni vlastnich kédd,
zejména nepouZivd COPY-PASTE techniku programovani.

o Ma zakladni znalost programovaciho jazyka Haskell.

IB015 Uvod do Funkcionalniho programovani — 01 str. 4/35



Kontext v ramci Fl

Ptedpoklady
@ Mozné (spésné absolvovat bez znalosti programovani

@ Znalost stfedoskolské matematiky

Navazujici predméty
@ IB016 Semina¥ z funkciondlniho programovani

@ IA014 Funkcionalni programovani
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PoZadavky na ukonceni

Forma ukonceni
@ Zavéretny pisemny test
@ Vnitrosemestrélni pisemny test (! nelze opakovat)

@ Povinné domdaci ulohy

@ Povinna G&ast na cviceni

Pozadavky na uspésné ukoncéeni
@ VSechny aktivity jsou bodovany
@ MozZnost ziskat extra body ve cviéenich
@ Nutno ziskat 48 bodl ze 100+.
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Zdroje a ulebni materidly

http://haskell.cz/

Zapisky k IBO15
[http://www.fi.muni.cz/~1libor/vyuka/IB015/zapisky.pdf]

Structure and Interpretation of Computer Programs
[bttp://mitpress.mit.edu/sicp/full-text/book/book.html]

Thompson, Simon. Haskell: the craft of functional
programming.
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http://haskell.cz/
http://www.fi.muni.cz/~libor/vyuka/IB015/zapisky.pdf
http://mitpress.mit.edu/sicp/full-text/book/book.html

Co znamena programovat?
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Programovani a programovaci jazyk

Programovani

e Vytvareni a zapis postupu ¥eSeni problému s takovou tdrovni
detaill a pFesnosti, aby tento popis mohl byt mechanicky
vykondvan strojem, zejména pocitatem.

@ Zapis postupu = zdrojovy kéd programu.
Programovaci jazyk

o Uméle vytvoreny jazyk pro pfesny a jednoznalny zapis
programi ¢lovékem.
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Co znamend umét programovat?

Schopnost programovat

@ Mentalni schopnost nachazet mechanicky proveditelné
postupy za ucelem feSeni daného problému.

@ Schopnost pfesné& formulovat postupy v daném
programovacim jazyce.

Volba a znalost programovaciho jazyka
@ Programovacich jazykd je mnoho.

@ Volba programovaciho jazyka klade omezeni na zpiisob
formulace zamyslenych postup.
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Riziko moderni doby

Riziko
@ Dokumentace k programovacim jazyklim jsou snadno
dostupné i ve formé& tutoridlt, aviak samotné dokonalé
poznani programovaciho jazyka nedéla dokonalého
programatora.
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Programovaci jazyky

Klasifikace

e Imperativni — C/C++, Java, Perl, php, ...

@ Funkciondlni — Haskell, OCaML, Erlang, Lisp, ...
o Logické — Prolog, ...

@ Kombinované — C#, Scala, ...

o .

Jakym jazykem mluvi poéitac?
@ Strojovy kdd. Program ve strojovém kédu je posloupnost &isel.

@ Pro spusténi programu je pott¥eba provést preklad zdrojového
kédu programu do strojového kédu procesoru.

o PYeklad se realizuje pomoci pfekladace nebo interpretru.
@ Pro kazdy programovaci jazyk je potfeba jiny
prekladal/interpretr.
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Prekladale a interpretry

Prekladac

@ Pro soubor se zdrojovym kédem programu vytvoFi soubor
obsahujici popis programu ve strojovém kédu.

@ Vysledny soubor je spustitelny.

@ Pracuje se soubory.

Interpret
e Pro dany vyraz / p¥ikaz vytvo¥i odpovidajici pfeklad do
strojového kédu a ihned jej provede.
@ NevytvaFi vysledny spustitelny soubor.
o Casto ma moznost pracovat interaktivng.

@ Pracuje s jednotlivymi p¥ikazy/vyrazy.
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P¥iklad prekladu a interpretace

Programovaci jazyk Haskell
o Preklada¢ — ghc.
@ Interaktivni interpretr — hugs, ghci.

o Neinteraktivni interpretace — runhugs.

Ptekladate programovaciho jazyka C/C++
@ GNU C++ Compiler (g++, gcc)
@ Intel C++4 Compiler
@ Microsoft Visual C++ Compiler
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Funkce
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Co je to funkce?

Funkce v programovani
@ Funkce je pfedpis jak z néjakého vstupu vytvofit vystup.

@ Transformace vstupli na vystupy musi byt jednoznaéna.

Priklady funkci
@ f x = x*x(x+2)
@ objemkvadru a b c = axb*c
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S ¢&im funkce pracuji

Typ funkce

@ Vymezeni objektd, se kterymi dana funkce pracuje a které
vraci na vystup, je soulasti definice funkce. Mluvime o tzv.

typu funkce.

Ptiklady
@ Funkce, kterd otoli obrazek o 90 stupiili sméru vpravo.
rotate90r :: Obrazek -> Obrazek

@ Objem kvadru.

objemkvadru :: Cislo X Cislo x Cislo -> Cislo

@ Poctet hran polygonu.
hranypolygonu :: Polygon -> Celé_Zislo
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Aplikace funkce — priklad

Ptedpoklady

rotate90r :: Obrazek -> Obrazek

hranypolygonu :: Obrazek -> Celé_Zislo

A :: Obrazek

Aplikace funkci

rotate90r A = D

hranypolygonu A = 3

IB015 Uvod do Funkcionalniho programovani — 01 str. 18/35



Funkce jako zakladni stavebni kameny

Pozorovani

NoYs

o Slozit&jsi ukony Ize realizovat pomoci jednodu¥sich operaci.

o Slozit&jsi funkce lze definovat sloZenim jednodussich.
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Funkce jako zakladni stavebni kameny

Pozorovani

@ SloZité&jsi tkony lze realizovat pomoci jednodugSich operaci.

o Slozit&jsi funkce lze definovat sloZenim jednodussich.

Skladani — cesta ke sloZitéj$im objektiim a funkcim
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Skladani funkei

Operator .
@ f1 (f2x ) = (f1 . £2) x
o Cteme jako ,,f1 po f2".

P¥iklad
@ Még&jme funkci double, kterd vezme obrdzek a vytvofi novy
obrazek zkopirovanim plivodniho obrazku dvakrat vedle sebe.

double :: Obrazek -> Obrazek

double /\ = /A/\

@ Novou funkci rotate_and_double miZeme definovat takto:

rotate_and_double :: Obrazek -> Obrazek

rotate_and_double x = (double . rotate90r) x

rotate_and_double A = DD
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Skladani funkci a priority operaci v Haskellu

Skladani funkci
@ Je mozné zapsat bez explicitniho uvedeni parametru.
@ Tj. definici
rotate_and_double x = (double.rotate90r) x
|ze zapsat také jako

rotate_and_double = double.rotate90r

POZOR na prioritu vyhodnocovani v Haskellu
@ Aplikace funkce na parametry ma nejvy$si prioritu.
double.rotate90r A = double. (rotate90r A) ~~ ERROR

@ Zavorky kolem vyrazu double.rotate90r jsou p¥i aplikaci na
hodnotu Anutné.
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P¥iklady

(rotate_and_double . rotate_and_double) A =

((double . double) . double) A =

(double . hranypolygonu) A =
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P¥iklady

(rotate_and_double . rotate_and_double) A = vv

VV

((double . double) . double) A =

(double . hranypolygonu) A =
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P¥iklady

(rotate_and_double . rotate_and_double) A = vv

VV

((double . double) . double) A =

(double . hranypolygonu) A =
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P¥iklady

(rotate_and_double . rotate_and_double) A = vv

VV

((double . double) . double) A =

(double . hranypolygonu) A = ERROR
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P¥iklady — pokraovani

Jak |ze pomoci double, rotate90r a Avyrobit nasledujici?

DIVAVAVAVAN
ANNN

b)

>
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Terminologie

Typova signatura:

rotate_and_double :: Obrazek ->Obrazek

Jméno funkce

rotate_and_double x = (double.rotate) x

Télo funkce

rotate_and_double x = (double.rotate) x

Definice funkce

rotate_and_double x = (double.rotate) x
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Terminologie — pokradovani

Formalni parametr

rotate_and_double x = (double.rotate) x

Aktualni parametr
rotate_and_double A

Vyraz
rotate_and_double A

Podvyraz
rotate_and_double (rotate_and_double A)
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Funkcionalni programovani v Haskellu
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Funkciondlni vypocetni paradigma

Funkcionalni vypocetni paradigma
@ program = vyraz + definice funkci
@ vypolet = Uprava (zjednoduZovéni) vyrazu

@ vysledek = hodnota (nezjednodusitelny tvar vyrazu)

Pt¥iklad programu
@ definice funkci

square X = X * X

pyth a b = square a + square b

@ vyraz
pyth 3 4
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Vypodet funkcionalniho programu

Program
@ definice funkci
square X = X * X

pyth a b = square a + square b

@ vyraz
pyth 3 4

Vypocet

pyth 3 4 ~ square 3 + square 4 ~» 3 * 3 + square 4 ~

~ 3 *x 3+ 4 %4~ 9+ 4 x4 9+ 16

~ 25
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Z3aklady Haskellu — LokdIni definice

Lokalni definice

@ Definuji symboly (funkce, konstanty) pro pouZiti v jednom
vyrazu, vné tohoto vyrazu jsou tyto symboly nedefinované.

@ Lokalni definice maji vyssi prioritu nez globalni definice.

V Haskellu pomoci let ... in a where

@ let definice in vyraz

let fcube x * x in fcube 12

1]
el
*
L]

let fcube x

1]
o]
*
o]

* x in let ¢ = 12 in fcube ¢
let fcube x = x * x * x; ¢ = 12 in fcube c

@ vyraz where definice
fcube 12 where fcube x = x * x * x

fcube ¢ where fcube x= x * x * x; ¢c = 12
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Zaklady Haskellu — Zakladni datové typy

Cisla
@ Integer — libovolné velkd celd &isla
@ Int — celd &isla do velikosti slova procesoru
@ Float — redlna disla

YvYs

@ Fractional — racionalni &isla

Znaky a fetézce
@ Char — znak, ptiklady hodnot: ’a’, 227, »>>
@ String — Fetézec, naptiklad: "Toto je Fet&zec."

@ String je totéZ co [Char]

Pravdivostni hodnoty
@ Bool

@ Typ Bool ma pouze 2 hodnoty: True a False
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Zéaklady Haskellu — Vicetadkové definice

P¥iklad
@ Definujte funkci jedna nebo_dva, kterd vraci True pokud
dostane na vstupu &islo 1 nebo 2, jinak vraci False.

jedna nebo_dva :: Integer -> Bool
jedna nebo_dva 1 = True
jedna nebo._dva 2 = True
jedna nebo_dva _ = False

Viceradkové definice funkci
@ Na misté formalnich parametrii se pouZiji tzv. vzory.
@ PouZije se prvni vzor, ktery vyhovuje.
@ Symbol _ vyhovuje libovolnému parametru.

@ Lze pouZit pro v&tveni vypoctu.
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Z3aklady Haskellu — Vétveni vypoctu

Podminény vyraz
@ if podminka then vyrazl else vyraz2
@ podminka — vyraz, ktery se vyhodnoti na hodnotu typu Bool

@ vyrazl se vyhodnoti pokud se podminka vyhodnoti na
hodnotu True, vyraz2 se vyhodnoti, pokud se podminka
vyhodnoti na hodnotu Failse.

@ Vyrazy vyrazl a vyraz2 museji byt stejného typu.

Test na rovnost
@ Pro dotaz na rovnost pouzivdme symbol ==.
@ 3 == 4 ~~ False

@ 3 =4 ~ Error
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Z3aklady Haskelu — Infix, Prefix, Parametry

Moznosti zapisu binarnich funkci
@ Infixovy zdpis bindrnich funkci: 3+4, 4x5

@ Prefixovy zapis bindrnich funkci: (+) 3 4, (x) 4 5

Volani funkce a parametry

@ Jméno funkce a pouZité parametry jsou oddéleny mezerou,
pokud je néktery z parametrii vyraz, ktery je sdm o sobé
aplikace funkce na argumenty, je tfeba cely tento vyraz
ozdvorkovat.

(¥) 34 +5 ~ 17
(x) 3+ 45 ~ Error

(¥x) 3 (+) 4 5 ~ Error

(¥x) 3 ( (+) 45) ~ 27
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Z3klady Haskellu — Komunikace s uZivatelem

Vstup vystupni operace
@ Operace, které ¢tou a zapisuji data z/do soubord, &i termindlu.
@ Program v Haskellu je reprezentovan vyrazem main.
@ Program je sekvence vstup-vystupnich akci.
°

Funkcionalni princip vstup/vystupnich akci je sloZity, bude
vysvétlen v zavéru kurzu.

do notace programu v Haskellu

@ main = do putStr "Zadej celé Zislo"
x <-getline
print (1+ read x::Int)

@ Textové zarovnani je dillezité!
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Domaci ukol

Zadani
o Napiste a spustte program v Haskellu, ktery bude ¥esit
délitelnost dvou &isel, tj. zeptd se uZivatele na délence, nalte
ho, pak se zeptd na délitele, kterého také nalte, a sdéli
uzivateli, zda je zadany délenec délitelny beze zbytku zadanym
délitelem.
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Usporadané n-tice a seznamy
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Programovani a data

Pozorovani
@ Programy pro své fungovani potfebuji rizné informace — data.

@ Data jsou vstupni hodnoty, vystupni hodnoty, mezivysledky
vypocti, parametry funkci, atd.

Programovani a data

o Data je tfeba uchovavat tak, aby je bylo mozné zpracovat
mechanicky/strojové&.

@ Tvorba jednoznaéného popisu struktury a zpiisobu uloZeni dat
je nedilnd soulast procesu programovani.

@ Pro uchovani informaci pouzivdme riizné datové struktury.
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Strukturovana data

Dekompozice dat

@ Veskerd data pouZitd v programu je tfeba vystavét ze
zakladnich datovych elementl podle definovanych pravidel.

@ Existuji striktni pravidla pro dekompozici dat, my si viak
v ramci IB015 vystadime s intuici.

Zakladni datové elementy
° él'sla, Znaky, Pravdivostni hodnoty

Z3akladni zplisoby kompozice dat
@ Uspotadané n-tice

e Seznamy
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Uspofadané n-tice

Co to je
@ Pevné dany pocet né€jakych hodnot v pevné daném potadi.

@ Prvek kartézského soudinu nosnych mnoZin.

Ptiklady
e Datum: (11, "bfezen", 1977) .
o Ptihlasovaci Udaje: ("xbarnat", "majeniOcm")

@ Pozice pixelu v rastrovém obrazku: (x, y) ,
viimn&me si, Ze (12,43) # (43,12) .

Kdy se ma pouzit
o Pocet prvkii v n-tici je znam predem,
tj. v okamziku psani zdrojového kddu.

@ Potet prvki v n-tici je maly (hodnota n je mald).
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Co to je
@ Posloupnost hodnot stejného charakteru (stejného typu).
@ Posloupnost miize byt prazdnd, kone¢na i nekoneéna.

e KaZdy prvek v seznamu je na né&jaké (unikatni) pozici.

P¥iklady
@ Seznam &isel: [12,43,-3,15,29]
@ Nekoneény seznam: [1,2,3,4,5,6,...]

@ Seznam uspotadanych dvojic:
[("Fero",12), ("Nero",7), ("Pero",5)]
@ Prazdny seznam: []

Kdy se ma pouzit
e Data vznikaji nebo se zpracovavaji postupné.
@ Poclet prvki pouZitych programem neni pfedem znam.
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P¥iklad dekompozice dat

Aplikace — Dia¥ squashovych partnera.
@ Program pro spravu kontakt(i na rizné squashové hrace.

@ Hlavni datova struktura je seznam kontaktd.

Datova dekompozice

@ Seznam kontakti
[kontaktl, kontakt2, kontakt3, ..., kontakt315]

o Kontakt je uspofadana trojice

(Prezdivka, Telefon, Adresa)
@ Adresa je uspotrddand pétice
(Jmeno, Prijmeni, Ulice, Cislo Popisne, Mesto)

@ Prezdivka, Jmeno, Prijmeno, Ulice, Mesto jSOU seznamy znakd

@ Telefon, Cislo Popisne jsou Cisla
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Hodnoty a Typy
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Typ neni vas nepfitel
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Co neni typ

Typ neni vas nepfitel
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Co je to typ a k ¢emu je

Co je to typ
@ Oznadeni mnoZiny vSech hodnot dané kvality.

@ Komunikaéni prostfedek napomahajici spravnému skladani
programi z jednotlivych funkci.

K €emu se pouzivaji typy

Kazda hodnota, nebo vyraz ma sviij typ.

¢

o

@ Definice typové signatury funkci.

@ Kontrola logické konzistence programu v dob& p¥ekladu.
o

Popis zplisobu kompozice slozenych datovych struktur.
(Typy se komponuji stejné jako data.)
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Konstrukce typt

Zakladni datové typy

@ Int, Integer, Fractional, Float, Char, Bool

SloZené typy
@ Usporadané n-tice:
(Bool,Int)

@ Seznamy:
[Int], [Char], [[Char]]
[Char] = String

Funkcionalni typy

("] Integer -> Bool, Float -> Float -> Float
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Funkciondlni typy

Konstrukce

@ Jsou-li o a 7 né&jaké typy, tak 0 —=> 7T je typ v3ech funkci
s parametrem typu o a funk&ni hodnotou typu 7.

Typ n-arnich funkci
@ Jsou-li o1, 02, 03 ...0, a T néjaké typy, tak
o1 => 0 => 03 => ... => 0p => T
je typ v8ech funkci s prvnim parametrem typu o1, druhym
parametrem typu o2, ... a funk&éni hodnotou typu 7.

Terminologie
o Arita funkce oznaluje polet parametr( funkce.
@ Konstanty, unarni, binarni, ternarni funkce.

@ Nularni funkce (n=0) jsou konstanty daného typu.
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Funkciondlni typ a aplikace

Pozorovani

@ Typ vyrazu, ktery je lplna aplikace funkce na parametry, lze
odvodit z typu pouzité funkce bez nutnosti vypoctu
vysledné hodnoty.

Priklad
odd :: Integer -> Bool
27 :: Integer
odd 27 :: Bool
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Polymorfni typy

Pozorovani

@ Neékteré funkce nepot¥ebuji znat konkrétni typy formdlnich
parametr(l, pouze jejich strukturu.

@ Misto konkrétniho typu se pouZije typova proménna.

@ P¥i aplikaci funkce na konkrétni parametry, se za typovou
proménnou dosadi typ, ktery odpovida pouzitému parametru.
(Typova proménna se specializuje.)

o POZOR! Typova proménna zastupuje i sloZzené typy.

P¥iklad
fst :: (a,b) -> a
(not,"Coze?") :: (Bool -> Bool, [Char])
fst (not ,"Coze?") :: Bool -> Bool
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Typové tridy

Pozorovani

@ Neékteré funkce nevyZzaduji konkrétni typ, ale zarovefi
nedovoluji pouZiti libovolného typu, proto je tfeba specializaci
typové proménné omezit na vybranou podtfidu typd.

Zakladni typové t¥idy
@ Integral — celoliselné
@ Num — numerické
@ 0rd — usporadatelné

@ Eq — porovnatelné na rovnost

Ptiklady typlii s omezenim specializace typové proménné

odd :: Integral a => a -> Bool

(#) :: Num a => a -> a -> a
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Usporadané n-tice a seznamy v Haskellu
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Uspotddané n-tice v Haskellu

Zapis usporadanych n-tic
@ PYirozeny, pomoci zavorek a ¢drek.
e Ptiklady zapisu uspotrddanych n-tic v Haskellu:

(12,15)
(2,3,’a’,5,6)
("Fiii","jo", 350, "tiSiC", ;!7)

((1,1,02,2),(3,3))
Krajni pFipady

@ Jednotice se nepouzivaji.
o Nultice: 0
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Pteddefinované funkce pro usporadané dvojice

Datové konstruktory
@ (,,...,) —datovy konstruktor uspofadané n-tice

@ (,) — datovy konstruktor uspofadané dvojice
(,) :: a->b-> (a,b)
G) xy = (x,y)
Projekce

@ fst, snd — projekce na prvni a druhou sloZku

fst :: (a,b) > a
fst (x,y) = x

snd :: (a,b) > b
snd (x,y) =y
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Zapis seznami
@ V hranatych zavorkach uzav¥end posloupnost prvki
oddélenych ¢arkou.

@ Seznam znaki téZ jako Fetézec (text v uvozovkach).

Ptiklady
[3,3,3,3]
C 011, (1,21, [1,2,3] ]
1
"a.hoj" = [)a;’ ’h’,’O’ s )j}]

"toto je také seznam"

[ or, or, or, and ]

IB015 Uvod do Funkcionalniho programovani — 02 str. 19/36



Konstrukce seznamu

Datové konstruktory
@ Prazdny seznam: []
0 :: [al
@ Operétor pfipojeni prvku na za&atek seznamu: (:)
(:) :: a-> [a] > [a]

Ptiklady

@ Spravné pouziti
(:) 31[3,3,3] ~ [3,3,3,3]
1:2:3:[1  ~ [1,2,3]
4:[4,4,4,4] ~ [4,4,4,4,4]
’A’:"hoj" ~»  "Ahoj"

@ Nesprdvné pouziti
[2] : [3,4,5] ~» ERROR
[2,3,4] : 5 ~ ERROR
’A ¢ [1,2,3] ~» ERROR
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Konstrukce seznam(i — pokracovani

Funkce pro spojeni seznamii

@ Seznamy stejného typu lze spojit pomoci funkce (++)
(++) :: [a]l > [a] -> [a]

Priklady
@ Spravné pouziti
(++) "Ahoj " "sv&te!" ~»  "Ahoj sv&te!"
"Ahoj" ++ " " ++ "sv&te!" ~»  "Ahoj své&te!"

[1,2,3] ++ [4,5,6] ~ [1,2,3,4,5,6]

@ Nespravné pouZiti
2 ++ [3,4,5] ~~» ERROR
[2,3,4] ++ 5 ~» ERROR
[2,3] ++ "text" ~» ERROR
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Vyznam datovych konstruktori

Datové konstruktory ve vicefadkovych definicich
@ Funguji jako vzory na levych strandch definice.

e Mapuji se vZdy na nejvné&jsné&jsi vyskyt.

Ptiklady
@ Funkce null aplikovana na néjaky seznam, vraci True pokud
je seznam prazdny a False pokud je neprazdny.
null :: [a] -> Bool
null (_:.) = False
null [] = True

@ Funkce snd aplikovand na uspofadanou dvojici, vraci druhy
prvek dvojice.
snd :: (a,b) > b
snd (x,y) =y
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Rekurze
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Co je to rekurze

@ Definice funkce, nebo datové struktury, s vyuZitim sebe sama.

Vyznam v programovani
@ Umoziiuje kone¢né dlouhy zapis definice funkce, kterd je
definovdna pro nekone¢né mnoho parametri.
o V &ist& funkcionalnim jazyce nahrazuje cykly znamé
z imperativnich programovacich jazyki.

Ptiklad
@ Funkci 1length , kterd pFi aplikaci na seznam vraci jeho délku,
je nutné definovat rekurzivné.
length :: [a] -> Integer
length [1 =0
length (_:s) = 1 + length s
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P¥iklad vypoctu rekurzivni definice

length :: [a] -> Integer
length [1 =0
length (_:s) = 1 + length s

length [6,7,8,9] length [7,8,9]
( 1 + length [8,9])
(1+ (1+ length [9]))

(1+ 1+ (1+length 1)

Piog g
PN

~ 1+ (1+(C1+(C1+0))
~ 1+ (1+(C1+1))

~ 1+ (1+2)

~ 1+ 3

~ 4
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Dalsi priklady pouziti rekurze

Ciselné funkce

factorial :: Integer -> Integer

1

factorial x = x * factorial (x-1)

factorial 0

Nekone&né opakovani (teoreticky)
main :: I0Q0)
main = do putStr "Vloz text:"
x <- getLine

putStrLln ( "Zadal jsi:" ++ x )

main
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Rekurze je mentalné naro¢nd

s

Pozorovani

@ PouZziti rekurze je mozné pouze tehdy, je-li podproblém, na
néjZ se rekurzivné aplikuje dané ¥eSeni, stejného typu.

Slovni uloha

@ Na Jifikovu narozeninovou party pfislo 7 kamaradi a p¥ineslo mimo
jiné jeden narozeninovy dort. Jifik nebyl lakomy, rozdélil dort
rovnomérné mezi viechny pfitomné. Jakou k tomu pouZil rekurzivni
funkci? Jaky je typ této rekurzivni funkce?
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Rekurze je mentalné naro¢nd

s

Pozorovani

@ PouZziti rekurze je mozné pouze tehdy, je-li podproblém, na
néjZ se rekurzivné aplikuje dané ¥eSeni, stejného typu.

Slovni uloha

@ Na Jifikovu narozeninovou party pfislo 7 kamaradi a p¥ineslo mimo
jiné jeden narozeninovy dort. Jifik nebyl lakomy, rozdélil dort
rovnomérné mezi viechny pfitomné. Jakou k tomu pouZil rekurzivni
funkci? Jaky je typ této rekurzivni funkce?

Reseni

dort :: [KouskyDortu]l -> [KouskyDortu]
dort s = if (length s >= 8)

then s
else dort (map (/2) s ++ map (/2) s)
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Prace se seznamy v Haskellu
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head, tail, init, last

Prvni prvek seznamu
head :: [a] -> a
head (x:.) = x

Seznam bez prvniho prvku
tail :: [a] -> [a] head tail

tail (_:s) = s /\ /\
Posledni prvek seznamu 066690
last :: [a] -> a
last (x:[1) = x \/ \/
last (_:s) = last s

init last

Seznam bez posledniho prvku

init :: [a] -> [al
init (x:_:[1) = [x]
init (x:s) = [x] ++ init s
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null, length, (!!)

Test na prazdny seznam
null :: [a] -> Bool
null (_:.) = False
null [] = True

Délka seznamu
length :: [a] -> Integer
length [1 =0
length (_:s) = 1 + length s

N-ty prvek seznamu
(1) :: [al => Int -> a
(x:2) 11 0 =x
(Cis) 1M k=s 11 (k1)
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Prvnich n prvkl seznamu
take :: Int -> [a] -> [al
take - [1 = [1
take 0 _ = []
take n (x:s) = if (n>0) then x : take (n-1) s

else error "zaporny argument"

Seznam bez prvnich n prvkd;
drop :: Int -> [a] -> [a]
drop 0 s = s
drop - [ = [
drop n (_:s) = if (n>0) then x : drop (n-1) s

else error "zaporny argument"

Poznamka
@ P¥i infixovém pouZiti binarni funkce klesa jeji priorita!
x : take (n-1) s = x: (take (n-1) s)
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concat, filtr, replicate

Spojeni seznam(i v seznamu
concat :: [[a]l]l -> [a]
concat []1 = []

concat (x:s) = x ++ concat s

Vynechdni prvki nespliiujicich danou podminku
filter :: (a -> Bool) -> [a] —> [a]
filter _ [1 = []
filter £ (x:s) = if (f x) then x : filter f s
else filter f s

Vytvoreni seznamu n-nasobnym kopirovdnim daného prvku
replicate :: Int -> a -> [a]
replicate 0 _ = []

replicate k x = x : replicate (k-1) x
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takeWhile, dropWhile, map

Vynechani prvki seznamu od prvniho, ktery nespliiuje podminku
takeWhile :: (a->Bool) -> [a] -> [a]
takeWhile _ [] = []
takeWhile p (x:s) = if (p x) then x : takeWhile p s
else []

Vynechdni prvkd seznamu po prvni, ktery nespliiuje podminku
dropWhile :: (a->Bool) -> [a] -> [a]
dropWhile _ [] = []
dropWhile p (x:s) = if (p x) then dropWhile p s

else x:s

Aplikace funkce na v8echny prvky seznamu
map :: (a -> b) -> [a] -> [b]
map - [1 = []
map f (x:s) = f x : map f s
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Spojeni dvou seznami do seznamu usporadanych dvojic
zip :: [a]l -> [b] -> [(a,b)]
zip [1 - =11
zip - [1 =[]
zip (x:s) (y:t) = (x,y) : zip s t

Rozdé&leni seznamu dvojic na dvojici seznamii
unzip :: [(a,b)] -> ([al,[bl)]
unzip [1 - =[]
unzip - [1 = []
unzip ((x,y):s) = (x : fst t, y : snd t) where t = unzip s
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Vypolet aplikace binarni funkce na seznamy argumenti
zipWith :: (a->b->c)->[al->[b]->[c]
zipWith _ _ [1 = []
zipWith _ [1 _ = []
zipWith £ (x:s) (y:t) = f x y : zipWith f s t

Pozorovani
zip = zipWith (,)

IB015 Uvod do Funkcionainiho programovani — 02 str. 35/36



Prace na doma

Technicka cviceni

@ Vyzkousejte si viechny odptedndsené funkce na modelovych
seznamech v prosttedi interpretru jazyka Haskell.

Mentalni cviceni

o Napiste program, ktery pomoci principu rekurze a s vyuzitim
odpfednasenych operaci na seznamech vypoditd seznam
obsahujici ¢isla od 1 do 1024. SnaZte se o to, aby hloubka
rekurze byla co nejmensi.

@ Jsou-li vdm znamy cykly s pevnym poctem opakovani
z néjakého imperativniho programovaciho jazyka,
popfemyslejte o obecném postupu, jak nahradit tyto cykly
volanim rekurzivni funkce.
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1B015 Uvod do funkcionalniho programovani

Funkce vysSich ¥add a A-funkce

Ji¥i Barnat
Libor Skarvada



Funkce vyssich fadu
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Funkce vyssich radi

Definice

@ Funkce, je povazovana za funkci vyssiho ¥adu, pokud alespori
jeden z jejich argumentil, které si funkce ma, nebo vysledek,
ktery funkce vraci, je opét funkce.

@ Funkce vyssiho ¥adu se téZ oznaluji jako funkcionaly.
Priklady

(.) :: (@a->b) > (c->a) >c->b
map :: (a -> b) -> [a] -> [b]
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N-arni funkce jako funkce vyssich ¥add

Pozorovani

@ KaZdou funkci, kterd ma alespori 2 argumenty, lze chapat jako
funkci vyssiho ¥adu.
Ptiklad
@ Funkci
(*) :: Num a => a -> a -> a
Ize &ist jako
(*) :: Num a => a -> (a -> a)

@ Funkci, kterd bere dva &iselné argumenty typu a a vraci
hodnotu typu a , Ize také chdpat jako funkci, kterd bere
hodnotu &iselného typu a a vraci hodnotu typu a -> a .
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Caste¢na aplikace

Pozorovani
o Chapeme-li n-arni (n > 2) funkce jako funkce vy3siho ¥adu, Ize
tyto funkce tzv ¢asteéné aplikovat, tj. vyhodnotit je i pro
netdplny vyéet argumentd.

P¥iklad

@ UvaZme funkci nasobeni
(¥*) :: Num a => a -> (a -> a)
(x) x y = xxy

o Vysledkem aplikace (%) na hodnotu 3 je funkce.
(¥) 3 :: Num a => a -> a

@ Tuto funkci je mozné oznalit, a posléze pouZit.
f=(x)3
f :: Numa=>a->a

f4~ ((x) 3) 4~ 12
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Implicitni zadvorkovani typu a aplikace

Pfipomenuti
@ Typovy konstruktor -> je bindrni.

@ Typovy konstruktor -> se pouZivd pouze infixové.

Implicitni zavorkovani

@ Typovy konstruktor -> implicitné sdruZuje zprava
f::ar > Ca > (Caz > ... > (Cap.1 => (@, > a)) ... ))
@ Aplikace funkce na argumenty implicitné sdruZuje zleva

Cooo CCCFx1 ) %) x3) oo, Xno1 ) Xn

Pozorovani

@ Libovolnou n-arni funkci Ize také chipat jako k-arni, kde k
nabyva hodnot od 1 do n.
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Odvozovani typu

S kazdou aplikaci ubude jeden vyskyt -> v typu vyrazu

(+) :: Numa=>a->a->a
(+) 2 :: Num a => a -> a
((+) 2) 3 :: Num a => a
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Odvozovani typu

S kazdou aplikaci ubude jeden vyskyt -> v typu vyrazu
) :: Num a => a -> a -> a
(+) 2 :: Num a => a > a
((+#) 2) 3 :: Num a => a

Specializaci typové proménné viak mohou -> pfibyt.
@ Vezméme napftiklad funkci identity
id :: a -> a
id x = x
o P¥i aplikaci id na (+) ubude -> ztypu id, tj.
id (+) :: a
@ Avsak po specializaci typové proménné a na typ funkce (+)

id (+) :: Num a => a -> a -> a
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Poradi parametrii a ¢aste¢nd aplikace

Castecna aplikace
@ Ma-li funkce vice formalnich parametr(i &iste¢nd aplikace
probiha vZdy od parametru nejvice vlevo.

Problém

@ Funkci nelze pfimo &astedné aplikovat na jiny neZ prvni
parametr.
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Funkce f1ip

Funkce flip

@ P¥i aplikaci na binarni funkci tuto funkci modifikuje tak, aby
své dva argumenty pFijimala v obrdceném poradi.

flip :: (a->b ->c ) -=>b ->a ->c

flipfxy=1£fyx

@ Funkci f1lip je tfeba chdpat jako modifikator funkce, ne
jako prohazovacku parametri!

Ptiklady

(-) 34~ -1
flip (=) 34 ~ 1
(-) f1ip 3 4 ~» ERROR
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P¥iklad, ¢aste¢na aplikace a funkce fiip

P¥iklad
@ Pomoci ¢astetné aplikace funkce (-) definujte novou funkci
minus4 , kterd pf¥i aplikaci na &iselnou hodnotu vrati hodnotu
0 4 mensi.

Reseni
@ Definice s vyuZitim ¢aste¢né aplikace, bez formalnich
parametr(.
minus4 :: Num a => a -> a
minus4 = flip (-) 4
@ Standardni definice téhoZ s vyuZitim formdlnich parametra.
minus4 :: Num a => a -> a

minus4 x = (=) x 4
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Jak branit ¢astecné aplikaci

Pozorovani

@ Funkce vy$siho ¥adu a ¢astednd aplikace souvisi s ndsobnym
pouzitim funkcionalniho typového konstruktoru -> .

@ Chceme-li zabranit ¢aste¢né aplikaci, musime definovat funkci
tak, aby v jejim typu byl pouze jeden vyskyt ->.

@ Pokud chceme funkci predat vice argumentl najednou,
predame je jako uspofadanou n-tici.

Priklad
@ Vsimnéte si rozdilu v typech a definicich nasledujicich funkci.

krat :: Num a => a -> a -> a

krat x y = x *xy

kratl :: Num a => (a,a) -> a

kratl (x,y) = x * y
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curry, uncurry

Funkce curry d uncurry

@ PYeddefinované funkce pro zménu ¥adu binarnich funki.

curry

o Modifikuje funkci tak, Ze tato funkce misto uspo¥adané
dvojice hodnot pfijima dva samostatné parametry.

curry :: ((a,b) ->¢c) -=>a ->b ->c¢
curry f x y = £ (x,y)

uncurry

e Modifikuje funkci tak, Ze tato funkce misto dvou
samostatnych parametri pFijima uspofadanou dvojici hodnot.

uncurry :: (a -> b -> ¢) -> (a,b) -> ¢
uncurry f (x,y) = f xy
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P¥iklad — curry a uncurry

Ptiklad

o M¢g&jme definovany nasledujici funkce

krat :: Num a => a -> a -> a

krat x y = x *xy

kratl :: Num a => (a,a) -> a

kratl (x,y) = x * y

@ Uved'te alternativni definici funkce xrat pomoci funkce
kratl a obrdcené.
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P¥iklad — curry a uncurry

Ptiklad

o M¢g&jme definovany nasledujici funkce

krat :: Num a => a -> a -> a

krat x y = x *xy

kratl :: Num a => (a,a) -> a

kratl (x,y) = x * y

@ Uved'te alternativni definici funkce xrat pomoci funkce
kratl a obrdcené.

Reseni

krat = curry kratil

kratl = uncurry krat
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Operatorové sekce

Co je to
@ Pro kaZdy binarni operator je mozné definovat funkci, jez
odpovidd &iste¢né aplikaci funkce na prvni formalni parametr
a funkci, jeZ odpovida ¢astecné aplikaci funkce na druhy
formalni parametr. Témto funkcim se ¥ikd operatorové sekce.

Operatorové sekce

@ PYedpokladejme bindrni operdtor @ a hodnoty p a q
® ::a->b->c
p :: a
q:: b

o Castetnou aplikaci na prvni argument zapiSeme jako (p®)
(pP) = (&) p

o Céstetnou aplikaci na druhy argument zapiSeme jako (&q)
(®dq) = flip (®) q
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Céstetna aplikace — piiklady

Prikladl

@ Jednoduché pouZiti operdtorovych sekci.
(*¥2) 34 ~ 68
(++ll . ll) [;V; s -3 s 10 s ;a;] ~ "VEta."

Priklad2

@ Odvod'te typ nasledujicich funkci, popiste jejich vyznam:
(1.0/)
(‘mod*¢ 3)
(110)
(>0)
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Céstetna aplikace — piiklady

Prikladl

@ Jednoduché pouZiti operdtorovych sekci.
(*¥2) 34 ~ 68
(++ll . ll) [;V; s -3 s 10 s ;a;] ~ "VEta."

Priklad2

e Odvod'te typ ndsledujicich funkci, popiste jejich vyznam:

(1.0/) :: Fractional a => a -> a
(‘mod‘ 3) :: Integral a => a -> a

(110) i [a]l > a

(>0) :: (Num a, Ord a) => a -> Bool
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Binarni operator pro skladani funkci

Skladani funkci

o Zakladni operator funkcionalniho programovani

(.) :: ®->c) >(@->b) >a->c
(D fgx=1f(gx)
Pozorovani

@ Operétor pro sklddani funkci Ize chdpat také jako bindrni.
(.) :: (b->¢c) > (a->b) > (a ->c)

@ Pro operator (.) je mozné definovat operdtorovou sekci.

@ Pouziti operatorové sekce pro operdtor (.) na jiné nez
jednoduché funkce je v8ak velmi matouci a v praxi se
nepouziva.

(.(.)) :: ((a->Db) >a->c) >d) > Md->c) >d
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Binarni operator pro skladani funkci

Skladani funkci

o Zakladni operator funkcionalniho programovani

(.) :: ®->c) >(@->b) >a->c
(D fgx=1f(gx)
Pozorovani

@ Operétor pro sklddani funkci Ize chdpat také jako bindrni.
(.) :: (b->¢c) > (a->b) > (a ->c)

@ Pro operator (.) je mozné definovat operdtorovou sekci.
@ Pouziti operatorové sekce pro operdtor (.) na jiné nez
jednoduché funkce je v8ak velmi matouci a v praxi se &n
YA @ij‘—xﬁ’
nepouziva. @@Q
.(.)) :: ((a->Db) >a->c) >d) > (b->c) >d
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Pozorovani

@ Funkce flip, curry , uncurry, (.) a operdtorové sekce
pouzivame k vytvoreni tzv. bezparametrové definice funkce.

PFfipomenuti bezparametrové definice
@ Funkci £ definovanou s pouZitim formalniho parametru
f x = (not.odd) x
@ Je mozné definovat i bez pouZiti formdlniho parametru
f = (not.odd)

Priklad
f x = (3%x)77
f x = flip (7) 7 (3*x)
fx=flip (°) 7 ((*) 3 x)
fx= () (flip (") 7) ((*) 3) x
fx= () (flip () 7) (3%) x

£f= () (flip (7)) 7) (3%)
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Nepojmenované funkce
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Jednordzové pouZzité pojmenované funkce

Motivace
@ P¥i standardni definici funkce musime tuto funkci pojmenovat.
@ Mnohé funkce, ¢asto jednoduché, pouZijeme jednorazové.

@ Funkce s jednorazovym pouZitim je zbyte¢né pojmenovavat.

P¥iklad
@ Globalni definice a pouZiti jednoduché funkce
fx=xxx +1
map f [1,2,3,4,5] ~ [2,5,10,17,26]
@ Lokalni definice a pouZiti jednoduché funkce
let f x = x*x + 1 in map f [1,2,3,4,5] ~ [2,5,10,17,26]
map f [1,2,3,4,5] where f x = x*x + 1 ~» [2,5,10,17,26]
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Nepojmenované funkce

Co to je
@ Definice funkce v misté jejiho pouZiti bez uvedenf jejiho jména.
o Priklad:
map (\x -> x*x+1) [1,2,3,4,5] ~ [2,5,10,17,26]

Puavod a vSeobecné oznaceni

o Myslenka a teoreticky zaklad pochazi z Lambda kalkulu, proto
se téZ nepojmenovanym funkcim ¥ikd lambda funkce.

@ Principu vytvaFeni lambda funkci, se ¥ikd lambda abstrakce.

Pozorovani

@ Koncept lambda funkci se vyskytuje v mnoha imperativnich
programovacich jazycich, nap¥. C#, SCALA, PHP, ...
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Princip tvorby lambda funkci

Lambda abstrakce
e UvaZme vyraz M, ktery pfedstavuje télo funkce.
M=xxx+1
@ Z téla funkce vytvofime funkci pouZitim lambda abstrakce.
Ax.M = Ax.(x* x + 1)

@ P¥i aplikaci lambda funkce Ax.M na vyraz N, se vSechny volné
vyskyty formalniho parametru x v M nahradi vyrazem N.
Vyskyt prom&nné x je oznalovan jako volny, pokud nenf
v rozsahu Zadné lambda abstrakce.

AXMN=Xx(xxx+1) N=NxN+1

Piklady
o (Mx.xxx+1)3=3%3+1=10.
o (Ax.x+(Ax.x+x)x)5=5+(Ax.x+x)5=5+(5+5) = 15.
° (A\x.34)3=34
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Lambda funkce v Haskellu

Definice a pouziti nepojmenované funkce
@ ) se Spatné pise na klavesnici.
@ V programovacim jazyce Haskell je lambda abstrakce zapsdna
pomoci zpétného lomitka a Sipky:

\ formdlni parametry -> t&lo funkce

Priklady
(\ x => x*x + x*x) 3 ~ ... ~» 18

(\ x -> x False) not ~ not False ~» True

Nepojmenovanou funkci je mozné pojmenovat

f = (\ x -> x*x + x*X)
f3~ ...~ 18
f3~ (\Nxy->x*xx+y) 3~ ...~ 18
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Nepojmenované funkce vyssich Fadi

Pozorovani
@ Vnotend lambda abstrakce vytva¥i funkce vyssich ¥adda.
o (M.(A\y.(x—y))34=(0N\y.B3—y)4=3—-4=-1

Zapis v Haskellu
@ Odvozeny p¥imo z vicendsobné aplikace lambda abstrakce
\x->N\Ny->x-y)
(Nx>N\Ny-—>x-3))34~ ...~ -1

@ Zkraceny z divodu &itelnosti kédu a pohodli programatort

\xy>x-y
(\xy->x-3)34~ ...~ -1
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Nepojmenované funkce a typy

Nepojmenované funkce a jejich typy
@ Obecné plati stejna pravidla jako pro pojmenované funkce.
e Nazev funkce (ani jeho neexistence) nemd vliv na typ funkce.

Efekt lambda abstrakce na typ
o Kazdy formalni parametr v lambda abstrakci p¥ida do typu
vyrazu jeden vyskyt typového konstruktoru -> a novou
typovou proménnou, kterd se navic specializuje podle
kontextu pouZiti konkrétniho formalniho parametru.

Pozorovani
e Typ funkce si Hugs/GHCi umi odvodit z jeji definice.
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Nepojmenované funkce a jejich typy — pfiklady

Priklad 1
’a’ :: Char
A\ x ->a’) :: a -> Char
AN xy->’a’) :: a => b -> Char
(\x > N\y->"’a)) ::a->b->Char

Priklad 2

\xy—>x!ly :: [l -=> Int -> a
\xy->xIly :: Bool -> Bool -> Bool

Priklad 3

Nxy->x.7y) :: (@a->b) > (c->a) >c->b
Nxy-—>xy) :: (a->b) >a-—>b
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Domaci cviéeni

Mentalni cviceni
@ Definujte operatorové sekce pomoci lambda abstrakce.

o ldentifikujte funkce vyssiho ¥adu ve svém kaZzdodennim Zivoté.
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Akumulaéni funkce
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Akumulaéni funkce foldl, foldr

Pozorovani
@ Seznam je posloupnost oddélenych prvki.

@ Motivaci akumula&nich funkci je “spojit” jednotlivé prvky
seznamu dohromady, tj. akumulovat informaci uloZenou
v téchto jednotlivych prvcich do jedné hodnoty.

@ Pocet prvkili seznamu je variabilni, proto se tato akumulace
realizuje pomoci bindrniho operdtoru postupné.

Spojeni hodnot v seznamu pomoci binarni operace

foldll & [x1,x2,...,%n] ~" ((...(x1PBx2)...)BX0—1)Bxn
foldrl @ [x1,%x2,...,%xn] ~" x1®E®(. .. (Xp—1D %) ...))
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Akumulaéni funkce na neprazdnych seznamech

Ptiklady pouziti
foldll (%) [1,2,3,4,5] ~» ... ~» 120
foldll (&&) [True, True, True, False, True] ~~ ... ~» False
foldll (-) [2,3,2] ~ ... ~» -3
foldrl (-) [2,3,2] ~ ... ~» 1
foldrl (min) [18,12,23] ~ ... ~ 12

Funkce foldil1, foldri nejsou definovany pro []

foldll (x) [1 ~ ERROR
foldrl (&%) [J ~ ERROR

Na jednoprvkovych seznamech je to identita s kontrolou typu

foldrl (x) [0] ~» O
foldrl (x) [1] ~» 1
foldrl (*) [True]l ~~ ERROR
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Akumulaéni funkce foldl, foldr

Princip
@ Akumulaéni funkce, které maji fungovat i na prazdnych

seznamech, vyzaduji navic inicialni hodnotu pro proces
akumulace.

@ Smér zdvorkovani urluje i misto pouZiti inicialni hodnoty.

Akumulace hodnot s vyuZitim inicidlni hodnoty
foldl @ v [x1,%2,...,%x:] ~" ((...((VOx1)Bx2)...)Bxs—1) DXp
foldr @ v [x1,%2,...,%] ~" 1@ ®(. .. &X-1B(x,DV))...))
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Akumulaéni funkce na libovolnych seznamech

Priklady
foldl () 0 [1,2,3,4,5] ~ ... ~ 0
foldl (&%) False [True, True, True, True] ~ ... ~- False
foldl (-) 0 [2,3,2] ~ ... ~ =7
foldr (-) 0 [2,3,2] ~ ... ~ 1

Aplikace na prazdné seznamy
foldl max 100 [1 ~~ ... ~» 100

foldr (++) "Nic"[] ~ ... ~» "Nic"
Vysledek mize byt opét seznam!

foldr (:) [] "Coze?"~» ... ~ "Coze?"

foldr (\x y->(x+1):y) [100] [1,2,3] ~ ... ~» [2,3,4,100]
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Definice akumulaénich funkci

foldl :: (a -> b -> a) -> a -> [b] -> a
foldl _v []1 =v
foldl op v (x:s) = foldl op (v ‘op‘ x) s

foldr :: (a -=>b ->b) ->b -> [a] -> b
foldr _ v []1 = v
foldr op v (x:s) = x ‘op‘ foldr op v s

foldll :: (a -> a -> a) -> [a] -> a
foldll op (x:s)

foldl op x s

foldrl :: (a -> a -> a) -> [a] > a
foldrl _ [x] = x
foldrl op (x:s) = x ‘op‘ foldrl op s
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Uzivatelem definované typy
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Riziko nepouZiti uzivatelem definovanych typi

Pozorovani
@ Potitat veskera data reprezentuje Cisly.

@ Programatofi jej dobrovolng, &i nedobrovolng& napodobuji.

Riziko
@ Mnohdy ¢&iselnd reprezentace rlznych hodnot neni pfimocara a
tedy umoZiiuje nechténé zadani neplatnych hodnot.

@ Neplatné hodnoty mohou vzniknout i neopatrnou aplikaci
¢iselnych operaci.

@ Pousziti neplatnych hodnot miize byt nebezpecné.
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Riziko nepouZiti uzivatelem definovanych typt — priklad

Ptiklad
@ Chceme reprezentovat den v tydnu a definovat funkce
pracujici s touto reprezentaci.
@ Mozné &iselné kédovani, je nasledujici:
pondéli = 1, dtery = 2, ..., nedéle =7

@ Funkce zitra (s chybou) a funkce je_pondeli :
zitra :: Int -> Int

zitra x = x+1 -- chyba, ma byt (x+1) ‘mod‘ 7

je-pondeli :: Int -> Bool

je_pondeli x = if (x==1) then True else False

Chyba ve vypoctu
je_pondeli 8 ~~ False

je_pondeli (zitra 7) ~» ... ~» False
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UZivatelem definované typy

Definice typt
@ V Haskellu pomoci klicového slova data .

@ Obecn3 3ablona:
data Nazev_typu = Datové_konstruktory

o Jednotlivé datové konstruktory se oddéluji znakem |

@ Syntaktické omezeni Haskellu: nov& definovany typ i datové
konstruktory musi zadinat velkym pismenem.

P¥iklad
@ Dny v tydnu Ize definovat jako novy typ, ktery ma 7 hodnot.
data Dny = Po | Ut | St | Ct | Pa | So | Ne
@ Hodnoty jsou definovany vyétem.

@ Jsou pouZity nuldrni datové konstruktory — konstanty.
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Definice n-arnich datovych konstruktort

Uzivatelem definované
@ Obecnd Sablona pro n-arni datovy konstruktor:
Jméno Typ; ... Typ,
o Ptiklad typu s terndarnim datovym konstruktorem:
data Barva = RGB Int Int Int

@ Hodnoty typu Barva:
RGB 42 42 42
RGB 12 (-23) 45

Castetna aplikace datového konstruktoru

RGB :: Int -> Int -> Int -> Barva
RGB 23 :: Int -> Int -> Barva
RGB 23 23 :: Int -> Barva

RGB 23 23 23 :: Barva
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Typové konstruktory

Typové konstanty
@ Definici dle Sablony:
data Nazev_typu = Datové_konstruktory
zavadime novy typ s oznalenim Nazev_typu.
@ Nazev_typu je nuldrni typovy konstruktor, typova konstanta.

N-arni typové konstruktory
@ Typové konstruktory jako nap¥iklad -> nebo [1 nedefinuji
typ, pouze p¥edpis jak novy typ vyrobit.

Tvorba typu
o Kazda typova konstanta definuje typ.
o Typ ziskdm také uplnou aplikaci n-arnich typovych
konstruktorti na jiz definované typy.
(=>) Dny Bool = Dny -> Bool
[1 Dny = [Dny]
(->) (Dny -> Bool) [Dny] = (Dny -> Bool) -> [Dny]
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Hodnoty a typy

Tvorba novych hodnot

@ Aplikace datovych konstruktorl vytva¥i nové hodnoty.

Tvorba novych typii
o Aplikace typovych konstruktord vytva¥i nové typy.

Usporadané n-tice a seznamy

@ PouZiva se stejné oznaleni pro typové i datové konstruktory!

’a’ :: Char
[(’a’,’a’),(’a’,’a’)] :: [(Char,Char)] -- datové
[(’a’,’a’), (’a’,’a’)] :: [(Char,Char)] -- typové
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Ptiklad pouZiti uzivatelem definovanych typi

data Policie = Hlidka (String,String) | Oddeleni [Policie]

deriving Show

hil = Hlidka ("Pepa", "Emil")
h2 = Hlidka ("Jason", "Drson")
ol = Oddeleni [h1, h2]

jmena :: Policie -> [String]

jmena (Hlidka (a,b)) = a:b:[]
jmena (Oddeleni []) = []

jmena (Oddeleni (x:s)) = jmena x ++ jmena (Oddeleni s)
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Definice polymorfnich typovych konstruktor(i

Polymorfni typové konstruktory

@ Seznam prvkl typu a, strom hodnot typu a, ...

Definice polymorfnich typovych konstruktorti

@ Definice s vyuZitim typovych proménnych:
data Nazev_typu a; ... a, = ...

@ Typové proménné lIze pouZit pro definici datovych
konstruktord.
Kompletni obecna $ablona

data Tcons a; ... a, = Dcomsi typa,1) tyPau,2) - TYP(1,aritar)

Dconsm typ(m,l) typ(m,2) e typ(m,an‘tam)
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Typovy konstruktor Maybe

Maybe
@ PYeddefinovany undrni polymorfni typovy konstruktor.
data Maybe a = Nothing | Just a

@ Zamyslené pouZiti pro funkce, jejichz hodnota miiZe byt
nedefinovana.

Priklad
@ Chceme osetFit déleni nulou, definujeme novou funkci deleni

deleni :: Fractional a => a -> a -> Maybe a

deleni x y = if (y==0) then Nothing else Just (x/y)

@ Jaky je vysledek aplikace deleni na argumenty 32 a 87
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Typovy konstruktor Maybe

Maybe
@ PYeddefinovany undrni polymorfni typovy konstruktor.
data Maybe a = Nothing | Just a

@ Zamyslené pouZiti pro funkce, jejichz hodnota miiZe byt
nedefinovana.

Priklad
@ Chceme osetFit déleni nulou, definujeme novou funkci deleni

deleni :: Fractional a => a -> a -> Maybe a

deleni x y = if (y==0) then Nothing else Just (x/y)

@ Jaky je vysledek aplikace deleni na argumenty 32 a 87
Just 4.0

@ Pro¢ je nasledujici definice Spatn&?
deleni x y = if (y==0) then Nothing else (x/y)
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Vstup/vystup
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Vstup/vystup a referenéni transparentnost

Referenéni transparentnost

@ Dany vyraz se vZdy vyhodnoti na stejnou hodnotu, bez ohledu
na okoli (kontext), ve kterém je pouZit.

@ Programovaci jazyk Haskell je referenéné transparentni.

Dopady na vstup-vystupni chovani
@ Nelze napsat program, ktery by zpracoval vstup uzivatele
a vyhodnotil se podle zadaného vstupu na riizné hodnoty.
@ Lze napsat program, ktery zpracuje vstup a podle vstupu
vypiSe na vystup riizné vysledky.
@ Hodnoty pfedavané skrze vstup-vystupni akce nesouvisi
s hodnotou vyrazu, ktery tuto vstup-vystupni akci realizuje.
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Typy I00) , I0 a

Vstup-vystupni akce
@ Interakce programu s uzivatelem nebo operaénim systémem.

o Napfiklad vypis textu na termindlu, vytvofeni nového souboru,
nacteni hodnoty proménné prosttedi, ...

Myslenka
@ Pro vstup-vystupni akce je zaveden specidlni typ — 10 a .
@ Tento typ md formalné jednu jedinou textové
nereprezentovatelnou hodnotu, a to vstup-vystupni akci.
@ Vystupni akce maji typ 10 () .
putStrLn "Ahoj!":: I0 ()
@ Vstupni akce maji typ 10 a , kde typovd proménnd a nabyva
hodnoty (typu) podle typu objektu, ktery vstupuje.
getLine :: I0 String
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Vnit¥ni vysledek a vedlejsi efekt

Otazka
o JestliZe getLine nalte Fetézec ze vstupu a pfitom ma
hodnotu vstup-vystupni akce, coZ je hodnota typu 10 a,
konkrétn& zde 10 String , tak potom by nds zajimalo, kde je
onen nalteny Fetézec?
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Vnit¥ni vysledek a vedlejsi efekt

Otazka

o JestliZe getLine nalte Fetézec ze vstupu a pfitom ma
hodnotu vstup-vystupni akce, coZ je hodnota typu 10 a,
konkrétn& zde 10 String , tak potom by nds zajimalo, kde je
onen nac&teny Fetézec?

Odpoveéd
@ Nadlteny Yetézec se uchova jako tzv. vnitini vysledek
provedeni této vstupni akce.

@ Skutecné nalteni Yetézce a zapamatovani si vnitfniho vysledku
je realizovano jako vedlejsi efekt vyhodnoceni vyrazu
getLine .
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Ptistup k hodnoté vnitiniho operatoru
@ Pomoci binarniho operdtoru >>=.

@ Ve vyrazu £ >>= g funguje operdtor >>= tak, Ze vezme
vnitfni vysledek vstupni akce £ a na tento aplikuje undrni
funkci g .

@ Vyraz f >>= g tedy znamena, Ze:

f :: 10 a
g::a->1I0b
f>>=g :: 10D

Operator >>=
@ >>=) :: I0a->(a->I0b) ->1I00b
o Nasledujici zapis je ekvivalentni:
getLine >>= putStr

getLine >>= (\x -> putStr x)
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Nesprdvné pouZiti operdtoru >>=

Otazka
@ Operdtor (>>=) nelze pouZit ke spojeni vstup-vystupni akce a
funkce, kterd nenfi vstup-vystupni akce, pro¢?
o Priklad, takto nelze:
getLine >>= length
getLine >>= (\ x -> length x)
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Nesprdvné pouZiti operdtoru >>=

Otazka
o Operdtor (>>=) nelze pouZit ke spojeni vstup-vystupni akce a
funkce, kterd nenfi vstup-vystupni akce, pro¢?

o Priklad, takto nelze:
getLine >>= length
getLine >>= (\ x -> length x)

Odpoved
@ Hodnota vyrazu je zavisld na zadaném vstupu!
@ Porusuje referen&ni transparentnost.
@ Typové nespravné.
@ Spravné pouziti:
getLine >>= print . length
getLine >>= (\ x -> print (length x))
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Razenf{ vstup-vystupnich akef

Funkce return

@ Prazdna akce, jejiz provedeni ma za cil pouze naplnit hodnotu
vnitfniho vysledku.
return :: a -> I0 a

return [’A’,’h’,’0’,’j’] >>= putStr

Razeni akci, operator >>

Binarni operator, ktery ¥adi vstup-vystupni akce.

Zapomind/ni¢i hodnotu vnit¥niho vysledku.

°
@ Vyraz ma hodnotu posledni (druhé) vstup-vystupni akce.
@ (> ::I0a->I0b->1I00b

°

P¥iklady pouziti:
putStr "Jeje" >> putChar ’!’

getLine >> putStr "nic"
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Zakladni funkce pro vystup

putChar :: Char -> I0 ()

@ ZapiSe znak na standardni vystup.

putStr :: String -> I0 O

@ Zapide Fetézec na standardni vystup.

putStr :: String -> I0 O

@ Zapie Fetézec na standardni vystup a p¥ida znak konec ¥adku.

print :: Show a => a > I0 ()

@ VypiSe hodnotu jakéhokoliv tisknutelného typu na standardni
vystup, a pfidd znak konec ¥adku.

@ Tisknutelné typy jsou instanci tfidy Show .

@ UZivatelem definované typy nutno ozna&it p¥idomkem
deriving Show .
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Zakladni funkce pro vstup

getChar :: IO Char

o Naclte znak ze standardniho vstupu.

getlLine :: IO String

@ Naclte ¥adek ze standardniho vstupu.

getContents :: IO String

o Cte veskery obsah ze standardniho vstupu jako jeden Yetézec.
Obsah je ¢ten ling, tj. aZ kdyZ je pot¥eba.

interact :: (String -> String) -> I0 ()

@ Argumentem funkce interact je funkce, kterd zpracovava
Fetézec a vraci Fetézec.

@ Veskery obsah ze standardniho vstupu je pfedan této funkci a
vysledek vytistén na standardni vystup.

IB015 Uvod do Funkcionalniho programovani — 04 str. 26/32



Prace se soubory

type FilePath = String
@ Definuje typovy alias.

readFile :: FilePath -> I0 String

7 v

@ Natte obsah souboru jako Yet&zec. Soubor je &ten Iing.

writeFile :: FilePath -> String -> I0 (O
@ Zapide fetézec do daného souboru (existujici obsah smaZze).

@ Hodnoty jiného typu neZ string lze konvertovat funkci show .

appendFile :: FilePath -> String -> I0 O
o P¥ipise fetézec do daného souboru.

@ Hodnoty jiného typu neZ string lze konvertovat funkci show .
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Dalsi vstup-vystupni akce

Moduly System a Directory
o Existuji dali vstup-vystupni funkce pro praci s adresidfemi &i
systémovymi proménnymi.
@ Tyto funkce jsou preddefinovany v modulech System a

Directory .

Pouziti modulu
@ Moduly, jejichz funkce chceme pouZit, je tfeba oznadit.
@ Lze to udinit v souboru s globalnimi definicemi pouZitim
klicového slova import .
o Priklad:
import Char
import Directory
main = getDirectoryContents ".." >>=

print . map (\x -> (toUpper.head) x : tail x)
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Zapis pomoci do

Pozorovani

@ Syntaktickd konstrukce do slouZi k alternativnimu zdpisu
vyrazu s operatory >>= a >>.

Nasledujici zapis je ekvivalentni

° putStr "vstup?" >> do putStr "vstup?"
getLine >>= \ x > x <- getLine
putStr "vystup?" >> putStr "vystup?"
getLline >>=\y > y <- getLine
readFile x >>=\ z > z <- readFile x
writeFile y (map toUpper z) writeFile y (map toUpper z)
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Funkce sequence

Funkce sequence
@ Mame-li seznam vstup-vystupnich akci, mizeme je pomoci

funkce sequence provést ddvkové naraz.
@ sequence :: [I0 a] -> IO [al
sequence [] = return []

sequence (a:s) = do x<-a
t <- sequence s

return (x:t)

Ptiklady pouziti
@ V pfipadé& vystupnich akci je vysledkem vyhodnoceni vyrazu
posloupnost vystupdl, viz:
sequence [ putStr "Ahoj", putStr " ",
@ V pfipadé vstupnich akci, je vysledkem vyhodnoceni vyrazu
seznam vstupd, ktery je ulozeny jako vnitfni vysledek
vstup-vystupni akce, viz:
sequence [ getLine, getLine, getLine ] >>= print

putStr "svéte!"]
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Funkce mapM

@ Aplikuje unarni funkci, jejiz vysledkem je vstup-vystupni akce,
na seznam hodnot a vznikly seznam vstup-vystupnich akci
provede.

mapM :: (a -> I0 b) -> [a] -> I0 [b]

mapM f = sequence . map f

Ptiklady pouziti
@ mapM putStr ["Den","Noc"]

vyp%e DenNoc

@ mapM (\ t -> putStr "Aa") [1,2,3,4,5]
vyp@e AaAalalala

@ mapM (\ x->getLine) [1,2] >>= print
po zadani dvou ¥adkl s obsahem radeki a radek2
vypie ["radek1","radek2"]
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Domaci cviéeni

Mentalni cviceni
e Zdiivodnéte (uvédomte si) pro¢ je typ funkci foldr a foldl
takovy, jaky je.

@ Zadefinujte funkci sequence bez pouZiti notace do .

Programovani v Haskellu

@ Definujte funkci, kterd pro 12 mé&si¢nich plati zadanych
seznamem vypo&itd 15% dafi z p¥ijmu s p¥ihlédnutim k tomu,
Ze z celkové vyse ro¢niho pfijmu se dani pouze &ast, kterd
pFevySuje nezdanitelné minimum ve vysi 24 600 K&.

@ Vyhledejte popis funkci obsaZzenych v modulech cChar ,
Directory a I0 a vyzkouSejte je ve svych programech.

@ Napiste program, ktery vyzve uZivatele, aby zadal 16 Cisel
oddélenych mezerou, a poté tyto &isla vypiSe v matici velikosti
4xA4.
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Redukéni strategie
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Redukce, redukéni strategie

Redukéni krok

° Uprava vyrazu, v némz se néktery jeho podvyraz nahradi
zjednodusenym podvyrazem.

e Upravovany podvyraz (redex) ma tvar aplikace funkce na
argumenty, upraveny podvyraz ma tvar pravé strany definice
této funkce do niZ jsou za formalni parametry dosazené
skute¢né argumenty.

Redukéni strategie
o Predpis, ktery urluje jaky podvyraz se bude upravovat
v nasledujicim redukénim kroku.
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Zakladni redukéni strategie

Striktni redukéni strategie
o P¥i tpravé aplikace F X nejdFive lplné upravime argument X.
Teprve nelze-li uZ upravovat argument X, upravujeme vyraz F.
AZ nakonec upravime (podle definice funkce) cely vyraz F X.

@ P¥i tpravé vyrazl( tedy postupujeme zevnitF.

Normalni redukéni strategie
@ Upravovanym podvyrazem je cely vyraz; nelze-li takto upravit
aplikaci F X, upravime nejd¥ive vyraz F, pokud to nestadi k
tomu, abychom mohli upravit F X, upravujeme &aste¢né vyraz
X, ale pouze do té miry, abychom mohli upravit vyraz F X.

o P¥i tpravé vyraz( tedy postupujeme zvnéjsku.
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Lina redukéni strategie

Lind redukEni strategie

@ Normalni redukéni strategii, p¥i niz si pamatujeme hodnoty
upravenych podvyraz(i a Zaddny s opakovanym vyskytem
nevyhodnocujeme vice neZ jednou.

@ VyuzZiva referen&ni transparentnost.

@ Nelze aplikovat na vyrazy s vedlej$im efektem.

Haskell
o PouZiva linou redukéni strategii.

@ Té7 oznaovano jako liné vyhodnocovani.
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P¥iklady vyhodnocovani s riiznou strategii

Definice funkce

@ cube x = x ¥ x * X

Striktni redukéni strategie
® cube (3+5) ~» cube 8 ~» 8 *x 8 *x 8 ~» 64 * 8 ~» 512

Normalini redukéni strategie
@ cube (3+5) ~> (3+5) * (3+5) * (3+5) ~~ 8 x (3+5) * (3+5)
~> 8 % 8 % (3+5) ~» 64 * (3+5) ~» 64 *x 8 ~-» 512

Lina redukéni strategie
@ cube (3+5) ~» (3+5) * (3+5) * (3+5) ~» 8 *x 8 x 8 ~>
64 x 8 ~» 512
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Vliv strategie na vysledek vyhodnocovani

Pozorovani

@ PouZita strategie miiZe ovlivnit chovani programu.

P¥iklad 1

@ UvaZme funkci const
const :: a -> b -> a
const X y = X
@ P¥i striktnim vyhodnocovani dojde k déleni nulou
const 2 (1/0) ~» ERROR
@ P¥i liném vyhodnocovani k nému nedojde
const 2 (1/0) ~ 2
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Vliv strategie na vysledek vyhodnocovani

Pfiklad 2

@ UvaZme funkci undf
undf x :: Int -> Int

undf x = undf x

@ Striktni vyhodnocovani nasledujiciho vyrazu vede k zacykleni
head (tail [undf 1, 4]) =
head (tail (undf 1 : 4 : [1)) ~
head (tail (undf 1 : 4 : [1)) ~

e P¥i liném vyhodnocovani k zacykleni nedojde:
head (tail [undf 1, 4]) =
head (tail (undf 1 : 4 : [1)) =
head (tail (undf 1 : 4 : [1)) ~
head (4 : [1) ~ 4
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Obecné vlastnosti redukénich strategii

Churchova-Rosserova véta
@ Vyslednad hodnota ukonéeného vypoltu vyrazu nezdleZi na
redukéni strategii: pokud vypolet skonéi, je jeho vysledek vZdy

stejny.

Interpretace véty
@ Churchova-Rosserova véta nevylucuje rtizné chovani
vypoctu p¥i rliznych strategiich. P¥i nékterych strategiich
miZe vypocet skondit, pfi jinych cyklit. Nebo je vypotet podle
jedné strategie del3i nez podle jiné. Nikdy vsak nemiize
skondit dvéma riiznymi vysledky.
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Obecné vlastnosti redukénich strategii

O perpetualité
o JestliZze pro néjaky vyraz M existuje redukéni strategie,
s jejimz pouzitim se dprava vyrazu M zacykli, pak se tento
vypolet zacykli i s pouzitim striktni redukéni strategie.

Interpretace véty
o Véta o perpetualité ¥ikd, Ze z hlediska moznosti zacykleni
vypoltu je striktni redukéni strategie nejméné bezpeéna. Kdyz
se pri jejim pouZiti vypolet nezacykli, pak se nezacykli ani pfi
7adné jiné strategii.
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Obecné vlastnosti redukénich strategii

O normalizaci

o JestliZze pro néjaky vyraz M existuje redukéni strategie,
s jejimz pouZzitim se Uprava vyrazu M nezacykli, pak se tento
vypolet nezacykli ani s pouZitim normalni redukéni strategie.

Interpretace véty

@ Véta o normalizaci Fikd, Ze z hlediska moznosti zacykleni
vypoltu je normalni redukéni strategie nejbezpetnéjsi. To
neznamenad, Ze by se s jejim pouZitim vypocet zacyklit
nemohl; z véty v8ak plyne, Ze kdyZ se to stane a vypoclet se
i pfi normalni redukéni strategii zacykli, pak se zacykli i pfi
kazdé jiné strategii.
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Liné vyhodnocovani

Jiny pohled
e P¥i poutZiti [iné/normalini redukeni strategie je vyraz
vyhodnocen az v okamziku, kdy je potfeba pro dalsi vypocet.

@ Pr¥istup, ktery jde nad rdmec redukéni strategie.

Ptiklady
@ Liné Cteni Fetézce ze vstupu:
getContents :: IO String
@ Liné vyhodnocovani Boolovskych operatorii v imperativnich
programovacich jazycich.
(True OR (1/0)) = True
(open(...) OR die) — "umre"pokud open selZe.
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Liné vyhodnocovani a nekone¢né datové struktury

Nekoneéné datové struktury
@ Vyhodnoceni vyrazu az v okamZiku, kdy je potfeba pro dalsi
vypolet, umoZiiuje manipulaci s nekone¢nymi datovymi
strukturami.

o Ptikladem nekonetné datové struktury je nekonecny seznam.

Ptiklad

@ Seznam nekone&né& mnoha jednicek:
jednicky = 1 : jednicky

@ Vyhodnoceni vyrazu jednicky se zacykli pfi kazdé strategii:
jednicky ~- 1:jednicky ~» 1:1:jednicky ~» ---

@ Ale je-li vyraz jednicky podvyrazem vétsiho vyrazu, tak se

jeho vyhoceni pfi liné strategii nemusi zacyklit.

head jednicky = head jednicky ~» head (1:jednicky) ~-» 1
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P¥iklady definice nekoneénych seznam

Nekoneény rostouci seznam vsech pfirozenych dcisel

@ nats = 0 : zipWith (+) nats jednicky

5 .. nats
1 .. Jjednicky
6

Wl N
Sl W
Gl = &

== o

1
+ 1
0 2

Fibonacciho posloupnost

@ fibs = 0 : 1 : zipWith (+) fibs (tail fibs)
5 .. fibs
8 .. tail fibs

llw N
| o1 W

1
2
3

N = =

13
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Funkce generujici nekoneéné seznamy

Nekoneéné opakovani jednoho prvku
@ repeat :: a -> [a]

repeat x = x : repeat x

Nekonecné opakovani seznamu

@ cycle :: [a]l —> [al

cycle x = x ++ cycle x

Opakovana aplikace funkce

@ iterate :: (a -> a) > a -> [a]

iterate f z = z : iterate f (f z)
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P¥iklady

Alternativni definice

@ jednicky = repeat 1

jednicky = iterate (+0) 1

jednicky = iterate (id) 1
jednicky = cycle [1]

nats = iterate (+1) 0

Dalsi priklady

@ take 10 (iterate (*2) 1) ~*
@ take 5 (iterate (’a’:) [1) ~~
@ take 10 (iterate (*(-1)) 1) ~*

@ take 8 (cycle "Ha ") ~*
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P¥iklady

Alternativni definice

@ jednicky = repeat 1

jednicky = iterate (+0) 1

jednicky = iterate (id) 1
jednicky = cycle [1]

nats = iterate (+1) 0

Dalsi priklady

@ take 10 (iterate (*2) 1) ~* [1,2,4,8,16,32,64,128,256,512]
@ take 5 (iterate (’a’:) [1) ~* ["","a","aa","aaa","aaaa"]
@ take 10 (iterate (*(-1)) 1) ~* [1,-1,1,-1,1,-1,1,-1,1,-,1]

@ take 8 (cycle "Ha ") ~»* "Ha Ha Ha"
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Zapis seznamii
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Z3apis seznamu vyctem

Prosty vycet
@ Zapis pomoci zdkladnich datovych konstruktord (:) a [1.
1:2:3:4:5:[]
e Ekvivalentni zkraceny zépis (syntaktickd zkratka pro totéz).
[1,2,3,4,5]

Hromadny vycet
@ Seznamy hodnot, které Ize systematicky vyjmenovat
(enumerovat) Ize zadat tzv. hromadnym vyé&tem.

@ Seznamy zadané enumeraéni funkci enumFromTo
enumFromTo 1 12 ~* [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12]
enunFromTo ’A’ ’Z’ ~* "ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ"

@ Vsechny usporadatelné typy jsou enumerovatelné.
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Enumeraéni funkce a syntaktické zkratky

Nekoneéna enumerace
@ Enumerovat Ize i hodnoty typl s nekone¢nou doménou.

@ Hromadnym vyctem lze definovat nekone¢né seznamy.

nats = enumFrom O

Enumerace s udanym vzorem

o Udanim druhého prvku lze definovat vzor enumerace:
take 10 (enumFromThen 0 2) ~* [0,2,4,6,8,10,12,14,16,18]
enumFromThenTo 0 3 15 ~* [0,3,6,9,12,15]

Ptehled enumeraénich funkci a syntaktickych zkratek

Enumeraéni funkce Typ Zkratka
enumFrom m Enum a => a->[a] [m..]
enumFromTo m n Enum a => a->a->[a] [m..n]
enumFromThen m m’ Enum a => a->a->[al [m,m’>..]
enumFromThenTo m m’ n Enum a => a->a->a->[al] [m,m’..n]
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Intenzionalni z4pis seznamu

Intenzionalni definice seznamu

@ Prvky seznamu jsou generovany spole¢nym pravidlem, které
predepisuje jak prvky z néjaké nosné mnoZiny pfepsat na
prvky generovaného seznamu.

o P¥iklad: prvnich deset ndsobkd &isla 2
[ 24n | n <- [0..9] ]

Obecna Sablona
@ [ definiZni_vyjraz | generator a kvalifikatory ]

@ Za kaZdy vygenerovany prvek vyhovujici viem kvalifikatoriim
se do definovaného seznamu p¥ida jedna hodnota defini¢niho
vyrazu.

@ Defini¢ni vyraz miZe a nemusi pouZit generované prvky.

o Kuvalifikdtory a generdtory se vyhodnocuji zleva doprava.
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Kvalifikdtory — Generatory

Generator
@ nova_prom&nna <- seznam nebo vzor <- seznam

@ Definuje novou promé&nou pouZitelnou bud v defini¢nim

vyrazu nebo v libovolném kvalifikatoru vyskytujicim se vpravo.

@ Nova proménnd postupné nabyva hodnot prvki v seznamu.

e V pfipadé pouZiti vzoru, se vygeneruje tolik instanci, kolik
prvki v seznamu odpovida pouZitému vzoru.

Kombinace vice generatorti
@ P¥i pouZiti vice generatord se generuji vdechny kombinace.

@ Potadi kombinaci je ddno uspo¥adanim generator( v definici.

@ Nejvyssi vahu ma generator vlevo, smérem doprava vaha klesa.
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Kvalifikdtory — Predikdty a lokdlIni definice

Predikat
e Vyraz typu Bool .
o Miize vyuZzit promé&nné definované od predikatu vlevo.

@ Vygenerované instance, které nevyhovuji predikatu, nebudou
brany v potaz pro definici vysledného seznamu.

Lokalni definice
@ let novad_promé&nnd = vyraz

@ Definuje novou promé&nou pouZitelnou bud v definiénim
vyrazu nebo v libovolném kvalifikatoru vyskytujicim se vpravo.

e Vyraz miiZe vyuZit proménné definované vlevo.
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P¥iklady 1/3

@ [n°2 | n<-[0..3]1]
~* [0,1,4,9]

[ (c,k) | c<-"abc", k<-[1,2] ]
~* [Ca’,1),(2’,2),(°b’,1),(°b’,2),(°c’,1),(’c?,2)]

@ [ 3*n | n<-[0..6], odd n ]
~* [3,9,15]

@ [ (myn) | m<-[1..3], n<-[1..3], n<=m ]
~" [(1,1),(2,1D,(02,2),(3,1),(3,2),(3,3)]

[ (myn) | m<-[1..3], n<-[1..m] ]
~* [(1,1),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2),(3,3)]

o [ (x,y) | z<-[0..2], x<-[0..2z], let y=z-x ]
~»* [(0,0),(0,1),(1,0),(0,2),(1,1),(2,0)]
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P¥iklady 2/3

@ [ replicate n c | c<-"xyz", n<-[2,3] ]

~ ¥ [IIXXII s "xxx" s Ilyyll s ||yyyu s Mgzt s "ZZZ"]

@ [ replicate n ¢ | n<-[2,3], c<-"xyz"]

~ ¥ [IIXXII s llyyll s Nzt s "yxx" s ||yyy|| s Ilzzzll]

o [ x*2 | [xI<-[0],[2,3],[4],[1,1..1,00,[7],[0..1] 1
~* [16,49]

e [0 | O<-[01,[2,3],[41,[0..1,[1,[51]1 1
~* [0,0]

@ [ x°3 | x<-[0..10], odd x ]

~* [1,27,125,343,729]

@ [ x°3 | x<-[0..10], odd x, x<1 ]
~* 1
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P¥iklady 3/3

Redefinice znamych funkci
@ length :: [a] -> Int
length s = sum [ 1 | _ <= s ]

@ map :: (a->b) -> [a] -> [b]

map £f s =[f x| x<-s]

@ filter :: (a->Bool) -> [a] -> [a]
filter ps =[x | x < s, px]

@ concat :: [[al] -> [a]

concat s = [ x | t <- s, x <-t ]

Nové funkce
@ isOrdered :: Ord a => [a] -> Bool
isOrdered s = and [ x<=y | (x,y) <- zip s (tail s) ]

@ samohlasky :: String -> String
samohlasky s = [ v | v <- s, v ‘elem‘ "aeiouy"]
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prvkil v seznamu — Quicksort

Ukol
o Napiste funkci, kterd p¥i aplikaci na kone¢ny seznam
usporadatelnych hodnot vrati seznam téchto hodnot
usporadanych operdtorem <.

Regeni
@ Funkce gSort sefadi seznam hodnot vzestupné.
@ gSort :: Ord a => [a] -> [al
gSort [1 = []
gSort (p:s) = gSort [ x | x<-s, x<p ]
++ [p] ++

gSort [ x | x<-s, x>=p ]

IB015 Uvod do Funkcionalniho programovani — 05 str. 26/35



Prvodisla — Eratosthenovo sito

23 4567
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@ Pro kazdé p, 2 < p € N plati: p je prvocislo, pravé kdyz p
neni nasobkem Zadného prvolisla mensiho neZ p.

@ es :: Integral a => [a] -> [a]

es (p:t) =p : es [ n | n<-t, n‘mod‘p/=0 ]

primes = es [2..]
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QuickCheck
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Testovani programi programem QuickCheck

Myslenka programu QuickCheck
@ Generovani ndhodnych hodnot.

@ Testovani chovani programu na daném poctu téchto hodnot.

Testovana vlastnost
@ Unarni funkce, ktera vraci hodnotu typu Bool .
@ Hodnota True indikuje spravny vysledek, False nespravny.

@ MdiZe volat jiné funkce.

Standardni pouziti

import Test.QuickCheck

quickCheck (\z -> muj_program z == ocekavany_vysledek)
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Typova specializace

Typova specializace a QuickCheck

@ Generovani ndhodnych hodnot je moZné pouze pokud je
pfesné zndm jejich typ.

@ Vlastnosti testované programem QuickCheck nesmi byt
polymorfniho typu, tj. je tfeba je typové specializovat.

Typova specializace

@ Uvedeni typu v globalni definici nebo za typovany vyraz.
@ Typoveé specializovat lze i funkce.

Ptiklady typové specializace

Vyraz Typ

4 Num a => a
4::Int Int

N\ z >z ==2) Eq a => a -> Bool
(\ z -> z == 2z):: Int->Bool Int -> Bool
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QuickCheck — ptiklad pouZiti

Testované vlastnosti
@ propl :: Int -> Bool
propl = (x+1)*(x+1) == x*x + 2%x + 1

@ prop2 :: Float -> Bool

prop2 = (x+1)*(x+1) == x*x + 2*%x + 1

Pouziti programu quickCheck v interpretru
@ quickCheck propl
0K, passed 100 tests.

@ quickCheck prop2
Falsifiable, after 9 tests:
-2.166667
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Nahodné hodnoty

Generovani nahodnych hodnot

@ QuickCheck umi generovat ndhodné hodnoty &iselnych typi a
z nich umi konstruovat ndhodné seznamy a usporadané n-tice.

Ndahodné hodnoty typu Char

@ Pro ndhodné hodnoty typu cChar je t¥eba prohlasit typovou
tfidu cChar za instanci tfidy Arbitrary .

import Data.Char
instance Arbitrary Char where
arbitrary = choose (’\32°, ’\1287)

coarbitrary c = variant (ord c ‘rem‘ 4)

e Pouziti na hodnoty typu Char
quickCheck (\z->z==’a’)
Falsifiable, after O tests:
Jt)
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Pokrotilé pouziti programu QuickCheck

Pocet testi
o Prednastaveny pocet testl miiZe byt nedostate¢ny.

@ Definice procedury s v&tsim pottem test(:
myCheck = check (defaultConfig { configMaxTest = 10000})

@ PouZiti nové testovaci procedury:
myCheck (\z->z/=’a’)
Falsifiable, after 212 tests:

3a)

el

” Ukecané” testovani
@ P¥i testovani vypisuje pouzité hodnoty

verboseCheck (\z->z/="aa")

IB015 Uvod do Funkcionalniho programovani — 05 str. 33/35



Domaci cvieni 1/2

Definice seznamu

@ Definujte seznam vSech uspofadanych dvojic p¥irozenych &isel
tak, aby dvojice byly v definovaném seznamu uspo¥adany dle
nasledujiciho schématu:

(1,1)

2,1

3,1)

(%))

(5,1)

o Napovéda: soucet &isel v dvojici je po diagondle shodny a
postupné se zvySuje o jedna.
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(1,2)

(2,2)

(3,2)

4,2)

1,3)

2,3)

3,3)

(1,4)

(2,4)

(1,5
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Domaci cviceni 2/2

QuickCheck
e Programem QuickCheck ovéfte, Ze dvojice (3,4) a (4, 3) jsou
v seznamu uvedeny ve spravném poradi.

@ Programem QuickCheck ovéfte, Ze ndhodn& generované
dvojice dvojic pFirozenych ¢&isel jsou v seznamu uvedeny ve
spravném poradi.

Nédpovéda: dvojice s &isly < 1 automaticky vyhovuji testu.

Verze s lexikografickym uspofadanim
@ Opakujte celé zadani s tim, Ze dvojice jsou v seznamu
usporadany lexikograficky:

(a,b) < (c,d)<=(a<c)V(a=cAb<d)

o Vysvétlete nastaly problém s testovdnim.
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1B015 Uvod do funkcionalniho programovani

Casovi slo¥itost, Typové t¥idy, Moduly

Ji¥i Barnat
Libor Skarvada



Casova slozitost
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Casova sloZitost

Podstata

o Casovd slozitost funkce popisuje délku vypo&tu v nejhordim
p¥ipadé vzhledem k velikosti vstupnich parametrd.

Délka vypoctu v nejhorSim pripadé
o Maximalni pocet reduk&nich krokl pfes vSechny moZné
vypolty aplikace programu na vstupni parametry stejné
velikosti.
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Casova sloZitost

Podstata

o Casovd slozitost funkce popisuje délku vypo&tu v nejhordim
p¥ipadé vzhledem k velikosti vstupnich parametrd.

Délka vypoctu v nejhorSim pripadé
o Maximalni pocet reduk&nich krokl pfes vSechny moZné
vypolty aplikace programu na vstupni parametry stejné
velikosti.

Na délce zalezi!
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Funkce pro reverzi seznamu

Reverze seznamu funkce reverse’
@ reverse’ :: [a] -> [a]
reverse’ [] = []
reverse’ (x:s) = reverse’ s ++ [x]
@ (++) :: [a]l -> [a]l -> [al
1 +t=1¢t

(x:8) ++ t = x : (s++t)

Reverze seznamu funkce reverse

@ reverse :: [a] -> [a]
reverse = rev []
where rev s [] = s

rev s (x:t) = rev (x:8) t
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Reverze seznamu funkci reverse’

reverse’ :: [a]l -> [a]
reverse’ [] = []

reverse’ (x:s) = reverse’ s ++ [x]

(++) :: [a] -> [a] —> [a]
[T +t=1¢t
(x:8) ++ t = x : (s++t)

reverse’ [1,2,3]

~» reverse’ [2,3] ++ [1]

~  (reverse’ [3] ++ [2]) ++ [1]

~  ((reverse’ [] ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]
~ ([0 ++ [3]1) ++ [2]) ++ [1]

~ o ([3] ++ [2]) ++ [1]

~ (30 ([T ++ [2])) ++ [1]

~ (3 [2]) ++ [1]

3 ¢ ([2] ++ [11)
~ 3 (2 ([1 ++ [110
~ 3 :(2: 1D = [3,2,1]
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Reverze seznamu funkci reverse’

@ Délka vypoctu funkce pfi aplikaci na seznam délky n.
e n+l1

reverse’ [1,2,3]

reverse’ [2,3] ++ [1]

(reverse’ [3] ++ [2]) ++ [1]
((reverse’ [ ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]
(0 ++ 3D ++ [2D) ++ [1]

([3] ++ [2]) ++ [1]

$838

$

(3 ¢ ([1 ++ [2])) ++ [1]
(3 = [21) ++ [1]

i3

3 ¢ ([2] ++ [1D)
~ 83 (2 0 ([T ++ [11)
~ 3 (21D
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Reverze seznamu funkci reverse’

@ Délka vypoctu funkce pfi aplikaci na seznam délky n.
entl+1

reverse’ [1,2,3]

~» reverse’ [2,3] ++ [1]

~  (reverse’ [3] ++ [2]) ++ [1]

~  ((reverse’ [1 ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]
~ ([ ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]

~ (3] ++ [2]) ++ [1]

~ (3 ([1 ++ [2])) ++ [1]

~ (3 [2]) ++ [1]

3 ¢ ([2] ++ [1])
~ o 83 (2 0 ([T ++ [11)
~ 3 (21D
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Reverze seznamu funkci reverse’

@ Délka vypoctu funkce pfi aplikaci na seznam délky n.
entl+1+42

reverse’ [1,2,3]

reverse’ [2,3] ++ [1]

(reverse’ [3] ++ [2]) ++ [1]
((reverse’ [1 ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]
(C[0 ++ [31) ++ [2]) ++ [1]

$88%

$

([3] ++ [2]) ++ [1]
(3: ([ ++ [2D) ++ [1]
(3:[2D) ++ [1]

3 : ([2] ++ [1])
3 : (2 : ([1 ++ [11)
3:(2: M1

i3

§4d
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Reverze seznamu funkci reverse’

@ Délka vypoctu funkce pfi aplikaci na seznam délky n.
oent+tl+14+24+3+...+n

reverse’ [1,2,3]

reverse’ [2,3] ++ [1]

(reverse’ [3] ++ [2]) ++ [1]
((reverse’ [1 ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]
(C[0 ++ [31) ++ [2]) ++ [1]

([3] ++ [2]) ++ [1]

(3 = ([1 ++ [2])) ++ [1]
(3 = [21) ++ [1]

3 ([2] ++ [1])
3:(2: (01 ++[1D)
3:(2:[1)

$d 8 88

§4d
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Reverze seznamu funkci reverse’

@ Délka vypoctu funkce pfi aplikaci na seznam délky n.
oentl+14+2+3+..+n

reverse’ [1,2,3]

~» reverse’ [2,3] ++ [1]

~  (reverse’ [3] ++ [2]) ++ [1]

~  ((reverse’ [1 ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]
~ ([ ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]

~ ([3] ++ [2]) ++ [1]

~ (3 ([1 ++ [2])) ++ [1]

~ (3 [2]) ++ [1]

3 ¢ ([2] ++ [1D)
~ o 83 (2 0 ([T ++ [11)
~ 3 (2 [1D)
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Reverze seznamu funkci reverse

reverse :: [a]l -> [a]
reverse = rev []
where rev s [] = s

rev s (x:t) = rev (x:s) t

reverse [1,2,3]
rev [] [1,2,3]
rev [1] [2,3]

rev [2,1] [3]

rev [3,2,1]1 []
[3,2,1]

$88 88
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Reverze seznamu funkci reverse

o Délka vypoctu funkce pfi aplikaci na seznam délky n.
o1

reverse [1,2,3]
rev [] [1,2,3]
rev [1] [2,3]
rev [2,1] [3]
rev [3,2,1] []
[3,2,1]

8388
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Reverze seznamu funkci reverse

o Délka vypoctu funkce pfi aplikaci na seznam délky n.
el +n

reverse [1,2,3]
rev [1 [1,2,3]
rev [1] [2,3]

rev [2,1] [3]

rev [3,2,1] []
[3,2,1]

8388
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Reverze seznamu funkci reverse

o Délka vypoctu funkce pfi aplikaci na seznam délky n.
el+n+1

reverse [1,2,3]
rev [1 [1,2,3]
rev [1] [2,3]

rev [2,1] [3]

rev [3,2,1] []
[3.2,1]

8388

IB015 Uvod do Funkcionalniho programovani — 06 str. 8/37



Reverze seznamu funkci reverse

o Délka vypoctu funkce pfi aplikaci na seznam délky n.
el+n+1

reverse [1,2,3]
rev [1 [1,2,3]
rev [1] [2,3]

rev [2,1] [3]

rev [3,2,1] []
[3,2,1]

§ 8888
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Asymptoticky rist funkci

Pozorovani

@ P¥i urlovani Casové slozitosti algoritmii je nepraktické a asto
i obtizné urlovat tuto sloZitost pfesné.

@ Funkce vyjadfujici délku vypoétu vzhledem k velikosti
parametru klasifikujeme podle asymptotického chovani.

Asymptoticky rist funkci

@ P¥i zapisu funkéni hodnoty v proménné n rozhoduje
nejrychleji rostouci €len. U néj navic zanedbavame kladnou
multiplikativni konstantu.

@ Podle toho hovofime o funkcich linedrnich, kvadratickych,
exponencialnich apod.
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Ptehled asymptotickych funkci

’ t(n) ‘ rist funkce t ‘
1, 20, 729, 2% konstantni
2logn+5, 3log, n+ log,(log, n) logaritmicky
n, 2n+1, n++/n linedrni
nlogn, 3nlogn+6n-+9 n log n

polynomidlni
n’, 3n°+4n—1, n*+10logn kvadraticky
n,  nP+3n kubicky
on
(1%\/5) ’ exponencidlni
3n
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Asymptoticka sloZitost reverse a reverse®

reverse’

@ Potet redukénich krokl vyrazu reverse’ [xi,...,x,] na
kazdém seznamu délky n je

n+3n+2

n+1+1+2+43+ +n= >

SloZitost funkce reverse’ je kvadraticka vzhledem k délce
obraceného seznamu.

reverse

@ Potet redukénich krokl vyrazu reverse [xi,...,x,] na kazdém
seznamu délky n je

l1+n+1=n+2

SloZitost funkce reverse je linedrni vzhledem k délce
obraceného seznamu.
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Pocitani mocniny

Definice funkci

mocnina’

Int -> Int -> Int

mocnina’ m 0 = 1

mocnina’ m n = m * mocnina’ m (n-1)

mocnina ::

Int -> Int -> Int

mocnina m 0 = 1

mocnina m n = if even n then r else m * r

where r = mocnina (m * m) (n ‘div‘ 2)

Slozitost vypo&tu vzhledem k exponentu

@ SloZitost funkce mocnina’ je linearni.

@ SloZitost funkce mocnina je logaritmicka.
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Vypocet Fibonacciho &iselné fady

Definice funkci

fib’ :: Integer -> Integer
fib’ 0 = 0
fib? 1 =1

fib’ n = £fib’ (n-2) + £ib’ (n-1)

fib :: Integer -> Integer
fib=£f01
where f a _ 0 = a
fabk=£fb (a+tb) (k-1)

Slozitost vzhledem k argumentu
@ SloZitost funkce fib’ je exponencialni.

o SlozZitost funkce fib je linearni.
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Nejhorsi p¥ipad

Pozor
o Casové sloZitost popisuje délku vypocétu v nejhor$im pripadé
pro danou velikost argumentu.

Ptiklad
@ VyZetfujeme asovou sloZitost funkce ins vzhledem k jejimu
druhému parametru.
@ Funkce ins zafazuje prvek do sefazeného seznamu.
ins :: Int -> [Int] -> [Int]
ins x [1 = [x]

ins x (y:t) = if x <=y thenx : y : t elsey : ins x t
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Nejhorsi p¥ipad

Razné délky vypoctu
@ Pocet kroki pfi volani ins x [x1, ..., x.] je rlizny.
o Nejkratsi vypotet ma délku 3:
ins 1 [2,4,6,8] ~° [1,2,4,6,8]
@ Nejdelsi vypocet ma délku 3n + 1:
ins 9 [2,4,6,8] ~>***' [2,4,6,8,9]

Casova slozitost

o Casovd slozitost funkce ins je linedrni vzhledem k velikosti
jejiho druhého argumentu (tj. vzhledem k délce seznamu).
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Casova slozitost a redukéni strategie

Pozorovani
e Casova sloZitost zavisi nejen na algoritmu (zpisobu definovani
funkce), ale také na redukeni strategii.

Ptiklad
@ UvaZme funkci pro uspofadani prvki v seznamu pomoci
postupného za¥azovani.

inssort :: Ord a => [a] -> [a]
inssort = foldr ins []
where ins x [] = [x]
ins x (y:t) = if x <=y then x : y : t
elsey : ins x t

@ Princip ¥azeni funkci inssort
inssort [x1, X2, ..., Xn—1, Xnl
~ foldr ins [1 [x1, %2, ..., Xn—1, Xnl
~>ML ins x; (ins x» (...(ins x,; (ins x, [1))...))
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P¥iklad zavislosti ¢asové sloZitosti na redukéni strategii

Definice funkce

@ inssort :: Ord a => [a] -> [a]
inssort = foldr ins []
where ins x [] = [x]

ins x (y:t) = if x <=y thenx : y : t

else y : ins x t

@ minim = head . inssort

Striktni vyhodnocovani (nejhor¥i pfipad — seznam je klesajici)

minim [x;, ..., x,]
s (head.inssort) [x1,...,X%Xn]
s head (inssort [x1,...,X,])
s head (foldr imns [] [x1,...,%Xn])
ntl head (ins x; (...(ins x,—2 (ins x,-1 (ins x,[1)))...))
3041 head (ins x; (...(ins x,—» (ins x,—1 [x,1))...))
31l head (ins x; (...(ins x,—2 [xp,%X,—11)...) )
3241 head (ins x1 (...[Xp,Xn—1,Xn—2]...) )

~3(n=2)+1  head (ins

3=+ head [x,,..

~ Xn

x1 [xp,...,x2] )
')XIJ
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P¥iklad zavislosti ¢asové sloZitosti na redukéni strategii

Definice funkce

@ inssort :: Ord a => [a] -> [a]
inssort = foldr ins []
where ins x [] = [x]

ins x (y:t) = if x <=y thenx : y : t
else y : ins x t

@ minim = head . inssort

Liné vyhodnocovani (nejhorsi pfipad — nejmensi prvek na konci)

minim [x1,...,%n]
s (head.inssort) [x1,...,%n]
~ head (inssort [x1,...,xn])
~ head (foldr ins [] [x1,...,%n])
~M1  head (ins x; (...(ins x,_» (ins x,—1 (ins x, [1)))...) )
s head (ins x; (...(ins x,—» (ins x,—1 (x, : [1)))...) )
s head (ins x; (...(ins xh—2 (x, : (ins x,—1 [1)))...) )
~ (..., : (ins xp—2 (ins x,—1 [1)))...) )

head (ins x1

w.3 head (ins x3 (x, :(ins x; (ins x3 (...(ins x,-1[1)...)))))
~ head ( x, : (ins x; (dns x» (... (ins x,-1 [1)...))))
~ Xn
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P¥iklad zavislosti ¢asové sloZitosti na redukéni strategii

Striktni vyhodnocovani

@ Polet redukénich krokid vyrazu minim [x1,...,x,] je:
n—1
3n® +n+ 10
3 1 3k+1)+1=—-———
+n+ +kz;)( +1)+ 5

@ P¥i striktnim vyhodnocovani mé funkce kvadratickou &asovou
sloZitost.

Liné vyhodnocovani

@ Pocet redukénich krokl vyrazu minim [xi,...,x,] je€:
34n+14+1+43(n—1)+1=4n+3

@ P¥i liném vyhodnocovani ma funkce linearni ¢asovou sloZitost.
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Vliv redukéni strategie na ¢asovou sloZitost

Pozorovani
@ Neni pravda, Ze ¢asovd sloZitost vypocltu se pfi liném a
striktnim vyhodnocovani vzdy lisi.
@ Pokud se Casova sloZitost lisi, mizZe se liit vic neZ o jeden
¥adek ve zmifiované tabulce asymptotickych rlstd funkei.

Priklady
e Konstantni (lin&) versus exponencidlni (striktng):

f n = const n (fib’ n)
@ Linearni lin& i striktné:
length [ai,...,as]
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Typové tridy
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P¥ipomenuti klasifikace typi

Monomorfni typy

@ not :: Bool -> Bool
(&%) :: Bool -> Bool -> Bool

Polymorfni typy

@ length :: [a]l -> Int
flip :: (a ->b ->¢c) ->b ->a ->c

Kvalifikované typy
@ (==), (/=) :: Eq a =>a->a -> Bool
sum, product :: Num a => [a] -> a
minimum, maximum :: Ord a => [a] -> a
print :: Show a => a -> I0 ()
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Typové tridy

Vyznam
o Identifikuji spole¢né vlastnosti riiznych typ(.
@ UmozZiiuji definici funkci polymorfnich typl ziZenych na typy
pozadovanych vlastnosti.

Programatorsky vyznam
@ Definice a pouZiti typovych t¥id umoZiiuji sdilet kéd funkci,
které délaji totéZ, avsak pracuji s hodnotami riznych typa.

@ Sdileni kédu funkci, které délaji totéz,
by mél byt svaty gral vsech programatora.
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Ptiklad typové tfidy a jejiho vyuZiti

Typova trida Eq
@ class Eq a where
(==), (/=) :: a -> a -> Bool
x /=y = not (x ==y)

P¥idruzeni typi k typové t¥idé (deklarace instance)

@ instance Eq Bool where

False == False = True
True == True = True
_ == _ = False

@ instance Eq Int where

(==) = primEqInt

@ instance (Eq a, Eq b) => Eq (a,b) where
(x,y) == (u,v) =x==u&& y==v
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Vyuziti typové tfidy jinou typovou tfidou

Typova tfida Ord vyuZivajici typovou tfidu Eq
@ class (Eq a) => Ord a where
(=), =), (), () :: a ->a —> Bool
max, min :: a -> a -> a

X >y =y <=Xx

x<y=x<=y&&x/=y
X>y=y<X

max x y = if x>= y then x else y
min x y = if x<= y then x else y

Deklarace instance
@ instance Ord Bool where
False <= _ = True
_ <= True = True
_ <= _ = False
@ instance (0Ord a, Ord b) => 0rd (a,b) where
(x,y) <= (u,v) =x<u |l (x==u&& y<=v)
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P¥enos vlastnosti typu na sloZeny typ

Pozorovani

@ Instanciaci lze p¥enést vlastnosti typu na sloZené typy.

Ptiklad
@ Rozsifeni usporadatelnosti hodnot typu na uspofadatelnost
seznami hodnot daného typu.
@ instance (Ord a) => Ord [a] where
[1 <= _ = True
(_:)) <= []1 = False
(x:8) <= (y:t) =x <y |l (x ==y && s <= t)
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Obecnd definice typové tfidy a deklarace instance

Definice typové tfidy

@ class (Cla,...,Cka)=> Ca
where Opj : typq
op, i typ,
default;
default,

Deklarace instance

@ instance (Cl ai, ..., C ak) = Ctyp
where valdgﬂ
valdef,
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P¥etiZeni

Pretizeni

o Ma-li tfida vice neZ jednu instanci, jsou jeji funkce pFetizeny.

Pfetizeni operaci
@ Jedna operace je pro nékolik rliznych typt operandii
definovdna obecné rliznym zplsobem.

@ To, kterd definice operace se pouZije p¥i vypoltu, zavisi na
typu operandd, se kterymi operace pracuje.

@ Srovnej s parametricky polymorfnimi operacemi, které jsou
definovany jednotn& pro vSechny typy operandd.
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Ptiklad pretizeni operace

Typova tfida Num

@ class (Eq a, Show a) => Num a where
), (), *) ::a->a->a

negate, abs, signum :: a -> a

PtetiZeni operaci pfi deklaraci instanci

@ instance Num Int where

(+) = primPlusInt

@ instance Num Integer where

(+) = primPlusInteger

@ instance Num Float where

(+) = primPlusFloat
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Implicitni deklarace instance

Implicitni deklarace instance

@ V Haskellu Ize deklarovat datovy typ jako instanci typové t¥idy
(nebo vice typovych t¥id) téZ implicitn&, pomoci klausule
deriving v definici datového typu.

@ PYi implicitni deklaraci instance se poZadované funkce definuji
automaticky podle zpisobu zdpisu hodnot definovaného typu

@ Funkce (==) se p¥i implicitni deklaraci instance realizuje jako
syntaktickd rovnost.

Priklad
@ data Nat = Zero | Succ Nat
deriving (Eq, Show)
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Moduly a modularni navrh programu
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Modularni navrh

Motivace

@ Oddéleni nezavislych, znovupouZitelnych, logicky ucelenych
¢asti kédu do separatnich celki — moduli.

Zapouzdfeni

@ P¥i definici modulu je nutné explicitné vyjmenovat funkce,
které maji byt viditelné a pouzitelné mimo rozsah modulu,
tzv. exportované funkce.

@ Ostatni funkce a datové typy definované v modulu nejsou
z vnéjsku modulu viditelné.

o Moduly by mély exportovat jen to, co je nutné.

o Modul miZe exportovat hodnoty, typy a typové konstruktory,
typové a konstruktorové t¥idy, jména moduld.
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Definice Modulu v Haskellu

Obecna definice

@ module Jméno (exporty, ..., export, ) where

import M; spec:

import M, specm

globalni_deklarace

Automatické doplnéni definice

@ Neni-li uvedena hlavi¢ka, doplni se
module Main (main) where
@ Nevyskytuje-li se mezi importovanymi moduly My, ...M,
modul Prelude , d0p|nll se

import Prelude
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Hlavni funkce
@ Program musi mit definovanou hlavni funkci — funkci main .

@ Pravé jeden modul v programu musi byt Main .

Modul Main

@ Modul Main musi exportovat hodnotu
main :: I0 7

pro n&jaky typ 7, (obvykle 7= ().
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P¥iklad modulu — Datovy typ Fifo

Datovy typ Fifo

e Datovy kontejner (struktura, kterd uchovava prvky)
pfistupovany operacemi vloz prvek a vyber prvek.

@ Prvky jsou z datové struktury odebirdny v tom poradi, ve
kterém byly vkladany.
@ First-In-First-Out = FIFO

@ Operace by mély mit konstantni &asovou sloZitost.

Realizace v Haskellu
@ Definice modulu Fifo

@ PouZiti modulu:

import Fifo
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P¥iklad Modulu — Datovy typ Fifo

module Fifo (FifoTyp, emptyq, headq, enqueue, dequeue) where
data FifoTyp a = Q [a] [a]

emptyq :: FifoTyp a
emptyq = Q [1 []

enqueue :: a —> FifoTyp a -> FifoTyp a
enqueue x (Q h t) = Q h (x:t)

headq :: FifoTyp a -> a

headq (Q (x:.) ) =x

headq (Q [] [1) = error "headq: prazdna fronta"
headq (Q [] t) = headq (Q (reverse t) [])

dequeue :: FifoTyp a -> FifoTyp a
dequeue (Q (-:h) t) = Q h t
dequeue (Q [1 []) = error "dequeue: prazdna fronta"

dequeue (Q []1 t) = dequeue (Q (reverse t) [])
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Domaci cviéeni

Domaci cviceni

@ PYiprava na vnitro-semestralni pisemku!
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1B015 Uvod do funkcionalniho programovani

A zase ta REKURZE ...

Ji¥i Barnat
Libor Skarvada



Jiny pohled na rekurzivni funkce
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Rekurze pfipomenuti

Rekurze

@ Definice funkce, nebo datové struktury, s vyuZitim sebe sama.

P¥iklad
@ Funkce 1ength , kterd p¥i aplikaci na seznam vraci jeho délku,

je definovana rekurzivné:

length :: [a] -> Integer
length [1 =0
length (_:s) = 1 + length s
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Rekurze a zacykleni vypoctu

Zacykleni vypoctu
@ Ne kazdé pouziti definovaného objektu na pravé stran&
definice je smysluplné.

@ Nespravné pouziti miZe vést k nekonec¢nému vyhodnocovani,
které nema Zadny efekt — vypocet cykli.

Ptiklad
@ Nespravné pouziti rekurze ve funkci length’ :
length’ :: [a] -> Integer
length’ [] =0
length’ x = length’ x

@ P¥i aplikaci length’ na neprdzdny seznam vypocet cykli.

IB015 Uvod do Funkcionalniho programovani — 07 str. 4/32



Kruh versus spirdla

Pozorovani

@ Rekurze se nékdy predstavuje jako definice kruhem. Lépe je
v8ak predstavit si rekurzi jako spirdlu.

@ P¥i vypoltu rekurzivniho vyrazu, ktery necykli, se vypocet
pohybuje " po spirdle” a nevyhnutelné spéje k jejimu konci.

Demonstrace

length [4,3,2,1]

+

+
+
+

[}
N e

1

1
1
1

+

+
+
+

+ length [3,2,1]

length [2,1]

1 + length [1]

1 + 1 + length []
1+1+0
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Kruh versus spirdla

Pozorovani
@ Rekurze se nékdy predstavuje jako definice kruhem. Lépe je
v8ak predstavit si rekurzi jako spirdlu.
@ P¥i vypoltu rekurzivniho vyrazu, ktery necykli, se vypocet
pohybuje " po spirdle” a nevyhnutelné spéje k jejimu konci.

Demonstrace
length [4,3,2,1]

= 1 + length [3,2,1]
=1+ 1 + length [2,1]
=1+ 1+ 1+ length [1]
=1+1+1+ 1+ length []
=1+1+1+1+0
=4
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Kruh versus spirdla

Pozorovani

@ Rekurze se nékdy predstavuje jako definice kruhem. Lépe je
v8ak predstavit si rekurzi jako spirdlu.

@ P¥i vypoltu rekurzivniho vyrazu, ktery necykli, se vypocet
pohybuje " po spirdle” a nevyhnutelné spéje k jejimu konci.

Demonstrace

length

N e e

[4,3,2,1]
+ length [3,2,1]

+

+
+
+

1

1
1
1

+

+
+
+

length [2,1]

1 + length [1]

1 + 1 + length []
1+1+0
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Kruh versus spirdla

Pozorovani

@ Rekurze se nékdy predstavuje jako definice kruhem. Lépe je
v8ak predstavit si rekurzi jako spirdlu.

@ P¥i vypoltu rekurzivniho vyrazu, ktery necykli, se vypocet
pohybuje " po spirdle” a nevyhnutelné spéje k jejimu konci.

Demonstrace

length [4,3,2,1]

+ length [3,2,1]

1 + length [2,1]

1 + 1 + length [1]

1 +1+ 1+ length []

+
+
+
+1+1+1+0

[}
[ R ol = o
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Kruh versus spirdla

Pozorovani

@ Rekurze se nékdy predstavuje jako definice kruhem. Lépe je
v8ak predstavit si rekurzi jako spirdlu.

@ P¥i vypoltu rekurzivniho vyrazu, ktery necykli, se vypocet
pohybuje " po spirdle” a nevyhnutelné spéje k jejimu konci.

Demonstrace

length [4,3,2,1]

+ length [3,2,1]

1 + length [2,1]

1 + 1 + length [1]
1+ 1+ 1 + length []

+
+
+
+1+1+1+0

[}
[ el e R =

IB015 Uvod do Funkcionalniho programovani — 07 str. 5/32



Rekurzivni definice funkci

Pozorovani

@ Uv&doméni si toho, co udava vzdalenost od stfedu pomysiné
spiraly, je kli¢ k sprdvnému pouziti rekurze.

Rekurze ve funkci 1ength
@ Vzdailenost od stfedu odpovida délce zbyvajici ¢asti seznamu.
@ S kaZzdym dal3im rekurzivnim voldnim funkce se seznam, ktery
je argumentem funkce, zkracuje.

@ Funkce 1ength je tedy jednou nevyhnutelné volana pro
prazdny seznam, coZ je volani, které rekurzi zastavi.
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Definice rekurzivni funkce

2 Easti definice
@ P¥i definice rekurzivni funkce je nutné si uvédomit, co je

stfedem spiraly, tj. kde se ma vypodet rekurzivni funkce
zastavit, a jak se k tomuto stfedu bude vypocet blizit.

P¥iklad — 2 &asti definice funkce length

e Ukonéeni rekurzivniho vypottu (stfed spirdly)
length [1 = []

@ Jedno rekurzivni volani (pfFibliZzeni se o "jednu otacku")
length (x:s) = 1 + length s

P¥iklad — 2 ¢asti definice v jednom vyrazu
@ Obé &asti v jednom ¥adku definice

f1 x = if (odd x) then x else f1 (x/2)
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Pozndmky za hranici triviality

Rekurzivni funkce a vétveni

@ V pfipadé, Ze se vypodlet funkce vétvi, vzdalenost od stfedu
pomyslné spirdly musi klesat s kaZdou vétvi.

Funkce s nekonec¢nou rekurzi

@ Teoreticky je moZné pouZit rekurzi pro realizaci nekone¢ného
cyklu. V praxi v8ak toto ¥eseni nefunguje vzhledem k omezené
velikosti paméti, pro uchovavani navratovych adres.
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Pozndmky za hranici triviality

Vzdalenost od stfedu

@ To, Ze pomyslna vzdalenost od stfedu klesa, nemusi nutné
znamenat, e datova struktura, se kterou rekurzivni funkce
pracuje, se zmensuje.

Ptiklad

@ Je-li cilem algoritmu opakovanym délenim celku dosdhnout
uritého poctu dilki, poclet dilkl p¥i kazdém dé&leni roste.

@ Vzdalenost od stfedu pomysIné spirdly Ize v tomto p¥ipad&
identifikovat jako poclet déleni, které zbyva k dosaZeni
cilového poctu.

@ . VSimnéme si, Ze pokud se p¥i kazdém kroku zdvojndsobi
pocet dilkd, jejich pocet roste vzhledem k poctu rekurzivnich
kroki exponencidlné.
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Pozndmky za hranici triviality

Pozadi rekurze
@ Struktura, podle niZ se ¥idi rekurze, nemusi byt spojena
s Uplnym uspo¥adanim.
e Musi v3ak byt dobfe zaloZena (well-founded), coz znamen3,

Ze v ni neexistuje nekone¢né dlouhd klesajici posloupnost
prvkd.

P¥iklad
@ MnoZina v8ech podmnoZin dané mnoZiny je pouze &aste¢né
usporadana vzhledem k inkluzi, av8ak postupné odebirani

prvki z libovolné podmnoZiny nevyhnutelné dospéje k prazdné
mnozing.
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Rekurzivni datové struktury
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Stejné principy rekurze

Pozorovani

@ Pro definici rekurzivnich datovych struktur (hodnot
rekurzivnich typi) plati podobnd pravidla jako pro definice
rekurzivnich funkci.

Opacny smér
@ Vytvareni hodnot rekurzivniho datového typu probihd od
stfedu pomyslné spirdly smérem ven.
@ Rekurzivni datovd struktura ma zakladni (bazovou) hodnotu.

e Zakladni hodnota je rozvijena rekurzivnim pravidlem.
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Klasicky pohled na seznam

@ Prazdna, konelna, pfipadné nekonetnd posloupnost prvki
stejného typu.

Rekurzivni pohled na seznam
@ [1 je seznam.

@ ( a : seznam ) je seznam.

Demonstrace
l
[11 =1 : [1

[2,1] = 2 : [1]
[3,2,1] = 3 : [2,1]
[4,3,2,11 = 4 : [3,2,1]
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Klasicky pohled na seznam

@ Prazdna, konelna, pfipadné nekonetnd posloupnost prvki
stejného typu.

Rekurzivni pohled na seznam
@ [1 je seznam.

@ ( a : seznam ) je seznam.

Demonstrace
[1
[11 =1:]

[2,1] = 2 : [1]
[3,2,11 = 3 : [2,1]
[4,3,2,11 = 4 : [3,2,1]
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Klasicky pohled na seznam

@ Prazdna, konelna, pfipadné nekonetnd posloupnost prvki
stejného typu.

Rekurzivni pohled na seznam
@ [1 je seznam.

@ ( a : seznam ) je seznam.

Demonstrace
[1
[11 =1 : [1
[2,1] = 2:[1]

[3,2,11 = 3 : [2,1]
[4,3,2,11 = 4 : [3,2,1]
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Klasicky pohled na seznam

@ Prazdna, konelna, pfipadné nekonetnd posloupnost prvki
stejného typu.

Rekurzivni pohled na seznam
@ [1 je seznam.

@ ( a : seznam ) je seznam.

Demonstrace
[1
[11 =1 : [1

[2,1] = 2 : [1]
[3,2,11 = 3 :[2,1]
[4,3,2,11 = 4 : [3,2,1]
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Klasicky pohled na seznam

@ Prazdna, konelna, pfipadné nekonetnd posloupnost prvki
stejného typu.

Rekurzivni pohled na seznam
@ [1 je seznam.

@ ( a : seznam ) je seznam.

Demonstrace
[1
[11 =1 : [1

[2,1] = 2 : [1]
[3,2,11 = 3 : [2,1]
[4,3,2,1]1 = 4 :[3,2,1]
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Rekurzivni datové struktury

Pozorovani

@ Rekurzivni nahlizeni na seznam se miiZe jevit jen jako
mentalni h¥i¢ka.

Stromy jako rekurzivni datové struktury
@ Mnoho problémii je pfirozené Yesit s vyuzitim jiné rekurzivné
definované datové struktury — binarniho stromu.

@ Nelinearni rekurzivni datova struktura.
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Bindrni stromy

Rekurzivni definice binarniho stromu
@ Prazdny strom je binarni strom
@ Hodnota a k ni asociovany levy a pravy binarni strom je

binarni strom
Ptiklad
Graficky zadany binarni strom.
E oznaZujeme jako koFen stromu E

E, B a J jsou vnit#ni vrcholy stromu / \

D, G a W oznalujeme jako listy B

J
Levy a pravy bindrni strom asociovany \ / \
s danou hodnotou oznalujeme jako D G w
levy a pravy podstrom.

Bindrni stromy asociované k hodnotam D, G, W a levy
podstrom asociovany s hodnotou B jsou prazdné stromy.
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Binarni stromy v Haskellu

Definice datového typu BinTree a
data BinTree a = Empty | Node a (BinTree a) (BinTree a)

Pt¥iklady hodnot definovaného typu
tc :: BinTree Char @
tc = Node’e’
(Node ’i’ Empty (Node ’c’ Empty Empty) ) o o
(Node *j’ (Node ’d’ Empty Empty)
(Node ’r’ Empty Empty)) 0
tn :: BinTreeInt °

tn = Node4
(Node 2 (Node 0 Empty Empty) o
(Node 3 Empty Empty))
(Node 7 Empty (Node 9 Empty Empty))
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Funkce pro praci s rekurzivnimi datovymi strukturami

Problém
@ Chceme definovat funkci, kterd p¥i aplikaci na hodnotu typu
BinTree Int zvy$i o jedna v8echny hodnoty uloZené v uzlech
stromu.

Jak takovou funkci definovat?
e Vyctem hodnot nelze — moZnych hodnot je nekone¢n& mnoho.
treeP1¢ :: Num a => BinTree a -> BinTree a
treeP1‘ Empty = Empty
treeP1¢ (Node x) Empty Empty = Node (x+1) Empty Empty

@ Rekurzivné, rekurzi vedeme podle struktury stromu
treePl :: Num a => BinTree a -> BinTree a
treePl Empty = Empty
treeP1 (Node x left right)

= Node (x+1) (treePl left) (treePl right)

IB015 Uvod do Funkcionalniho programovani — 07 str. 17/32



Funkce treezipwith

POpiS funkce treezipwith
@ Funkce treezipwith pomoci bindrni operace op vytvofi ze
dvou stromii novy strom, jehoZ struktura bude priinikem obou
stromi a v jehoZ uzlech budou vysledky aplikace operace op
na hodnoty uzlli ze stejné pozice v obou stromech.
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Funkce treezipwith

Definice funkce treezipwith

@ treezipwith :: (a->b->c) ->BinTreea->BinTreeb->BinTreec
treezipwith op (Node vl 11 r1) (Node v2 12 r2)
= Node (vl ‘op‘ v2) (treezipwith op 11 12)
(treezipwith op rl r2)
treezipwith _ _ _ = Empty

Priklad

treezipwith (+) Q ° AN
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Funkce Inodes

Popis funkce 1nodes

@ Funkce 1nodes vytvoFi ze seznamu stromi jeden strom
seznami, tj. strom, jehoZ struktura bude prinikem vSech
strom{ ze seznamu a v jehoZ uzlech budou seznamy hodnot
z uzl( na odpovidajicich pozicich.

Pviklad

@
lnodes o ° / / o o M
G
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Funkce Inodes

Definice funkce 1nodes

@ 1lnodes :: [ BinTree a ] -> BinTree [a]
lnodes = foldr (treezipwith (:)) niltree

where niltree = Node [] niltree niltree

Pviklad

‘QD : : »
tnodes | (7 1) 1 ] G/QC?Wﬂbab

o B OGO
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Dokazovani rekurzivnich programii
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Dokazovdni spravnosti programi

Fakta
e Ové&fovani spravnosti navrZenych algoritmil je soutast prace
programatora.
@ Testovani je nedokonalé.
@ Spravnost algoritmu miZeme prokazat napfiklad tim, Ze ji
formdlng (= s matematickou presnosti) dokazeme.

Dikaz koreknosti algoritmu

@ Dokazujeme, Ze pokud vypocet algoritmu na platnych
vstupech skondi, tak algoritmus vraci korektni vysledek.
O algoritmu, ktery ma tuto vlastnost ¥ikdme, Ze je €astecné
spravny.

@ Pokud je algoritmus &aste¢né spravny a dokazeme, Ze na
platnych vstupech sviij vypolet vidy skonéi, pak fikdme, Ze
algoritmus je tplné spravny.
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Rekurze a matematicka indukce

Pozorovani

@ Pro dikazy &astetné spravnosti i terminace rekurzivnich funkci
se pouzivd matematicka indukce.

Matematicka indukce

o Matematickd indukce je metoda dokazovani tvrzeni, kterd se
pouziva, pokud chceme ukazat, Ze dané tvrzeni plati pro
v8echny prvky dobfe zaloZené rekurzivné definované
nekonené posloupnosti. (Jako jsou napf¥iklad p¥irozend &isla.)

Princip matematické indukce
o UkdZeme platnost tvrzeni pro bazovou hodnotu.

o UkaZeme, Ze tvrzeni se pt¥endsi p¥i aplikaci rekurzivniho kroku.

T(0) aT(i) = T(i+1) = T(0), T(1), T(2), ...
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Priklad

Pozorovani
o Kli¢ovym problémem p¥i pouZiti matematické indukce je
identifikace toho, podle ¢eho ma byt indukce vedena.

e Napov&d&t miize misto rekurzivniho volani funkce, nebot
rekurze a matematickd indukce spolu tzce souvisi.

Ptiklad
@ DokaZte, Ze pro kazda dvé pfirozena &isla x a y takova, Ze
x > 0 plati, Ze funkce fpow aplikovand na argumenty x a y
vrati hodnotu x”.
@ fpow :: Integer -> Integer -> Integer
fpow x 0 =1
fpow x y = x * fpow x (y-1)
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Priklad

Pozorovani
o Kli¢ovym problémem p¥i pouZiti matematické indukce je
identifikace toho, podle ¢eho ma byt indukce vedena.

e Napov&d&t miize misto rekurzivniho volani funkce, nebot
rekurze a matematickd indukce spolu tzce souvisi.

Ptiklad

@ DokaZte, Ze pro kazda dvé pfirozena &isla x a y takova, Ze
x > 0 plati, Ze funkce fpow aplikovand na argumenty x a y
vrati hodnotu x”.

@ fpow :: Integer -> Integer -> Integer
fpow x 0 =1
fpow x y = x * fpow x (y-1)

e Dikaz povedeme indukci vzhledem k hodnoté y.
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P¥iklad — Bazovy krok

Bazovy krok, T(0)
@ Necht y=0, a necht x je libovolné.
@ fpow x y se redukuje dle fpow x 0 = 1 na hodnotu 1.
e x% =1, pro libovolné x.

o Tudiz pro y = 0 tvrzeni plati.
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P¥iklad — Indukéni krok

Indukéni krok, T(i)=>T(i+1)

Dokazujeme, Ze pokud tvrzeni plati pro hodnotu /i, pak tvrzen{
plati i pro hodnotu i/ 4 1. Platnost tvrzeni pro hodnotu i se
oznacuje jako indukéni predpoklad.

Platnost tvrzeni pro hodnotu i ¥ika, 2 fpow x i ~»* x' pro
libovolnou hodnotu x.
fpow x (i+1)

~» x * fpow x (i+1-1)

. dlelP i
~~ x * fpow x 1 = x * X

s L
Ukazali jsme, Ze pokud tvrzeni plati pro i, pak plati i pro i + 1.
Z platnoti bazového kroku a vlastnosti matematické indukce
plyne, Ze pro libovolnou hodnotu x tvrzeni plati pro viechny

hodnoty y.
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Dalsi ptiklady
Véta 1
@ Jsou-li s, t dva konetné seznamy stejného typu a délek, a
oznalime-li m = length S, n = length t, pak
length (s ++ t) = m + n.
@ Diikaz veden indukci podle délky seznamu s.
Véta 2
@ Pro kaZdé tfi seznamy s, t, u plati rovnost
(s ++ t) ++ u = s ++ (t ++ u).
@ Dikaz veden indukci podle délky seznamu s

Véta 3
@ Pro kaZdy seznam s a celé &islo m > 0 plati

take m s ++ drop m s = s.

o Diikaz veden indukci podle m.
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A to je konec ...
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Zavérem

Co jsme se dozvédéli ...
@ Funkcionalni vypocetni paradigma.

@ Solidni zaklady programovaciho jazyka Haskell.

Cim jesté nam byl kurz prosp&sny ...
@ Spravné funkcionalni ndvyky pro programovani pouZijeme
v imperativnich programovacich jazycich.

@ Mentalni posilovna.
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Kudy dal?

IB016 Semina¥ z funkcionalniho programovani

@ Programovéni v Haskellu

IA014 Funkcionalni programovani
o Teoretické zaklady funkcionalniho programovani
@ Implementace funkciondlnich jazyki

@ Vybrané techniky funkcionalniho programovani
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Podé&kovani

Ptfednasejiciho studentiim
@ Za vzornou dochdzku a pfipravu jak na prednasky, tak i na

vnitrosemestralni a zkouskové pisemky a za celkové poctivy
pfistup ke studiu.

Studenti pfednasejicimu
@ Formou zpétné vazbou naptiklad vyplnénim studentské ankety
a upozornénim na zasadni, ale i okrajové nedostatky jak
prednasejiciho, tak i jim pFipravenych studijnich materiald.
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