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Sekce

Organizace kurzu
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Ćıle kurzu

Ćıle kurzu

Kurz seznamuje posluchače s funkcionálńım programovaćım
paradigmatem. Toto paradigma má p̌rivést studenty
k funkcionálńım návyk̊um, které využij́ı p̌ri pozděǰśı tvorbě
věťśıch programových celk̊u i v imperativńıch jazyćıch.
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Schopnosti absolventa

Schopnosti absolventa

Rozuḿı funkcionálńımu výpočetńımu paradigmatu.

Je schopen dekomponovat výpočetńı problém na jednotlivé
funkce a tuto schopnost použ́ıvá p̌ri vytvá̌reńı vlastńıch kódů,
zejména nepouž́ıvá COPY-PASTE techniku programováńı.

Má základńı znalost programovaćıho jazyka Haskell.
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Kontext v rámci FI

Předpoklady

Možné úspěšně absolvovat bez znalosti programováńı

Znalost sťredoškolské matematiky

Navazuj́ıćı p̌redměty

IB016 Seminá̌r z funkcionálńıho programováńı

IA014 Funkcionálńı programováńı
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Požadavky na ukončeńı

Forma ukončeńı

Závěrečný ṕısemný test

Vnitrosemestrálńı ṕısemný test (! nelze opakovat)

Povinné domáćı úlohy

Povinná účast na cvičeńı

Požadavky na úspěšné ukončeńı

Všechny aktivity jsou bodovány

Možnost źıskat extra body ve cvičeńıch

Nutno źıskat 48 bodů ze 100+.
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Zdroje a učebńı materiály

http://haskell.cz/

Zápisky k IB015
[http://www.fi.muni.cz/~libor/vyuka/IB015/zapisky.pdf]

Structure and Interpretation of Computer Programs
[http://mitpress.mit.edu/sicp/full-text/book/book.html]

Thompson, Simon. Haskell: the craft of functional
programming.
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Sekce

Co znamená programovat?
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Programováńı a programovaćı jazyk

Programováńı

Vytvá̌reńı a zápis postupu řešeńı problému s takovou úrovńı
detail̊u a p̌resnosti, aby tento popis mohl být mechanicky
vykonáván strojem, zejména poč́ıtačem.

Zápis postupu = zdrojový kód programu.

Programovaćı jazyk

Uměle vytvǒrený jazyk pro p̌resný a jednoznačný zápis
programů člověkem.
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Co znamená umět programovat?

Schopnost programovat

Mentálńı schopnost nacházet mechanicky proveditelné
postupy za účelem řešeńı daného problému.

Schopnost p̌resně formulovat postupy v daném
programovaćım jazyce.

Volba a znalost programovaćıho jazyka

Programovaćıch jazyk̊u je mnoho.

Volba programovaćıho jazyka klade omezeńı na způsob
formulace zamýšlených postupů.
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Riziko moderńı doby

Riziko

Dokumentace k programovaćım jazyk̊um jsou snadno
dostupné i ve formě tutoriál̊u, avšak samotné dokonalé
poznáńı programovaćıho jazyka nedělá dokonalého
programátora.
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Riziko moderńı doby

Riziko

Dokumentace k programovaćım jazyk̊um jsou snadno
dostupné i ve formě tutoriál̊u, avšak samotné dokonalé
poznáńı programovaćıho jazyka nedělá dokonalého
programátora.

Nedokonalé vs. dokonalé
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Riziko moderńı doby

Riziko

Dokumentace k programovaćım jazyk̊um jsou snadno
dostupné i ve formě tutoriál̊u, avšak samotné dokonalé
poznáńı programovaćıho jazyka nedělá dokonalého
programátora.

Nedokonalé vs. dokonalé
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Programovaćı jazyky

Klasifikace

Imperativńı — C/C++, Java, Perl, php, . . .

Funkcionálńı – Haskell, OCaML, Erlang, Lisp, . . .

Logické – Prolog, . . .

Kombinované – C#, Scala, . . .

. . .

Jakým jazykem mluv́ı poč́ıtač?

Strojový kód. Program ve strojovém kódu je posloupnost č́ısel.

Pro spuštěńı programu je poťreba provést p̌reklad zdrojového
kódu programu do strojového kódu procesoru.

Překlad se realizuje pomoćı p̌rekladače nebo interpretru.

Pro každý programovaćı jazyk je poťreba jiný
p̌rekladač/interpretr.
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Překladače a interpretry

Překladač

Pro soubor se zdrojovým kódem programu vytvǒŕı soubor
obsahuj́ıćı popis programu ve strojovém kódu.

Výsledný soubor je spustitelný.

Pracuje se soubory.

Interpret

Pro daný výraz / p̌ŕıkaz vytvǒŕı odpov́ıdaj́ıćı p̌reklad do
strojového kódu a ihned jej provede.

Nevytvá̌ŕı výsledný spustitelný soubor.

Často má možnost pracovat interaktivně.

Pracuje s jednotlivými p̌ŕıkazy/výrazy.
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Př́ıklad p̌rekladu a interpretace

Programovaćı jazyk Haskell

Překladač – ghc.

Interaktivńı interpretr – hugs, ghci.

Neinteraktivńı interpretace – runhugs.

Překladače programovaćıho jazyka C/C++

GNU C++ Compiler (g++, gcc)

Intel C++ Compiler

Microsoft Visual C++ Compiler
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Sekce

Funkce
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Co je to funkce?

Funkce v programováńı

Funkce je p̌redpis jak z nějakého vstupu vytvǒrit výstup.

Transformace vstupů na výstupy muśı být jednoznačná.

Př́ıklady funkćı

f x = x*(x+2)

objemkvadru a b c = a*b*c

...
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S č́ım funkce pracuj́ı

Typ funkce

Vymezeńı objekt̊u, se kterými daná funkce pracuje a které
vraćı na výstup, je součást́ı definice funkce. Mluv́ıme o tzv.
typu funkce.

Př́ıklady

Funkce, která otoč́ı obrázek o 90 stupňů směru vpravo.
rotate90r :: Obrázek -> Obrázek

Objem kvádru.
objemkvadru :: Čı́slo × Čı́slo × Čı́slo -> Čı́slo

Počet hran polygonu.
hranypolygonu :: Polygon -> Celé čı́slo
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Aplikace funkce – p̌ŕıklad

Předpoklady

rotate90r :: Obrázek -> Obrázek

hranypolygonu :: Obrázek -> Celé čı́slo

:: Obrázek

Aplikace funkćı

rotate90r =

hranypolygonu = 3
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Funkce jako základńı stavebńı kameny

Pozorováńı

Složitěǰśı úkony lze realizovat pomoćı jednoduš̌śıch operaćı.

Složitěǰśı funkce lze definovat složeńım jednoduš̌śıch.
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Funkce jako základńı stavebńı kameny

Pozorováńı

Složitěǰśı úkony lze realizovat pomoćı jednoduš̌śıch operaćı.

Složitěǰśı funkce lze definovat složeńım jednoduš̌śıch.

Skládáńı – cesta ke složitěǰśım objekt̊um a funkćım
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Skládáńı funkćı

Operátor .

f1 ( f2 x ) = (f1 . f2) x

Čteme jako ,,f1 po f2”.

Př́ıklad

Mějme funkci double, která vezme obrázek a vytvǒŕı nový
obrázek zkoṕırováńım původńıho obrázku dvakrát vedle sebe.

double :: Obrázek -> Obrázek

double =

Novou funkci rotate and double můžeme definovat takto:

rotate and double :: Obrázek -> Obrázek

rotate and double x = (double . rotate90r) x

rotate and double =
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Skládáńı funkćı a priority operaćı v Haskellu

Skládáńı funkćı

Je možné zapsat bez explicitńıho uvedeńı parametru.

Tj. definici

rotate and double x = (double.rotate90r) x

lze zapsat také jako

rotate and double = double.rotate90r

POZOR na prioritu vyhodnocováńı v Haskellu

Aplikace funkce na parametry má nejvyš̌śı prioritu.

double.rotate90r = double.(rotate90r )  ERROR

Závorky kolem výrazu double.rotate90r jsou p̌ri aplikaci na
hodnotu nutné.
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Př́ıklady

(rotate and double . rotate and double) =

((double . double) . double) =

(double . hranypolygonu) =
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Př́ıklady

(rotate and double . rotate and double) =

((double . double) . double) =

(double . hranypolygonu) =
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Př́ıklady

(rotate and double . rotate and double) =

((double . double) . double) =

(double . hranypolygonu) =
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Př́ıklady

(rotate and double . rotate and double) =

((double . double) . double) =

(double . hranypolygonu) = ERROR
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Př́ıklady – pokračováńı

Jak lze pomoćı double, rotate90r a vyrobit následuj́ıćı?

a)

b)
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Terminologie

Typová signatura:

rotate and double :: Obrázek ->Obrázek

Jméno funkce

rotate and double x = (double.rotate) x

Tělo funkce

rotate and double x = (double.rotate) x

Definice funkce

rotate and double x = (double.rotate) x
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Terminologie – pokračováńı

Formálńı parametr

rotate and double x = (double.rotate) x

Aktuálńı parametr

rotate and double

Výraz

rotate and double

Podvýraz

rotate and double (rotate and double )
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Sekce

Funkcionálńı programováńı v Haskellu
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Funkcionálńı výpočetńı paradigma

Funkcionálńı výpočetńı paradigma

program = výraz + definice funkćı

výpočet = úprava (zjednodušováńı) výrazu

výsledek = hodnota (nezjednodušitelný tvar výrazu)

Př́ıklad programu

definice funkćı

square x = x * x

pyth a b = square a + square b

výraz
pyth 3 4
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Výpočet funkcionálńıho programu

Program

definice funkćı

square x = x * x

pyth a b = square a + square b

výraz
pyth 3 4

Výpočet

pyth 3 4  square 3 + square 4  3 * 3 + square 4  

 3 * 3 + 4 * 4  9 + 4 * 4  9 + 16  

 25
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Základy Haskellu – Lokálńı definice

Lokálńı definice

Definuj́ı symboly (funkce, konstanty) pro použit́ı v jednom
výrazu, vně tohoto výrazu jsou tyto symboly nedefinované.

Lokálńı definice maj́ı vyš̌śı prioritu než globálńı definice.

V Haskellu pomoćı let ... in a where

let definice in výraz

let fcube x = x * x * x in fcube 12

let fcube x = x * x * x in let c = 12 in fcube c

let fcube x = x * x * x; c = 12 in fcube c

výraz where definice

fcube 12 where fcube x = x * x * x

fcube c where fcube x= x * x * x; c = 12
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Základy Haskellu – Základńı datové typy

Č́ısla

Integer – libovolně velká celá č́ısla

Int – celá č́ısla do velikosti slova procesoru

Float – reálná č́ısla

Fractional – racionálńı č́ısla

Znaky a řetězce

Char – znak, p̌ŕıklady hodnot: ’a’, ’2’, ’>’

String – řetězec, nap̌ŕıklad: "Toto je řetězec."

String je totéž co [Char]

Pravdivostńı hodnoty

Bool

Typ Bool má pouze 2 hodnoty: True a False
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Základy Haskellu – V́ıcěrádkové definice

Př́ıklad

Definujte funkci jedna nebo dva, která vraćı True pokud
dostane na vstupu č́ıslo 1 nebo 2, jinak vraćı False.

jedna nebo dva :: Integer -> Bool

jedna nebo dva 1 = True

jedna nebo dva 2 = True

jedna nebo dva = False

V́ıcěrádkové definice funkćı

Na ḿıstě formálńıch parametr̊u se použij́ı tzv. vzory.

Použije se prvńı vzor, který vyhovuje.

Symbol vyhovuje libovolnému parametru.

Lze použ́ıt pro větveńı výpočtu.
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Základy Haskellu – Větveńı výpočtu

Podḿıněný výraz

if podḿınka then výraz1 else výraz2

podḿınka – výraz, který se vyhodnot́ı na hodnotu typu Bool

výraz1 se vyhodnot́ı pokud se podḿınka vyhodnot́ı na
hodnotu True, výraz2 se vyhodnot́ı, pokud se podḿınka
vyhodnot́ı na hodnotu False.

Výrazy výraz1 a výraz2 musej́ı být stejného typu.

Test na rovnost

Pro dotaz na rovnost použ́ıváme symbol ==.

3 == 4  False

3 = 4  Error
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Základy Haskelu – Infix, Prefix, Parametry

Možnosti zápisu binárńıch funkćı

Infixový zápis binárńıch funkćı: 3+4, 4*5

Prefixový zápis binárńıch funkćı: (+) 3 4, (*) 4 5

Voláńı funkce a parametry

Jméno funkce a použité parametry jsou odděleny mezerou,
pokud je některý z parametr̊u výraz, který je sám o sobě
aplikace funkce na argumenty, je ťreba celý tento výraz
ozávorkovat.

(*) 3 4 + 5  17

(*) 3 + 4 5  Error

(*) 3 (+) 4 5  Error

(*) 3 ( (+) 4 5 )  27
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Základy Haskellu – Komunikace s uživatelem

Vstup výstupńı operace

Operace, které čtou a zapisuj́ı data z/do soubor̊u, či terminálu.

Program v Haskellu je reprezentován výrazem main.

Program je sekvence vstup-výstupńıch akćı.

Funkcionálńı princip vstup/výstupńıch akćı je složitý, bude
vysvětlen v závěru kurzu.

do notace programu v Haskellu

main = do putStr "Zadej celé čı́slo"

x <-getLine

print (1+ read x::Int)

Textové zarovnáńı je důležité!
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Domáćı úkol

Zadáńı

Napǐste a spust’te program v Haskellu, který bude řešit
dělitelnost dvou č́ısel, tj. zeptá se uživatele na dělence, načte
ho, pak se zeptá na dělitele, kterého také načte, a sděĺı
uživateli, zda je zadaný dělenec dělitelný beze zbytku zadaným
dělitelem.
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IB015 Úvod do funkcionálńıho programováńı

Seznamy, Typy a Rekurze

Jǐŕı Barnat
Libor Škarvada



Sekce

Uspǒrádané n-tice a seznamy
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Programováńı a data

Pozorováńı

Programy pro své fungováńı poťrebuj́ı r̊uzné informace – data.

Data jsou vstupńı hodnoty, výstupńı hodnoty, mezivýsledky
výpočt̊u, parametry funkćı, atd.

Programováńı a data

Data je ťreba uchovávat tak, aby je bylo možné zpracovat
mechanicky/strojově.

Tvorba jednoznačného popisu struktury a způsobu uložeńı dat
je ned́ılná součást procesu programováńı.

Pro uchováńı informaćı použ́ıváme r̊uzné datové struktury.
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Strukturovaná data

Dekompozice dat

Veškerá data použitá v programu je ťreba vystavět ze
základńıch datových element̊u podle definovaných pravidel.

Existuj́ı striktńı pravidla pro dekompozici dat, my si však
v rámci IB015 vystač́ıme s intuićı.

Základńı datové elementy

Č́ısla, Znaky, Pravdivostńı hodnoty

Základńı zp̊usoby kompozice dat

Uspǒrádané n-tice

Seznamy
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Uspǒrádané n-tice

Co to je

Pevně daný počet nějakých hodnot v pevně daném pǒrad́ı.

Prvek kartézského součinu nosných množin.

Př́ıklady

Datum: (11, "březen", 1977) .

Přihlašovaćı údaje: ("xbarnat", "majen10cm")

Pozice pixelu v rastrovém obrázku: (x, y) ,
všimněme si, že (12,43) 6= (43,12) .

Kdy se má použ́ıt

Počet prvk̊u v n-tici je znám p̌redem,
tj. v okamžiku psańı zdrojového kódu.

Počet prvk̊u v n-tici je malý (hodnota n je malá).
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Seznamy

Co to je

Posloupnost hodnot stejného charakteru (stejného typu).

Posloupnost může být prázdná, konečná i nekonečná.

Každý prvek v seznamu je na nějaké (unikátńı) pozici.

Př́ıklady

Seznam č́ısel: [12,43,-3,15,29]

Nekonečný seznam: [1,2,3,4,5,6,...]

Seznam uspǒrádaných dvojic:
[("Fero",12), ("Nero",7), ("Pero",5)]

Prázdný seznam: []

Kdy se má použ́ıt

Data vznikaj́ı nebo se zpracovávaj́ı postupně.

Počet prvk̊u použitých programem neńı p̌redem znám.
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Př́ıklad dekompozice dat

Aplikace – Diá̌r squashových partner̊u.

Program pro správu kontakt̊u na r̊uzné squashové hráče.

Hlavńı datová struktura je seznam kontakt̊u.

Datová dekompozice

Seznam kontakt̊u
[kontakt1, kontakt2, kontakt3, ..., kontakt315]

Kontakt je uspǒrádaná trojice
(Prezdivka, Telefon, Adresa)

Adresa je uspǒrádaná pětice
(Jmeno, Prijmeni, Ulice, Cislo Popisne, Mesto)

Prezdivka, Jmeno, Prijmeno, Ulice, Mesto jsou seznamy znak̊u

Telefon, Cislo Popisne jsou č́ısla
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Sekce

Hodnoty a Typy
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Co neńı typ

Typ neńı váš nep̌ŕıtel
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Co neńı typ

Typ neńı váš nep̌ŕıtel
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Co je to typ a k čemu je

Co je to typ

Označeńı množiny všech hodnot dané kvality.

Komunikačńı prosťredek napomáhaj́ıćı správnému skládáńı
programů z jednotlivých funkćı.

K čemu se použ́ıvaj́ı typy

Každá hodnota, nebo výraz má sv̊uj typ.

Definice typové signatury funkćı.

Kontrola logické konzistence programu v době p̌rekladu.

Popis způsobu kompozice složených datových struktur.
(Typy se komponuj́ı stejně jako data.)
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Konstrukce typů

Základńı datové typy

Int, Integer, Fractional, Float, Char, Bool

Složené typy

Uspǒrádané n-tice:
(Bool,Int)

Seznamy:
[Int], [Char], [[Char]]

[Char] ≡ String

Funkcionálńı typy

Integer -> Bool, Float -> Float -> Float
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Funkcionálńı typy

Konstrukce

Jsou-li σ a τ nějaké typy, tak σ -> τ je typ všech funkćı
s parametrem typu σ a funkčńı hodnotou typu τ .

Typ n-árńıch funkćı

Jsou-li σ1, σ2, σ3 . . .σn a τ nějaké typy, tak

σ1 -> σ2 -> σ3 -> ... -> σn -> τ

je typ všech funkćı s prvńım parametrem typu σ1, druhým
parametrem typu σ2, ... a funkčńı hodnotou typu τ .

Terminologie

Arita funkce označuje počet parametr̊u funkce.

Konstanty, unárńı, binárńı, ternárńı funkce.

Nulárńı funkce (n=0) jsou konstanty daného typu.
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Funkcionálńı typ a aplikace

Pozorováńı

Typ výrazu, který je úplná aplikace funkce na parametry, lze
odvodit z typu použité funkce bez nutnosti výpočtu
výsledné hodnoty.

Př́ıklad

odd :: Integer -> Bool

27 :: Integer

odd 27 :: Bool
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Polymorfńı typy

Pozorováńı

Některé funkce nepoťrebuj́ı znát konkrétńı typy formálńıch
parametr̊u, pouze jejich strukturu.

Mı́sto konkrétńıho typu se použije typová proměnná.

Při aplikaci funkce na konkrétńı parametry, se za typovou
proměnnou dosad́ı typ, který odpov́ıdá použitému parametru.
(Typová proměnná se specializuje.)

POZOR! Typová proměnná zastupuje i složené typy.

Př́ıklad

fst :: (a,b) -> a

(not,"Coze?") :: (Bool -> Bool,[Char])

fst (not ,"Coze?") :: Bool -> Bool
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Typové ťŕıdy

Pozorováńı

Některé funkce nevyžaduj́ı konkrétńı typ, ale zároveň
nedovoluj́ı použit́ı libovolného typu, proto je ťreba specializaci
typové proměnné omezit na vybranou podťŕıdu typů.

Základńı typové ťŕıdy

Integral – celoč́ıselné

Num – numerické

Ord – uspǒradatelné

Eq – porovnatelné na rovnost

Př́ıklady typ̊u s omezeńım specializace typové proměnné

odd :: Integral a => a -> Bool

(+) :: Num a => a -> a -> a
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Sekce

Uspǒrádané n-tice a seznamy v Haskellu
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Uspǒrádané n-tice v Haskellu

Zápis uspǒrádaných n-tic

Přirozený, pomoćı závorek a čárek.

Př́ıklady zápisu uspǒrádaných n-tic v Haskellu:

(12,15)

(2,3,’a’,5,6)

("Fiii","jo", 350, "tisı́c", ’!’)

((1,1),(2,2),(3,3))

Krajńı p̌ŕıpady

Jednotice se nepouž́ıvaj́ı.

Nultice: ()
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Předdefinované funkce pro uspǒrádané dvojice

Datové konstruktory

(,,...,) – datový konstruktor uspǒrádané n-tice

(,) – datový konstruktor uspǒrádané dvojice

(,) :: a -> b -> (a,b)

(,) x y = (x,y)

Projekce

fst , snd – projekce na prvńı a druhou složku

fst :: (a,b) -> a

fst (x,y) = x

snd :: (a,b) -> b

snd (x,y) = y
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Seznamy

Zápis seznamů

V hranatých závorkách uzav̌rená posloupnost prvk̊u
oddělených čárkou.

Seznam znak̊u též jako řetězec (text v uvozovkách).

Př́ıklady

[3,3,3,3]

[ [1], [1,2], [1,2,3] ]

[]

"ahoj" = [’a’,’h’,’o’,’j’]

"toto je také seznam"

[ or, or, or, and ]
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Konstrukce seznamů

Datové konstruktory

Prázdný seznam: []

[] :: [a]

Operátor p̌ripojeńı prvku na začátek seznamu: (:)

(:) :: a -> [a] -> [a]

Př́ıklady

Správné použit́ı
(:) 3 [3,3,3]  [3,3,3,3]

1:2:3:[]  [1,2,3]

4:[4,4,4,4]  [4,4,4,4,4]

’A’:"hoj"  "Ahoj"

Nesprávné použit́ı
[2] : [3,4,5]  ERROR

[2,3,4] : 5  ERROR

’A’ : [1,2,3]  ERROR
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Konstrukce seznamů – pokračováńı

Funkce pro spojeńı seznamů

Seznamy stejného typu lze spojit pomoćı funkce (++)

(++) :: [a] -> [a] -> [a]

Př́ıklady

Správné použit́ı
(++) "Ahoj " "světe!"  "Ahoj světe!"

"Ahoj" ++ " " ++ "světe!"  "Ahoj světe!"

[1,2,3] ++ [4,5,6]  [1,2,3,4,5,6]

Nesprávné použit́ı
2 ++ [3,4,5]  ERROR

[2,3,4] ++ 5  ERROR

[2,3] ++ "text"  ERROR
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Význam datových konstruktor̊u

Datové konstruktory ve v́ıcěrádkových definićıch

Funguj́ı jako vzory na levých stranách definice.

Mapuj́ı se vždy na nejvněǰsněǰśı výskyt.

Př́ıklady

Funkce null aplikovaná na nějaký seznam, vraćı True pokud
je seznam prázdný a False pokud je neprázdný.

null :: [a] -> Bool

null ( : ) = False

null [] = True

Funkce snd aplikovaná na uspǒrádanou dvojici, vraćı druhý
prvek dvojice.

snd :: (a,b) -> b

snd (x,y) = y
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Sekce

Rekurze
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Rekurze

Co je to rekurze

Definice funkce, nebo datové struktury, s využit́ım sebe sama.

Význam v programováńı

Umožňuje konečně dlouhý zápis definice funkce, která je
definována pro nekonečně mnoho parametr̊u.

V čistě funkcionálńım jazyce nahrazuje cykly známé
z imperativńıch programovaćıch jazyk̊u.

Př́ıklad

Funkci length , která p̌ri aplikaci na seznam vraćı jeho délku,
je nutné definovat rekurzivně.

length :: [a] -> Integer

length [] = 0

length ( :s) = 1 + length s
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Př́ıklad výpočtu rekurzivńı definice

length :: [a] -> Integer

length [] = 0

length ( :s) = 1 + length s

length [6,7,8,9]  1 + length [7,8,9]

 1 + ( 1 + length [8,9])

 1 + ( 1 + ( 1 + length [9]))

 1 + ( 1 + ( 1 + ( 1 + length [])))

 1 + ( 1 + ( 1 + ( 1 + 0 )))

 1 + ( 1 + ( 1 + 1 ))

 1 + ( 1 + 2 )

 1 + 3

 4
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Daľśı p̌ŕıklady použit́ı rekurze

Č́ıselné funkce

factorial :: Integer -> Integer

factorial 0 = 1

factorial x = x * factorial (x-1)

Nekonečné opakováńı (teoreticky)

main :: IO()

main = do putStr "Vloz text:"

x <- getLine

putStrLn ( "Zadal jsi:" ++ x )

main
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Rekurze je mentálně náročná

Pozorováńı

Použit́ı rekurze je možné pouze tehdy, je-li podproblém, na
nějž se rekurzivně aplikuje dané řešeńı, stejného typu.

Slovńı úloha

Na Jǐŕıkovu narozeninovou párty p̌rǐslo 7 kamarádů a p̌rineslo mimo

jiné jeden narozeninový dort. Jǐŕık nebyl lakomý, rozdělil dort

rovnoměrně mezi všechny p̌ŕıtomné. Jakou k tomu použil rekurzivńı

funkci? Jaký je typ této rekurzivńı funkce?
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Rekurze je mentálně náročná

Pozorováńı

Použit́ı rekurze je možné pouze tehdy, je-li podproblém, na
nějž se rekurzivně aplikuje dané řešeńı, stejného typu.

Slovńı úloha

Na Jǐŕıkovu narozeninovou párty p̌rǐslo 7 kamarádů a p̌rineslo mimo

jiné jeden narozeninový dort. Jǐŕık nebyl lakomý, rozdělil dort

rovnoměrně mezi všechny p̌ŕıtomné. Jakou k tomu použil rekurzivńı

funkci? Jaký je typ této rekurzivńı funkce?

Řešeńı

dort :: [KouskyDortu] -> [KouskyDortu]

dort s = if (length s >= 8)

then s

else dort (map (/2) s ++ map (/2) s)
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Sekce

Práce se seznamy v Haskellu
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head, tail, init, last

Prvńı prvek seznamu
head :: [a] -> a

head (x: ) = x

Seznam bez prvńıho prvku
tail :: [a] -> [a]

tail ( :s) = s

Posledńı prvek seznamu
last :: [a] -> a

last (x:[]) = x

last ( :s) = last s

Seznam bez posledńıho prvku
init :: [a] -> [a]

init (x: :[]) = [x]

init (x:s) = [x] ++ init s

head tail

lastinit

1 2 3 4 5 6
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null, length, (!!)

Test na prázdný seznam
null :: [a] -> Bool

null ( : ) = False

null [] = True

Délka seznamu
length :: [a] -> Integer

length [] = 0

length ( :s) = 1 + length s

N-tý prvek seznamu
(!!) :: [a] -> Int -> a

(x: ) !! 0 = x

( :s) !! k = s !! (k-1)
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take, drop

Prvńıch n prvk̊u seznamu
take :: Int -> [a] -> [a]

take [] = []

take 0 = []

take n (x:s) = if (n>0) then x : take (n-1) s

else error "záporný argument"

Seznam bez prvńıch n prvk̊u;
drop :: Int -> [a] -> [a]

drop 0 s = s

drop [] = []

drop n ( :s) = if (n>0) then x : drop (n-1) s

else error "záporný argument"

Poznámka

Při infixovém použit́ı binárńı funkce klesá jej́ı priorita!

x : take (n-1) s = x : (take (n-1) s)
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concat, filtr, replicate

Spojeńı seznamů v seznamu
concat :: [[a]] -> [a]

concat [] = []

concat (x:s) = x ++ concat s

Vynecháńı prvk̊u nesplňuj́ıćıch danou podḿınku
filter :: (a -> Bool) -> [a] -> [a]

filter [] = []

filter f (x:s) = if (f x) then x : filter f s

else filter f s

Vytvǒreńı seznamu n-násobným koṕırováńım daného prvku
replicate :: Int -> a -> [a]

replicate 0 = []

replicate k x = x : replicate (k-1) x
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takeWhile, dropWhile, map

Vynecháńı prvk̊u seznamu od prvńıho, který nesplňuje podḿınku
takeWhile :: (a->Bool) -> [a] -> [a]

takeWhile [] = []

takeWhile p (x:s) = if (p x) then x : takeWhile p s

else []

Vynecháńı prvk̊u seznamu po prvńı, který nesplňuje podḿınku
dropWhile :: (a->Bool) -> [a] -> [a]

dropWhile [] = []

dropWhile p (x:s) = if (p x) then dropWhile p s

else x:s

Aplikace funkce na všechny prvky seznamu
map :: (a -> b) -> [a] -> [b]

map [] = []

map f (x:s) = f x : map f s
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zip,unzip

Spojeńı dvou seznamů do seznamu uspǒrádaných dvojic
zip :: [a] -> [b] -> [(a,b)]

zip [] = []

zip [] = []

zip (x:s) (y:t) = (x,y) : zip s t

Rozděleńı seznamu dvojic na dvojici seznamů
unzip :: [(a,b)] -> ([a],[b])]

unzip [] = []

unzip [] = []

unzip ((x,y):s) = (x : fst t, y : snd t) where t = unzip s
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zipWith

Výpočet aplikace binárńı funkce na seznamy argument̊u
zipWith :: (a->b->c)->[a]->[b]->[c]

zipWith [] = []

zipWith [] = []

zipWith f (x:s) (y:t) = f x y : zipWith f s t

Pozorováńı
zip = zipWith (,)
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Práce na doma

Technická cvičeńı

Vyzkoušejte si všechny odp̌rednášené funkce na modelových
seznamech v prosťred́ı interpretru jazyka Haskell.

Mentálńı cvičeńı

Napǐste program, který pomoćı principu rekurze a s využit́ım
odp̌rednášených operaćı na seznamech vypoč́ıtá seznam
obsahuj́ıćı č́ısla od 1 do 1024. Snažte se o to, aby hloubka
rekurze byla co nejmenš́ı.

Jsou-li vám známy cykly s pevným počtem opakováńı
z nějakého imperativńıho programovaćıho jazyka,
pop̌remýšlejte o obecném postupu, jak nahradit tyto cykly
voláńım rekurzivńı funkce.
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IB015 Úvod do funkcionálńıho programováńı

Funkce vyš̌śıch řádů a λ-funkce

Jǐŕı Barnat
Libor Škarvada



Sekce

Funkce vyš̌śıch řád̊u
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Funkce vyš̌śıch řádů

Definice

Funkce, je považována za funkci vyš̌śıho řádu, pokud alespoň
jeden z jejich argument̊u, které si funkce má, nebo výsledek,
který funkce vraćı, je opět funkce.

Funkce vyš̌śıho řádu se též označuj́ı jako funkcionály.

Př́ıklady

(.) :: (a -> b) -> (c -> a) -> c -> b

map :: (a -> b) -> [a] -> [b]
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N-árńı funkce jako funkce vyš̌śıch řádů

Pozorováńı

Každou funkci, která má alespoň 2 argumenty, lze chápat jako
funkci vyš̌śıho řádu.

Př́ıklad

Funkci

(*) :: Num a => a -> a -> a

lze č́ıst jako

(*) :: Num a => a -> (a -> a)

Funkci, která bere dva č́ıselné argumenty typu a a vraćı
hodnotu typu a , lze také chápat jako funkci, která bere
hodnotu č́ıselného typu a a vraćı hodnotu typu a -> a .
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Částečná aplikace

Pozorováńı

Chápeme-li n-árńı (n ≥ 2) funkce jako funkce vyš̌śıho řádu, lze
tyto funkce tzv částečně aplikovat, tj. vyhodnotit je i pro
neúplný výčet argument̊u.

Př́ıklad

Uvažme funkci násobeńı
(*) :: Num a => a -> (a -> a)

(*) x y = x*y

Výsledkem aplikace (*) na hodnotu 3 je funkce.
(*) 3 :: Num a => a -> a

Tuto funkci je možné označit, a posléze použ́ıt.
f = (*) 3

f :: Num a => a -> a

f 4  ((*) 3) 4  12
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Implicitńı závorkováńı typu a aplikace

Připomenut́ı

Typový konstruktor -> je binárńı.

Typový konstruktor -> se použ́ıvá pouze infixově.

Implicitńı závorkováńı

Typový konstruktor -> implicitně sdružuje zprava

f :: a1 -> ( a2 -> ( a3 -> ... -> ( an−1 -> (an -> a)) ... ))

Aplikace funkce na argumenty implicitně sdružuje zleva

( ... ( ( ( f x1 ) x2 ) x3 ) ... xn−1 ) xn

Pozorováńı

Libovolnou n-árńı funkci lze také chápat jako k-árńı, kde k

nabývá hodnot od 1 do n.
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Odvozováńı typu

S každou aplikaćı ubude jeden výskyt -> v typu výrazu

(+) :: Num a => a -> a -> a

(+) 2 :: Num a => a -> a

((+) 2) 3 :: Num a => a
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Odvozováńı typu

S každou aplikaćı ubude jeden výskyt -> v typu výrazu

(+) :: Num a => a -> a -> a

(+) 2 :: Num a => a -> a

((+) 2) 3 :: Num a => a

Specializaćı typové proměnné však mohou -> p̌ribýt.

Vezměme nap̌ŕıklad funkci identity
id :: a -> a

id x = x

Při aplikaci id na (+) ubude -> z typu id , tj.
id (+) :: a

Avšak po specializaci typové proměnné a na typ funkce (+)

id (+) :: Num a => a -> a -> a
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Pǒrad́ı parametr̊u a částečná aplikace

Částečná aplikace

Má-li funkce v́ıce formálńıch parametr̊u částečná aplikace
prob́ıhá vždy od parametru nejv́ıce vlevo.

Problém

Funkci nelze p̌ŕımo částečně aplikovat na jiný než prvńı
parametr.
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Funkce flip

Funkce flip

Při aplikaci na binárńı funkci tuto funkci modifikuje tak, aby
své dva argumenty p̌rij́ımala v obráceném pǒrad́ı.

flip :: ( a -> b -> c ) -> b -> a -> c

flip f x y = f y x

Funkci flip je ťreba chápat jako modifikátor funkce, ne
jako prohazovačku parametr̊u!

Př́ıklady

(-) 3 4  -1

flip (-) 3 4  1

(-) flip 3 4  ERROR
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Př́ıklad, částečná aplikace a funkce flip

Př́ıklad

Pomoćı částečné aplikace funkce (-) definujte novou funkci
minus4 , která p̌ri aplikaci na č́ıselnou hodnotu vrát́ı hodnotu
o 4 menš́ı.

Řešeńı

Definice s využit́ım částečné aplikace, bez formálńıch
parametr̊u.

minus4 :: Num a => a -> a

minus4 = flip (-) 4

Standardńı definice téhož s využit́ım formálńıch parametr̊u.
minus4 :: Num a => a -> a

minus4 x = (-) x 4
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Jak bránit částečné aplikaci

Pozorováńı

Funkce vyš̌śıho řádu a částečná aplikace souviśı s násobným
použit́ım funkcionálńıho typového konstruktoru -> .

Chceme-li zabránit částečné aplikaci, muśıme definovat funkci
tak, aby v jej́ım typu byl pouze jeden výskyt -> .

Pokud chceme funkci p̌redat v́ıce argument̊u najednou,
p̌redáme je jako uspǒrádanou n-tici.

Př́ıklad

Všimněte si rozd́ılu v typech a definićıch následuj́ıćıch funkćı.

krat :: Num a => a -> a -> a

krat x y = x * y

krat1 :: Num a => (a,a) -> a

krat1 (x,y) = x * y
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curry, uncurry

Funkce curry a uncurry

Předdefinované funkce pro změnu řádu binárńıch funkćı.

curry

Modifikuje funkci tak, že tato funkce ḿısto uspǒrádané
dvojice hodnot p̌rij́ımá dva samostatné parametry.

curry :: ((a,b) -> c) -> a -> b -> c

curry f x y = f (x,y)

uncurry

Modifikuje funkci tak, že tato funkce ḿısto dvou
samostatných parametr̊u p̌rij́ımá uspǒrádanou dvojici hodnot.

uncurry :: (a -> b -> c) -> (a,b) -> c

uncurry f (x,y) = f x y
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Př́ıklad – curry a uncurry

Př́ıklad

Mějme definovány následuj́ıćı funkce

krat :: Num a => a -> a -> a

krat x y = x * y

krat1 :: Num a => (a,a) -> a

krat1 (x,y) = x * y

Uved’te alternativńı definici funkce krat pomoćı funkce
krat1 a obráceně.
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Př́ıklad – curry a uncurry

Př́ıklad

Mějme definovány následuj́ıćı funkce

krat :: Num a => a -> a -> a

krat x y = x * y

krat1 :: Num a => (a,a) -> a

krat1 (x,y) = x * y

Uved’te alternativńı definici funkce krat pomoćı funkce
krat1 a obráceně.

Řešeńı

krat = curry krat1

krat1 = uncurry krat
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Operátorové sekce

Co je to

Pro každý binárńı operátor je možné definovat funkci, jež
odpov́ıdá částečné aplikaci funkce na prvńı formálńı parametr
a funkci, jež odpov́ıdá částečné aplikaci funkce na druhý
formálńı parametr. Těmto funkćım se ř́ıká operátorové sekce.

Operátorové sekce

Předpokládejme binárńı operátor ⊕ a hodnoty p a q

⊕ :: a -> b -> c

p :: a

q :: b

Částečnou aplikaci na prvńı argument zaṕı̌seme jako (p⊕)

(p⊕) = (⊕) p

Částečnou aplikaci na druhý argument zaṕı̌seme jako (⊕q)

(⊕q) = flip (⊕) q
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Částečná aplikace – p̌ŕıklady

Př́ıklad1

Jednoduché použit́ı operátorových sekćı.
(*2) 34  68

(++".") [’V’,’ě’,’t’,’a’]  "Věta."

Př́ıklad2

Odvod’te typ následuj́ıćıch funkćı, popǐste jejich význam:

(1.0/)

(‘mod‘ 3)

(!!0)

(>0)
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Částečná aplikace – p̌ŕıklady

Př́ıklad1

Jednoduché použit́ı operátorových sekćı.
(*2) 34  68

(++".") [’V’,’ě’,’t’,’a’]  "Věta."

Př́ıklad2

Odvod’te typ následuj́ıćıch funkćı, popǐste jejich význam:

(1.0/) :: Fractional a => a -> a

(‘mod‘ 3) :: Integral a => a -> a

(!!0) :: [a] -> a

(>0) :: (Num a, Ord a) => a -> Bool
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Binárńı operátor pro skládáńı funkćı

Skládáńı funkćı

Základńı operátor funkcionálńıho programováńı
(.) :: (b -> c) -> (a -> b) -> a -> c

(.) f g x = f ( g x )

Pozorováńı

Operátor pro skládáńı funkćı lze chápat také jako binárńı.
(.) :: (b -> c) -> (a -> b) -> (a -> c)

Pro operátor (.) je možné definovat operátorovou sekci.

Použit́ı operátorové sekce pro operátor (.) na jiné než
jednoduché funkce je však velmi matoućı a v praxi se
nepouž́ıvá.

(.(.)) :: (((a -> b) -> a -> c) -> d) -> (b -> c) -> d
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Binárńı operátor pro skládáńı funkćı

Skládáńı funkćı

Základńı operátor funkcionálńıho programováńı
(.) :: (b -> c) -> (a -> b) -> a -> c

(.) f g x = f ( g x )

Pozorováńı

Operátor pro skládáńı funkćı lze chápat také jako binárńı.
(.) :: (b -> c) -> (a -> b) -> (a -> c)

Pro operátor (.) je možné definovat operátorovou sekci.

Použit́ı operátorové sekce pro operátor (.) na jiné než
jednoduché funkce je však velmi matoućı a v praxi se
nepouž́ıvá.

(.(.)) :: (((a -> b) -> a -> c) -> d) -> (b -> c) -> d
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Kombinátory

Pozorováńı

Funkce flip , curry , uncurry , (.) a operátorové sekce
použ́ıváme k vytvǒreńı tzv. bezparametrové definice funkce.

Připomenut́ı bezparametrové definice

Funkci f definovanou s použit́ım formálńıho parametru
f x = (not.odd) x

Je možné definovat i bez použit́ı formálńıho parametru
f = (not.odd)

Př́ıklad

f x = (3*x)^7

f x = flip (^) 7 (3*x)

f x = flip (^) 7 ((*) 3 x)

f x = (.) (flip (^) 7) ((*) 3) x

f x = (.) (flip (^) 7) (3*) x

f = (.) (flip (^) 7) (3*)
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Sekce

Nepojmenované funkce
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Jednorázové použité pojmenované funkce

Motivace

Při standardńı definici funkce muśıme tuto funkci pojmenovat.

Mnohé funkce, často jednoduché, použijeme jednorázově.

Funkce s jednorázovým použit́ım je zbytečné pojmenovávat.

Př́ıklad

Globálńı definice a použit́ı jednoduché funkce
f x = x*x + 1

map f [1,2,3,4,5]  [2,5,10,17,26]

Lokálńı definice a použit́ı jednoduché funkce
let f x = x*x + 1 in map f [1,2,3,4,5]  [2,5,10,17,26]

map f [1,2,3,4,5] where f x = x*x + 1  [2,5,10,17,26]
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Nepojmenované funkce

Co to je

Definice funkce v ḿıstě jej́ıho použit́ı bez uvedeńı jej́ıho jména.

Př́ıklad:
map (\x -> x*x+1) [1,2,3,4,5]  [2,5,10,17,26]

Původ a všeobecné označeńı

Myšlenka a teoretický základ pocháźı z Lambda kalkulu, proto
se též nepojmenovaným funkćım ř́ıká lambda funkce.

Principu vytvá̌reńı lambda funkćı, se ř́ıká lambda abstrakce.

Pozorováńı

Koncept lambda funkćı se vyskytuje v mnoha imperativńıch
programovaćıch jazyćıch, nap̌r. C#, SCALA, PHP, . . .
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Princip tvorby lambda funkćı

Lambda abstrakce

Uvažme výraz M, který p̌redstavuje tělo funkce.

M ≡ x ∗ x + 1

Z těla funkce vytvǒŕıme funkci použit́ım lambda abstrakce.

λx .M ≡ λx .(x ∗ x + 1)

Při aplikaci lambda funkce λx .M na výraz N, se všechny volné
výskyty formálńıho parametru x v M nahrad́ı výrazem N.
Výskyt proměnné x je označován jako volný, pokud neńı
v rozsahu žádné lambda abstrakce.

λx .M N ≡ λx .(x ∗ x + 1) N = N ∗ N + 1

Př́ıklady

(λx .x ∗ x + 1) 3 = 3 ∗ 3 + 1 = 10.

(λx .x+(λx .x+x) x) 5 = 5+(λx .x+x) 5 = 5+(5+5) = 15.

(λx .34) 3 = 34
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Lambda funkce v Haskellu

Definice a použit́ı nepojmenované funkce

λ se špatně ṕı̌se na klávesnici.

V programovaćım jazyce Haskell je lambda abstrakce zapsána
pomoćı zpětného loḿıtka a šipky:

\ formálnı́ parametry -> tělo funkce

Př́ıklady

(\ x -> x*x + x*x) 3  ...  18

(\ x -> x False) not  not False  True

Nepojmenovanou funkci je možné pojmenovat

f = (\ x -> x*x + x*x)

f 3  ...  18

f 3  (\ x y -> x * x + y) 3  ...  18
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Nepojmenované funkce vyš̌śıch řádů

Pozorováńı

Vnǒrená lambda abstrakce vytvá̌ŕı funkce vyš̌śıch řádů.

(λx .(λy .(x − y))) 3 4 = (λy .(3− y)) 4 = 3− 4 = −1

Zápis v Haskellu

Odvozený p̌ŕımo z v́ıcenásobné aplikace lambda abstrakce
\ x -> (\ y -> x - y)

( \ x -> (\ y -> x - y) ) 3 4  ...  -1

Zkrácený z důvodu čitelnosti kódu a pohodĺı programátor̊u
\ x y -> x - y

( \ x y -> x - y) 3 4  ...  -1
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Nepojmenované funkce a typy

Nepojmenované funkce a jejich typy

Obecně plat́ı stejná pravidla jako pro pojmenované funkce.

Název funkce (ani jeho neexistence) nemá vliv na typ funkce.

Efekt lambda abstrakce na typ

Každý formálńı parametr v lambda abstrakci p̌ridá do typu
výrazu jeden výskyt typového konstruktoru -> a novou
typovou proměnnou, která se nav́ıc specializuje podle
kontextu použit́ı konkrétńıho formálńıho parametru.

Pozorováńı

Typ funkce si Hugs/GHCi uḿı odvodit z jej́ı definice.
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Nepojmenované funkce a jejich typy – p̌ŕıklady

Př́ıklad 1

’a’ :: Char

(\ x -> ’a’) :: a -> Char

(\ x y -> ’a’) :: a -> b -> Char

(\ x -> (\ y -> ’a’)) :: a -> b -> Char

Př́ıklad 2

\ x y -> x !! y :: [a] -> Int -> a

\ x y -> x || y :: Bool -> Bool -> Bool

Př́ıklad 3

(\ x y -> x . y) :: (a -> b) -> (c -> a) -> c -> b

(\ x y -> x y) :: (a -> b) -> a -> b
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Domáćı cvičeńı

Mentálńı cvičeńı

Definujte operátorové sekce pomoćı lambda abstrakce.

Identifikujte funkce vyš̌śıho řádu ve svém každodenńım životě.
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IB015 Úvod do funkcionálńıho programováńı

Akumulačńı funkce, Definice typů, Vstup/výstup

Jǐŕı Barnat
Libor Škarvada



Sekce

Akumulačńı funkce
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Akumulačńı funkce foldl, foldr

Pozorováńı

Seznam je posloupnost oddělených prvk̊u.

Motivaćı akumulačńıch funkćı je “spojit” jednotlivé prvky
seznamu dohromady, tj. akumulovat informaci uloženou
v těchto jednotlivých prvćıch do jedné hodnoty.

Počet prvk̊u seznamu je variabilńı, proto se tato akumulace
realizuje pomoćı binárńıho operátoru postupně.

Spojeńı hodnot v seznamu pomoćı binárńı operace
foldl1 ⊕ [x1,x2,...,xn]  

∗ ((...(x1⊕x2)...)⊕xn−1)⊕xn

foldr1 ⊕ [x1,x2,...,xn]  
∗ x1⊕(x2⊕(...(xn−1⊕ xn)...))
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Akumulačńı funkce na neprázdných seznamech

Př́ıklady použit́ı

foldl1 (*) [1,2,3,4,5]  ...  120

foldl1 (&&) [True, True, True, False, True]  ...  False

foldl1 (-) [2,3,2]  ...  -3

foldr1 (-) [2,3,2]  ...  1

foldr1 (min) [18,12,23]  ...  12

Funkce foldl1, foldr1 nejsou definovány pro []

foldl1 (*) []  ERROR

foldr1 (&&) []  ERROR

Na jednoprvkových seznamech je to identita s kontrolou typu

foldr1 (*) [0]  0

foldr1 (*) [1]  1

foldr1 (*) [True]  ERROR
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Akumulačńı funkce foldl, foldr

Princip

Akumulačńı funkce, které maj́ı fungovat i na prázdných
seznamech, vyžaduj́ı nav́ıc iniciálńı hodnotu pro proces
akumulace.

Směr závorkováńı určuje i ḿısto použit́ı iniciálńı hodnoty.

Akumulace hodnot s využit́ım iniciálńı hodnoty

foldl ⊕ v [x1,x2,...,xn]  
∗ ((...((v⊕x1)⊕x2)...)⊕xn−1)⊕xn

foldr ⊕ v [x1,x2,...,xn]  
∗ x1⊕(x2⊕(...(xn−1⊕(xn⊕v))...))
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Akumulačńı funkce na libovolných seznamech

Př́ıklady

foldl (*) 0 [1,2,3,4,5]  ...  0

foldl (&&) False [True, True, True, True]  ...  False

foldl (-) 0 [2,3,2]  ...  -7

foldr (-) 0 [2,3,2]  ...  1

Aplikace na prázdné seznamy

foldl max 100 []  ...  100

foldr (++) "Nic"[]  ...  "Nic"

Výsledek může být opět seznam!

foldr (:) [] "Coze?" ...  "Coze?"

foldr (\x y->(x+1):y) [100] [1,2,3]  ...  [2,3,4,100]
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Definice akumulačńıch funkćı

foldl :: (a -> b -> a) -> a -> [b] -> a

foldl v [] = v

foldl op v (x:s) = foldl op (v ‘op‘ x) s

foldr :: (a -> b -> b) -> b -> [a] -> b

foldr v [] = v

foldr op v (x:s) = x ‘op‘ foldr op v s

foldl1 :: (a -> a -> a) -> [a] -> a

foldl1 op (x:s) = foldl op x s

foldr1 :: (a -> a -> a) -> [a] -> a

foldr1 [x] = x

foldr1 op (x:s) = x ‘op‘ foldr1 op s
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Sekce

Uživatelem definované typy
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Riziko nepoužit́ı uživatelem definovaných typů

Pozorováńı

Poč́ıtač veškerá data reprezentuje č́ısly.

Programátǒri jej dobrovolně, či nedobrovolně napodobuj́ı.

Riziko

Mnohdy č́ıselná reprezentace r̊uzných hodnot neńı p̌ŕımočará a
tedy umožňuje nechtěné zadáńı neplatných hodnot.

Neplatné hodnoty mohou vzniknout i neopatrnou aplikaćı
č́ıselných operaćı.

Použit́ı neplatných hodnot může být nebezpečné.
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Riziko nepoužit́ı uživatelem definovaných typů – p̌ŕıklad

Př́ıklad

Chceme reprezentovat den v týdnu a definovat funkce
pracuj́ıćı s touto reprezentaćı.

Možné č́ıselné kódováńı, je následuj́ıćı:

ponděĺı = 1, úterý = 2, ..., neděle = 7

Funkce zitra (s chybou) a funkce je pondeli :
zitra :: Int -> Int

zitra x = x+1 -- chyba, má být (x+1) ‘mod‘ 7

je pondeli :: Int -> Bool

je pondeli x = if (x==1) then True else False

Chyba ve výpočtu

je pondeli 8  False

je pondeli (zitra 7)  ...  False
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Uživatelem definované typy

Definice typ̊u

V Haskellu pomoćı kĺıčového slova data .

Obecná šáblona:
data Název typu = Datové konstruktory

Jednotlivé datové konstruktory se odděluj́ı znakem |

Syntaktické omezeńı Haskellu: nově definovaný typ i datové
konstruktory muśı zač́ınat velkým ṕısmenem.

Př́ıklad

Dny v týdnu lze definovat jako nový typ, který má 7 hodnot.
data Dny = Po | Ut | St | Ct | Pa | So | Ne

Hodnoty jsou definovány výčtem.

Jsou použity nulárńı datové konstruktory – konstanty.
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Definice n-árńıch datových konstruktor̊u

Uživatelem definované

Obecná šablona pro n-árńı datový konstruktor:
Jméno Typ1 ... Typn

Př́ıklad typu s ternárńım datovým konstruktorem:
data Barva = RGB Int Int Int

Hodnoty typu Barva:
RGB 42 42 42

RGB 12 (-23) 45

Částečná aplikace datového konstruktoru

RGB :: Int -> Int -> Int -> Barva

RGB 23 :: Int -> Int -> Barva

RGB 23 23 :: Int -> Barva

RGB 23 23 23 :: Barva
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Typové konstruktory

Typové konstanty

Definićı dle šablony:
data Název typu = Datové konstruktory

zavád́ıme nový typ s označeńım Název typu.

Název typu je nulárńı typový konstruktor, typová konstanta.

N-árńı typové konstruktory

Typové konstruktory jako nap̌ŕıklad -> nebo [] nedefinuj́ı
typ, pouze p̌redpis jak nový typ vyrobit.

Tvorba typu

Každá typová konstanta definuje typ.

Typ źıskám také úplnou aplikaćı n-árńıch typových
konstruktor̊u na již definované typy.

(->) Dny Bool = Dny -> Bool

[] Dny = [Dny]

(->) (Dny -> Bool) [Dny] = (Dny -> Bool) -> [Dny]
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Hodnoty a typy

Tvorba nových hodnot

Aplikace datových konstruktor̊u vytvá̌ŕı nové hodnoty.

Tvorba nových typ̊u

Aplikace typových konstruktor̊u vytvá̌ŕı nové typy.

Uspǒrádané n-tice a seznamy

Použ́ıvá se stejné označeńı pro typové i datové konstruktory!
’a’ :: Char

[(’a’,’a’),(’a’,’a’)] :: [(Char,Char)] -- datové

[(’a’,’a’), (’a’,’a’)] :: [(Char,Char)] -- typové
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Př́ıklad použit́ı uživatelem definovaných typů

data Policie = Hlidka (String,String) | Oddeleni [Policie]

deriving Show

h1 = Hlidka ("Pepa", "Emil")

h2 = Hlidka ("Jason", "Drson")

o1 = Oddeleni [h1, h2]

jmena :: Policie -> [String]

jmena (Hlidka (a,b)) = a:b:[]

jmena (Oddeleni []) = []

jmena (Oddeleni (x:s)) = jmena x ++ jmena (Oddeleni s)
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Definice polymorfńıch typových konstruktor̊u

Polymorfńı typové konstruktory

Seznam prvk̊u typu a , strom hodnot typu a , ...

Definice polymorfńıch typových konstruktor̊u

Definice s využit́ım typových proměnných:
data Název typu a1 ... an = ...

Typové proměnné lze použ́ıt pro definici datových
konstruktor̊u.

Kompletńı obecná šablona

data Tcons a1 ... an = Dcons1 typ(1,1) typ(1,2) ... typ(1,arita1)
...

Dconsm typ(m,1) typ(m,2) ... typ(m,aritam)
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Typový konstruktor Maybe

Maybe

Předdefinovaný unárńı polymorfńı typový konstruktor.

data Maybe a = Nothing | Just a

Zamýšlené použit́ı pro funkce, jejichž hodnota může být
nedefinována.

Př́ıklad

Chceme ošeťrit děleńı nulou, definujeme novou funkci deleni

deleni :: Fractional a => a -> a -> Maybe a

deleni x y = if (y==0) then Nothing else Just (x/y)

Jaký je výsledek aplikace deleni na argumenty 32 a 8 ?
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Typový konstruktor Maybe

Maybe

Předdefinovaný unárńı polymorfńı typový konstruktor.

data Maybe a = Nothing | Just a

Zamýšlené použit́ı pro funkce, jejichž hodnota může být
nedefinována.

Př́ıklad

Chceme ošeťrit děleńı nulou, definujeme novou funkci deleni

deleni :: Fractional a => a -> a -> Maybe a

deleni x y = if (y==0) then Nothing else Just (x/y)

Jaký je výsledek aplikace deleni na argumenty 32 a 8 ?
Just 4.0

Proč je následuj́ıćı definice špatně?
deleni x y = if (y==0) then Nothing else (x/y)
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Sekce

Vstup/výstup
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Vstup/výstup a referenčńı transparentnost

Referenčńı transparentnost

Daný výraz se vždy vyhodnot́ı na stejnou hodnotu, bez ohledu
na okoĺı (kontext), ve kterém je použit.

Programovaćı jazyk Haskell je referenčně transparentńı.

Dopady na vstup-výstupńı chováńı

Nelze napsat program, který by zpracoval vstup uživatele
a vyhodnotil se podle zadaného vstupu na r̊uzné hodnoty.

Lze napsat program, který zpracuje vstup a podle vstupu
vyṕı̌se na výstup r̊uzné výsledky.

Hodnoty p̌redávané skrze vstup-výstupńı akce nesouviśı
s hodnotou výrazu, který tuto vstup-výstupńı akci realizuje.
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Typy IO() , IO a

Vstup-výstupńı akce

Interakce programu s uživatelem nebo operačńım systémem.

Nap̌ŕıklad výpis textu na terminálu, vytvǒreńı nového souboru,
načteńı hodnoty proměnné prosťred́ı, ...

Myšlenka

Pro vstup-výstupńı akce je zaveden speciálńı typ – IO a .

Tento typ má formálně jednu jedinou textově
nereprezentovatelnou hodnotu, a to vstup-výstupńı akci.

Výstupńı akce maj́ı typ IO () .
putStrLn "Ahoj!":: IO ()

Vstupńı akce maj́ı typ IO a , kde typová proměnná a nabývá
hodnoty (typu) podle typu objektu, který vstupuje.

getLine :: IO String
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Vniťrńı výsledek a vedleǰśı efekt

Otázka

Jestliže getLine načte řetězec ze vstupu a p̌ritom má
hodnotu vstup-výstupńı akce, což je hodnota typu IO a ,
konkrétně zde IO String , tak potom by nás zaj́ımalo, kde je
onen načtený řetězec?
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Vniťrńı výsledek a vedleǰśı efekt

Otázka

Jestliže getLine načte řetězec ze vstupu a p̌ritom má
hodnotu vstup-výstupńı akce, což je hodnota typu IO a ,
konkrétně zde IO String , tak potom by nás zaj́ımalo, kde je
onen načtený řetězec?

Odpověd’

Načtený řetězec se uchová jako tzv. vniťrńı výsledek
provedeńı této vstupńı akce.

Skutečné načteńı řetězce a zapamatováńı si vniťrńıho výsledku
je realizováno jako vedleǰśı efekt vyhodnoceńı výrazu
getLine .
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Operátor >>=

Př́ıstup k hodnotě vniťrńıho operátoru

Pomoćı binárńıho operátoru >>= .

Ve výrazu f >>= g funguje operátor >>= tak, že vezme
vniťrńı výsledek vstupńı akce f a na tento aplikuje unárńı
funkci g .

Výraz f >>= g tedy znamená, že:
f :: IO a

g :: a -> IO b

f >>= g :: IO b

Operátor >>=

(>>=) :: IO a -> ( a -> IO b ) -> IO b

Následuj́ıćı zápis je ekvivalentńı:
getLine >>= putStr

getLine >>= (\x -> putStr x)
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Nesprávné použit́ı operátoru >>=

Otázka

Operátor (>>=) nelze použ́ıt ke spojeńı vstup-výstupńı akce a
funkce, která neńı vstup-výstupńı akce, proč?

Př́ıklad, takto nelze:
getLine >>= length

getLine >>= (\ x -> length x)
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Nesprávné použit́ı operátoru >>=

Otázka

Operátor (>>=) nelze použ́ıt ke spojeńı vstup-výstupńı akce a
funkce, která neńı vstup-výstupńı akce, proč?

Př́ıklad, takto nelze:
getLine >>= length

getLine >>= (\ x -> length x)

Odpověd’

Hodnota výrazu je závislá na zadaném vstupu!

Porušuje referenčńı transparentnost.

Typově nesprávně.

Správné použit́ı:
getLine >>= print . length

getLine >>= (\ x -> print (length x))
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Řazeńı vstup-výstupńıch akćı

Funkce return

Prázdná akce, jej́ıž provedeńı má za ćıl pouze naplnit hodnotu
vniťrńıho výsledku.

return :: a -> IO a

return [’A’,’h’,’o’,’j’] >>= putStr

Řazeńı akćı, operátor >>

Binárńı operátor, který řad́ı vstup-výstupńı akce.

Zapoḿıná/nič́ı hodnotu vniťrńıho výsledku.

Výraz má hodnotu posledńı (druhé) vstup-výstupńı akce.

(>>) :: IO a -> IO b -> IO b

Př́ıklady použit́ı:
putStr "Jeje" >> putChar ’!’

getLine >> putStr "nic"
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Základńı funkce pro výstup

putChar :: Char -> IO ()

Zaṕı̌se znak na standardńı výstup.

putStr :: String -> IO ()

Zaṕı̌se řetězec na standardńı výstup.

putStr :: String -> IO ()

Zaṕı̌se řetězec na standardńı výstup a p̌ŕıdá znak konec řádku.

print :: Show a => a -> IO ()

Vyṕı̌se hodnotu jakéhokoliv tisknutelného typu na standardńı
výstup, a p̌ridá znak konec řádku.

Tisknutelné typy jsou instanćı ťŕıdy Show .

Uživatelem definované typy nutno označit p̌ŕıdomkem
deriving Show .
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Základńı funkce pro vstup

getChar :: IO Char

Načte znak ze standardńıho vstupu.

getLine :: IO String

Načte řádek ze standardńıho vstupu.

getContents :: IO String

Čte veškerý obsah ze standardńıho vstupu jako jeden řetězec.
Obsah je čten ĺıně, tj. až když je poťreba.

interact :: (String -> String) -> IO ()

Argumentem funkce interact je funkce, která zpracovává
řetězec a vraćı řetězec.

Veškerý obsah ze standardńıho vstupu je p̌redán této funkci a
výsledek vytǐstěn na standardńı výstup.
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Práce se soubory

type FilePath = String

Definuje typový alias.

readFile :: FilePath -> IO String

Načte obsah souboru jako řetězec. Soubor je čten ĺıně.

writeFile :: FilePath -> String -> IO ()

Zaṕı̌se řetězec do daného souboru (existuj́ıćı obsah smaže).

Hodnoty jiného typu než String lze konvertovat funkćı show .

appendFile :: FilePath -> String -> IO ()

Přiṕı̌se řetězec do daného souboru.

Hodnoty jiného typu než String lze konvertovat funkćı show .
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Daľśı vstup-výstupńı akce

Moduly System a Directory

Existuj́ı daľśı vstup-výstupńı funkce pro práci s adresá̌remi či
systémovými proměnnými.

Tyto funkce jsou p̌reddefinovány v modulech System a
Directory .

Použit́ı modulu

Moduly, jejichž funkce chceme použ́ıt, je ťreba označit.

Lze to učinit v souboru s globálńımi definicemi použit́ım
kĺıčového slova import .

Př́ıklad:
import Char

import Directory

main = getDirectoryContents ".." >>=

print . map (\x -> (toUpper.head) x : tail x)
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Zápis pomoćı do

Pozorováńı

Syntaktická konstrukce do slouž́ı k alternativńımu zápisu
výrazu s operátory >>= a >> .

Následuj́ıćı zápis je ekvivalentńı

putStr "vstup?" >>

getLine >>= \ x ->

putStr "výstup?" >>

getLine >>= \ y ->

readFile x >>= \ z ->

writeFile y (map toUpper z)

do putStr "vstup?"

x <- getLine

putStr "výstup?"

y <- getLine

z <- readFile x

writeFile y (map toUpper z)
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Funkce sequence

Funkce sequence

Máme-li seznam vstup-výstupńıch akćı, můžeme je pomoćı
funkce sequence provést dávkově naráz.

sequence :: [IO a] -> IO [a]

sequence [] = return []

sequence (a:s) = do x<-a

t <- sequence s

return (x:t)

Př́ıklady použit́ı

V p̌ŕıpadě výstupńıch akćı je výsledkem vyhodnoceńı výrazu
posloupnost výstupů, viz:

sequence [ putStr "Ahoj", putStr " ", putStr "světe!"]

V p̌ŕıpadě vstupńıch akćı, je výsledkem vyhodnoceńı výrazu
seznam vstupů, který je uložený jako vniťrńı výsledek
vstup-výstupńı akce, viz:

sequence [ getLine, getLine, getLine ] >>= print
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Funkce mapM

Funkce mapM

Aplikuje unárńı funkci, jej́ıž výsledkem je vstup-výstupńı akce,
na seznam hodnot a vzniklý seznam vstup-výstupńıch akćı
provede.

mapM :: (a -> IO b) -> [a] -> IO [b]

mapM f = sequence . map f

Př́ıklady použit́ı

mapM putStr ["Den","Noc"]

vyṕı̌se DenNoc

mapM (\ t -> putStr "Aa") [1,2,3,4,5]

vyṕı̌se AaAaAaAaAa

mapM (\ x->getLine) [1,2] >>= print

po zadáńı dvou řádk̊u s obsahem radek1 a radek2

vyṕı̌se ["radek1","radek2"]
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Domáćı cvičeńı

Mentálńı cvičeńı

Zdůvodněte (uvědomte si) proč je typ funkćı foldr a foldl

takový, jaký je.

Zadefinujte funkci sequence bez použit́ı notace do .

Programováńı v Haskellu

Definujte funkci, která pro 12 měśıčńıch plat̊u zadaných
seznamem vypoč́ıtá 15% daň z p̌ŕıjmu s p̌rihlédnut́ım k tomu,
že z celkové výše ročńıho p̌ŕıjmu se dańı pouze část, která
p̌revyšuje nezdanitelné minimum ve výši 24 600 Kč.

Vyhledejte popis funkćı obsažených v modulech Char ,
Directory a IO a vyzkoušejte je ve svých programech.

Napǐste program, který vyzve uživatele, aby zadal 16 č́ısel
oddělených mezerou, a poté tyto č́ısla vyṕı̌se v matici velikosti
4x4.
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Sekce

Redukčńı strategie
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Redukce, redukčńı strategie

Redukčńı krok

Úprava výrazu, v němž se některý jeho podvýraz nahrad́ı
zjednodušeným podvýrazem.

Upravovaný podvýraz (redex) má tvar aplikace funkce na
argumenty, upravený podvýraz má tvar pravé strany definice
této funkce do ńıž jsou za formálńı parametry dosazené
skutečné argumenty.

Redukčńı strategie

Předpis, který určuje jaký podvýraz se bude upravovat
v následuj́ıćım redukčńım kroku.
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Základńı redukčńı strategie

Striktńı redukčńı strategie

Při úpravě aplikace F X nejďŕıve úplně uprav́ıme argument X .
Teprve nelze-li už upravovat argument X , upravujeme výraz F .
Až nakonec uprav́ıme (podle definice funkce) celý výraz F X .

Při úpravě výraz̊u tedy postupujeme zevniťr.

Normálńı redukčńı strategie

Upravovaným podvýrazem je celý výraz; nelze-li takto upravit
aplikaci F X , uprav́ıme nejďŕıve výraz F , pokud to nestač́ı k
tomu, abychom mohli upravit F X , upravujeme částečně výraz
X , ale pouze do té ḿıry, abychom mohli upravit výraz F X .

Při úpravě výraz̊u tedy postupujeme zvněǰsku.
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Ĺıná redukčńı strategie

Ĺıná redukčńı strategie

Normálńı redukčńı strategii, p̌ri ńıž si pamatujeme hodnoty
upravených podvýraz̊u a žádný s opakovaným výskytem
nevyhodnocujeme v́ıce než jednou.

Využ́ıvá referenčńı transparentnost.

Nelze aplikovat na výrazy s vedleǰśım efektem.

Haskell

Použ́ıvá ĺınou redukčńı strategii.

Též označováno jako ĺıné vyhodnocováńı.
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Př́ıklady vyhodnocováńı s r̊uznou strategíı

Definice funkce

cube x = x * x * x

Striktńı redukčńı strategie

cube (3+5)  cube 8  8 * 8 * 8  64 * 8  512

Normálńı redukčńı strategie

cube (3+5)  (3+5) * (3+5) * (3+5)  8 * (3+5) * (3+5)

 8 * 8 * (3+5)  64 * (3+5)  64 * 8  512

Ĺıná redukčńı strategie

cube (3+5)  (3+5) * (3+5) * (3+5)  8 * 8 * 8  

64 * 8  512
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Vliv strategie na výsledek vyhodnocováńı

Pozorováńı

Použitá strategie může ovlivnit chováńı programu.

Př́ıklad 1

Uvažme funkci const

const :: a -> b -> a

const x y = x

Při striktńım vyhodnocováńı dojde k děleńı nulou
const 2 (1/0)  ERROR

Při ĺıném vyhodnocováńı k němu nedojde
const 2 (1/0)  2
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Vliv strategie na výsledek vyhodnocováńı

Př́ıklad 2

Uvažme funkci undf

undf x :: Int -> Int

undf x = undf x

Striktńı vyhodnocováńı následuj́ıćıho výrazu vede k zacykleńı
head (tail [undf 1, 4]) =

head (tail (undf 1 : 4 : []))  

head (tail (undf 1 : 4 : []))  

...

Při ĺıném vyhodnocováńı k zacykleńı nedojde:
head (tail [undf 1, 4]) =

head (tail (undf 1 : 4 : [])) =

head (tail (undf 1 : 4 : []))  

head (4 : [])  4
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Obecné vlastnosti redukčńıch strategíı

Churchova-Rosserova věta

Výsledná hodnota ukončeného výpočtu výrazu nezálež́ı na
redukčńı strategii: pokud výpočet skonč́ı, je jeho výsledek vždy
stejný.

Interpretace věty

Churchova-Rosserova věta nevylučuje r̊uzné chováńı

výpočtu p̌ri r̊uzných strategíıch. Při některých strategíıch
může výpočet skončit, p̌ri jiných cyklit. Nebo je výpočet podle
jedné strategie deľśı než podle jiné. Nikdy však nemůže

skončit dvěma r̊uznými výsledky.
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Obecné vlastnosti redukčńıch strategíı

O perpetualitě

Jestliže pro nějaký výraz M existuje redukčńı strategie,
s jej́ımž použit́ım se úprava výrazu M zacykĺı, pak se tento
výpočet zacykĺı i s použit́ım striktńı redukčńı strategie.

Interpretace věty

Věta o perpetualitě ř́ıká, že z hlediska možnosti zacykleńı
výpočtu je striktńı redukčńı strategie nejméně bezpečná. Když
se p̌ri jej́ım použit́ı výpočet nezacykĺı, pak se nezacykĺı ani p̌ri
žádné jiné strategii.
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Obecné vlastnosti redukčńıch strategíı

O normalizaci

Jestliže pro nějaký výraz M existuje redukčńı strategie,
s jej́ımž použit́ım se úprava výrazu M nezacykĺı, pak se tento
výpočet nezacykĺı ani s použit́ım normálńı redukčńı strategie.

Interpretace věty

Věta o normalizaci ř́ıká, že z hlediska možnosti zacykleńı
výpočtu je normálńı redukčńı strategie nejbezpečněǰśı. To
neznamená, že by se s jej́ım použit́ım výpočet zacyklit
nemohl; z věty však plyne, že když se to stane a výpočet se
i p̌ri normálńı redukčńı strategii zacykĺı, pak se zacykĺı i p̌ri
každé jiné strategii.
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Ĺıné vyhodnocováńı

Jiný pohled

Při použit́ı ĺıné/normálńı redukčńı strategie je výraz
vyhodnocen až v okamžiku, kdy je poťreba pro daľśı výpočet.

Př́ıstup, který jde nad rámec redukčńı strategie.

Př́ıklady

Ĺıné čteńı řetězce ze vstupu:
getContents :: IO String

Ĺıné vyhodnocováńı Boolovských operátor̊u v imperativńıch
programovaćıch jazyćıch.

(True OR (1/0)) = True

(open(...) OR die) – ”umře”pokud open selže.
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Ĺıné vyhodnocováńı a nekonečné datové struktury

Nekonečné datové struktury

Vyhodnoceńı výrazu až v okamžiku, kdy je poťreba pro daľśı
výpočet, umožňuje manipulaci s nekonečnými datovými
strukturami.

Př́ıkladem nekonečné datové struktury je nekonečný seznam.

Př́ıklad

Seznam nekonečně mnoha jedniček:
jednicky = 1 : jednicky

Vyhodnoceńı výrazu jednicky se zacykĺı p̌ri každé strategii:
jednicky  1:jednicky  1:1:jednicky  · · ·

Ale je-li výraz jednicky podvýrazem věťśıho výrazu, tak se
jeho vyhoceńı p̌ri ĺıné strategii nemuśı zacyklit.

head jednicky = head jednicky  head (1:jednicky)  1
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Př́ıklady definice nekonečných seznamů

Nekonečný rostoućı seznam všech p̌rirozených č́ısel

nats = 0 : zipWith (+) nats jednicky

0 1 2 3 4 5 ... nats
+ 1 1 1 1 1 1 ... jednicky

0 1 2 3 4 5 6 ...

Fibonacciho posloupnost

fibs = 0 : 1 : zipWith (+) fibs (tail fibs)

0 1 1 2 3 5 ... fibs
+ 1 1 2 3 5 8 ... tail fibs

0 1 1 2 3 5 8 13 ...
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Funkce generuj́ıćı nekonečné seznamy

Nekonečné opakováńı jednoho prvku

repeat :: a -> [a]

repeat x = x : repeat x

Nekonečné opakováńı seznamu

cycle :: [a] -> [a]

cycle x = x ++ cycle x

Opakovaná aplikace funkce

iterate :: (a -> a) -> a -> [a]

iterate f z = z : iterate f (f z)
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Př́ıklady

Alternativńı definice

jednicky = repeat 1

jednicky = iterate (+0) 1

jednicky = iterate (id) 1

jednicky = cycle [1]

nats = iterate (+1) 0

Daľśı p̌ŕıklady

take 10 (iterate (*2) 1)  ∗

take 5 (iterate (’a’:) [])  ∗

take 10 (iterate (*(-1)) 1)  ∗

take 8 (cycle "Ha ")  ∗
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Př́ıklady

Alternativńı definice

jednicky = repeat 1

jednicky = iterate (+0) 1

jednicky = iterate (id) 1

jednicky = cycle [1]

nats = iterate (+1) 0

Daľśı p̌ŕıklady

take 10 (iterate (*2) 1)  ∗ [1,2,4,8,16,32,64,128,256,512]

take 5 (iterate (’a’:) [])  ∗ ["","a","aa","aaa","aaaa"]

take 10 (iterate (*(-1)) 1)  ∗ [1,-1,1,-1,1,-1,1,-1,1,-,1]

take 8 (cycle "Ha ")  ∗ "Ha Ha Ha"
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Sekce

Zápis seznamů
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Zápis seznamu výčtem

Prostý výčet

Zápis pomoćı základńıch datových konstruktor̊u (:) a [] .
1:2:3:4:5:[]

Ekvivalentńı zkrácený zápis (syntaktická zkratka pro totéž).
[1,2,3,4,5]

Hromadný výčet

Seznamy hodnot, které lze systematicky vyjmenovat
(enumerovat) lze zadat tzv. hromadným výčtem.

Seznamy zadané enumeračńı funkćı enumFromTo

enumFromTo 1 12  ∗ [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12]

enumFromTo ’A’ ’Z’  ∗ "ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ"

Všechny uspǒrádatelné typy jsou enumerovatelné.
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Enumeračńı funkce a syntaktické zkratky

Nekonečná enumerace

Enumerovat lze i hodnoty typů s nekonečnou doménou.

Hromadným výčtem lze definovat nekonečné seznamy.
nats = enumFrom 0

Enumerace s udaným vzorem

Udáńım druhého prvku lze definovat vzor enumerace:
take 10 (enumFromThen 0 2)  ∗ [0,2,4,6,8,10,12,14,16,18]

enumFromThenTo 0 3 15  ∗ [0,3,6,9,12,15]

Přehled enumeračńıch funkćı a syntaktických zkratek

Enumeračńı funkce Typ Zkratka

enumFrom m Enum a => a->[a] [m..]

enumFromTo m n Enum a => a->a->[a] [m..n]

enumFromThen m m’ Enum a => a->a->[a] [m,m’..]

enumFromThenTo m m’ n Enum a => a->a->a->[a] [m,m’..n]
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Intenzionálńı zápis seznamu

Intenzionálńı definice seznamu

Prvky seznamu jsou generovány společným pravidlem, které
p̌redepisuje jak prvky z nějaké nosné množiny p̌repsat na
prvky generovaného seznamu.

Př́ıklad: prvńıch deset násobk̊u č́ısla 2
[ 2*n | n <- [0..9] ]

Obecná šablona

[ definičnı́ výraz | generátor a kvalifikátory ]

Za každý vygenerovaný prvek vyhovuj́ıćı všem kvalifikátor̊um
se do definovaného seznamu p̌ridá jedna hodnota definičńıho
výrazu.

Definičńı výraz může a nemuśı použ́ıt generované prvky.

Kvalifikátory a generátory se vyhodnocuj́ı zleva doprava.
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Kvalifikátory – Generátory

Generátor

nová proměnná <- seznam nebo vzor <- seznam

Definuje novou proměnou použitelnou bud’ v definičńım
výrazu nebo v libovolném kvalifikátoru vyskytuj́ıćım se vpravo.

Nová proměnná postupně nabývá hodnot prvk̊u v seznamu.

V p̌ŕıpadě použit́ı vzoru, se vygeneruje tolik instanćı, kolik
prvk̊u v seznamu odpov́ıdá použitému vzoru.

Kombinace v́ıce generátor̊u

Při použit́ı v́ıce generátor̊u se generuj́ı všechny kombinace.

Pǒrad́ı kombinaćı je dáno uspǒrádáńım generátor̊u v definici.

Nejvyš̌śı váhu má generátor vlevo, směrem doprava váha klesá.
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Kvalifikátory – Predikáty a lokálńı definice

Predikát

Výraz typu Bool .

Může využ́ıt proměnné definované od predikátu vlevo.

Vygenerované instance, které nevyhovuj́ı predikátu, nebudou
brány v potaz pro definici výsledného seznamu.

Lokálńı definice

let nová proměnná = výraz

Definuje novou proměnou použitelnou bud’ v definičńım
výrazu nebo v libovolném kvalifikátoru vyskytuj́ıćım se vpravo.

Výraz může využ́ıt proměnné definované vlevo.
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Př́ıklady 1/3

[ n^2 | n <-[0..3] ]

 
∗ [0,1,4,9]

[ (c,k) | c<-"abc", k<-[1,2] ]

 
∗ [(’a’,1),(’a’,2),(’b’,1),(’b’,2),(’c’,1),(’c’,2)]

[ 3*n | n<-[0..6], odd n ]

 
∗ [3,9,15]

[ (m,n) | m<-[1..3], n<-[1..3], n<=m ]

 
∗ [(1,1),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2),(3,3)]

[ (m,n) | m<-[1..3], n<-[1..m] ]

 
∗ [(1,1),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2),(3,3)]

[ (x,y) | z<-[0..2], x<-[0..z], let y=z-x ]

 
∗ [(0,0),(0,1),(1,0),(0,2),(1,1),(2,0)]
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Př́ıklady 2/3

[ replicate n c | c<-"xyz", n<-[2,3] ]

 
∗ ["xx","xxx","yy","yyy","zz","zzz"]

[ replicate n c | n<-[2,3], c<-"xyz"]

 
∗ ["xx","yy","zz","xxx","yyy","zzz"]

[ x^2 | [x]<-[[],[2,3],[4],[1,1..],[],[7],[0..]] ]

 
∗ [16,49]

[ 0 | []<-[[],[2,3],[4],[0..],[],[5]] ]

 
∗ [0,0]

[ x^3 | x<-[0..10], odd x ]

 
∗ [1,27,125,343,729]

[ x^3 | x<-[0..10], odd x, x < 1 ]

 
∗ []
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Př́ıklady 3/3

Redefinice známých funkćı

length :: [a] -> Int

length s = sum [ 1 | <- s ]

map :: (a->b) -> [a] -> [b]

map f s = [ f x | x <- s ]

filter :: (a->Bool) -> [a] -> [a]

filter p s = [ x | x <- s, p x ]

concat :: [[a]] -> [a]

concat s = [ x | t <- s, x <- t ]

Nové funkce

isOrdered :: Ord a => [a] -> Bool

isOrdered s = and [ x<=y | (x,y) <- zip s (tail s) ]

samohlasky :: String -> String

samohlasky s = [ v | v <- s, v ‘elem‘ "aeiouy"]
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Tř́ıděńı prvk̊u v seznamu – Quicksort

Úkol

Napǐste funkci, která p̌ri aplikaci na konečný seznam
uspǒradatelných hodnot vrát́ı seznam těchto hodnot
uspǒrádáných operátorem < .

Řešeńı

Funkce qSort sěrad́ı seznam hodnot vzestupně.

qSort :: Ord a => [a] -> [a]

qSort [] = []

qSort (p:s) = qSort [ x | x<-s, x<p ]

++ [p] ++

qSort [ x | x<-s, x>=p ]
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Prvoč́ısla – Eratosthenovo śıto

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29

5 7 11 13 17 19 23 25 29

7 11 13 17 19 23 29

11 13 17 19 23 29

13 17 19 23 29

17 19 23 29

19 23 29

23 29

29

Prvoč́ısla

Pro každé p, 2 ≤ p ∈ N plat́ı: p je prvoč́ıslo, právě když p

neńı násobkem žádného prvoč́ısla menš́ıho než p.

es :: Integral a => [a] -> [a]

es (p:t) = p : es [ n | n<-t, n‘mod‘p/=0 ]

primes = es [2..]
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Sekce

QuickCheck
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Testováńı programů programem QuickCheck

Myšlenka programu QuickCheck

Generováńı náhodných hodnot.

Testováńı chováńı programu na daném počtu těchto hodnot.

Testovaná vlastnost

Unárńı funkce, která vraćı hodnotu typu Bool .

Hodnota True indikuje správný výsledek, False nesprávný.

Může volat jiné funkce.

Standardńı použit́ı

import Test.QuickCheck

quickCheck (\z -> muj program z == ocekavany vysledek)
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Typová specializace

Typová specializace a QuickCheck

Generováńı náhodných hodnot je možné pouze pokud je
p̌resně znám jejich typ.

Vlastnosti testované programem QuickCheck nesḿı být
polymorfńıho typu, tj. je ťreba je typově specializovat.

Typová specializace

Uvedeńı typu v globálńı definici nebo za typovaný výraz.

Typově specializovat lze i funkce.

Př́ıklady typové specializace

Výraz Typ

4 Num a => a

4::Int Int

(\ z -> z == z) Eq a => a -> Bool

(\ z -> z == z):: Int->Bool Int -> Bool
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QuickCheck – p̌ŕıklad použit́ı

Testované vlastnosti

prop1 :: Int -> Bool

prop1 = (x+1)*(x+1) == x*x + 2*x + 1

prop2 :: Float -> Bool

prop2 = (x+1)*(x+1) == x*x + 2*x + 1

Použit́ı programu quickCheck v interpretru

quickCheck prop1

OK, passed 100 tests.

quickCheck prop2

Falsifiable, after 9 tests:

-2.166667
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Náhodné hodnoty

Generováńı náhodných hodnot

QuickCheck uḿı generovat náhodné hodnoty č́ıselných typů a
z nich uḿı konstruovat náhodné seznamy a uspǒradané n-tice.

Náhodné hodnoty typu Char

Pro náhodné hodnoty typu Char je ťreba prohlásit typovou
ťŕıdu Char za instanci ťŕıdy Arbitrary .

import Data.Char

instance Arbitrary Char where

arbitrary = choose (’\32’, ’\128’)

coarbitrary c = variant (ord c ‘rem‘ 4)

Použit́ı na hodnoty typu Char

quickCheck (\z->z==’a’)

Falsifiable, after 0 tests:

’t’
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Pokročilé použit́ı programu QuickCheck

Počet test̊u

Přednastavený počet test̊u může být nedostatečný.

Definice procedury s věťśım počtem test̊u:
myCheck = check (defaultConfig { configMaxTest = 10000})

Použit́ı nové testovaćı procedury:
myCheck (\z->z/=’a’)

Falsifiable, after 212 tests:

’a’

”Ukecané”testováńı

Při testováńı vypisuje použité hodnoty

verboseCheck (\z->z/="aa")

...
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Domáćı cvičeńı 1/2

Definice seznamů

Definujte seznam všech uspǒrádaných dvojic p̌rirozených č́ısel
tak, aby dvojice byly v definovaném seznamu uspǒrádány dle
následuj́ıćıho schématu:

(2,2) (2,3)(2,1) (2,4)

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5)

(3,1)

(4,1)

(5,1)

(4,2)

(3,2) (3,3)

.  .  .

.  .  .

.  .  .

.  .  .

.  .  .

Nápověda: součet č́ısel v dvojici je po diagonále shodný a
postupně se zvyšuje o jedna.
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Domáćı cvičeńı 2/2

QuickCheck

Programem QuickCheck ově̌rte, že dvojice (3, 4) a (4, 3) jsou
v seznamu uvedeny ve správném pǒrad́ı.

Programem QuickCheck ově̌rte, že náhodně generované
dvojice dvojic p̌rirozených č́ısel jsou v seznamu uvedeny ve
správném pǒrad́ı.

Nápověda: dvojice s č́ısly < 1 automaticky vyhovuj́ı testu.

Verze s lexikografickým uspǒrádáńım

Opakujte celé zadáńı s t́ım, že dvojice jsou v seznamu
uspǒrádány lexikograficky:

(a, b) < (c , d) ⇐⇒ (a < c) ∨ (a = c ∧ b < d)

Vysvětlete nastalý problém s testováńım.
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IB015 Úvod do funkcionálńıho programováńı

Časová složitost, Typové ťŕıdy, Moduly

Jǐŕı Barnat
Libor Škarvada



Sekce

Časová složitost
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Časová složitost

Podstata

Časová složitost funkce popisuje délku výpočtu v nejhořśım
p̌ŕıpadě vzhledem k velikosti vstupńıch parametr̊u.

Délka výpočtu v nejhořśım p̌ŕıpadě

Maximálńı počet redukčńıch krok̊u p̌res všechny možné
výpočty aplikace programu na vstupńı parametry stejné
velikosti.
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Časová složitost

Podstata

Časová složitost funkce popisuje délku výpočtu v nejhořśım
p̌ŕıpadě vzhledem k velikosti vstupńıch parametr̊u.

Délka výpočtu v nejhořśım p̌ŕıpadě

Maximálńı počet redukčńıch krok̊u p̌res všechny možné
výpočty aplikace programu na vstupńı parametry stejné
velikosti.

Na délce zálež́ı!
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Funkce pro reverzi seznamu

Reverze seznamu funkce reverse’

reverse’ :: [a] -> [a]

reverse’ [] = []

reverse’ (x:s) = reverse’ s ++ [x]

(++) :: [a] -> [a] -> [a]

[] ++ t = t

(x:s) ++ t = x : (s++t)

Reverze seznamu funkce reverse

reverse :: [a] -> [a]

reverse = rev []

where rev s [] = s

rev s (x:t) = rev (x:s) t
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Reverze seznamu funkćı reverse’

reverse’ :: [a] -> [a]

reverse’ [] = []

reverse’ (x:s) = reverse’ s ++ [x]

(++) :: [a] -> [a] -> [a]

[] ++ t = t

(x:s) ++ t = x : (s++t)

reverse’ [1,2,3]

 reverse’ [2,3] ++ [1]

 (reverse’ [3] ++ [2]) ++ [1]

 ((reverse’ [] ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]

 (([] ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]

 ([3] ++ [2]) ++ [1]

 (3 : ([] ++ [2])) ++ [1]

 (3 : [2]) ++ [1]

 3 : ([2] ++ [1])

 3 : (2 : ([] ++ [1]))

 3 : (2 : [1]) ≡ [3,2,1]
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Reverze seznamu funkćı reverse’

Délka výpočtu funkce p̌ri aplikaci na seznam délky n.

n+1

reverse’ [1,2,3]
 reverse’ [2,3] ++ [1]
 (reverse’ [3] ++ [2]) ++ [1]
 ((reverse’ [] ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]
 (([] ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]

 ([3] ++ [2]) ++ [1]

 (3 : ([] ++ [2])) ++ [1]

 (3 : [2]) ++ [1]

 3 : ([2] ++ [1])

 3 : (2 : ([] ++ [1]))

 3 : (2 : [1])
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Reverze seznamu funkćı reverse’

Délka výpočtu funkce p̌ri aplikaci na seznam délky n.

n+1 + 1

reverse’ [1,2,3]

 reverse’ [2,3] ++ [1]

 (reverse’ [3] ++ [2]) ++ [1]

 ((reverse’ [] ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]

 (([] ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]

 ([3] ++ [2]) ++ [1]

 (3 : ([] ++ [2])) ++ [1]

 (3 : [2]) ++ [1]

 3 : ([2] ++ [1])

 3 : (2 : ([] ++ [1]))

 3 : (2 : [1])

IB015 Úvod do Funkcionálńıho programováńı – 06 str. 6/37



Reverze seznamu funkćı reverse’

Délka výpočtu funkce p̌ri aplikaci na seznam délky n.

n+1 + 1 + 2

reverse’ [1,2,3]

 reverse’ [2,3] ++ [1]

 (reverse’ [3] ++ [2]) ++ [1]

 ((reverse’ [] ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]

 (([] ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]

 ([3] ++ [2]) ++ [1]

 (3 : ([] ++ [2])) ++ [1]
 (3 : [2]) ++ [1]

 3 : ([2] ++ [1])

 3 : (2 : ([] ++ [1]))

 3 : (2 : [1])
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Reverze seznamu funkćı reverse’

Délka výpočtu funkce p̌ri aplikaci na seznam délky n.

n+1 + 1 + 2 + 3 + ... + n

reverse’ [1,2,3]

 reverse’ [2,3] ++ [1]

 (reverse’ [3] ++ [2]) ++ [1]

 ((reverse’ [] ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]

 (([] ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]

 ([3] ++ [2]) ++ [1]

 (3 : ([] ++ [2])) ++ [1]

 (3 : [2]) ++ [1]

 3 : ([2] ++ [1])
 3 : (2 : ([] ++ [1]))
 3 : (2 : [1])
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Reverze seznamu funkćı reverse’

Délka výpočtu funkce p̌ri aplikaci na seznam délky n.

n+1 + 1 + 2 + 3 + ... + n

reverse’ [1,2,3]

 reverse’ [2,3] ++ [1]

 (reverse’ [3] ++ [2]) ++ [1]

 ((reverse’ [] ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]

 (([] ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]

 ([3] ++ [2]) ++ [1]

 (3 : ([] ++ [2])) ++ [1]

 (3 : [2]) ++ [1]

 3 : ([2] ++ [1])

 3 : (2 : ([] ++ [1]))

 3 : (2 : [1])
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Reverze seznamu funkćı reverse

reverse :: [a] -> [a]

reverse = rev []

where rev s [] = s

rev s (x:t) = rev (x:s) t

reverse [1,2,3]

 rev [] [1,2,3]

 rev [1] [2,3]

 rev [2,1] [3]

 rev [3,2,1] []

 [3,2,1]
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Reverze seznamu funkćı reverse

Délka výpočtu funkce p̌ri aplikaci na seznam délky n.

1

reverse [1,2,3]
 rev [] [1,2,3]
 rev [1] [2,3]

 rev [2,1] [3]

 rev [3,2,1] []

 [3,2,1]
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Reverze seznamu funkćı reverse

Délka výpočtu funkce p̌ri aplikaci na seznam délky n.

1 + n

reverse [1,2,3]

 rev [] [1,2,3]

 rev [1] [2,3]
 rev [2,1] [3]
 rev [3,2,1] []
 [3,2,1]
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Reverze seznamu funkćı reverse

Délka výpočtu funkce p̌ri aplikaci na seznam délky n.

1 + n + 1

reverse [1,2,3]

 rev [] [1,2,3]

 rev [1] [2,3]

 rev [2,1] [3]

 rev [3,2,1] []

 [3,2,1]
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Reverze seznamu funkćı reverse

Délka výpočtu funkce p̌ri aplikaci na seznam délky n.

1 + n + 1

reverse [1,2,3]

 rev [] [1,2,3]

 rev [1] [2,3]

 rev [2,1] [3]

 rev [3,2,1] []

 [3,2,1]
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Asymptotický r̊ust funkćı

Pozorováńı

Při určováńı časové složitosti algoritmů je nepraktické a často
i obt́ıžné určovat tuto složitost p̌resně.

Funkce vyjaďruj́ıćı délku výpočtu vzhledem k velikosti
parametru klasifikujeme podle asymptotického chováńı.

Asymptotický r̊ust funkćı

Při zápisu funkčńı hodnoty v proměnné n rozhoduje
nejrychleji rostoućı člen. U něj nav́ıc zanedbáváme kladnou
multiplikativńı konstantu.

Podle toho hovǒŕıme o funkćıch lineárńıch, kvadratických,
exponenciálńıch apod.
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Přehled asymptotických funkćı

t(n) r̊ust funkce t

1, 20, 729, 264 konstantńı

2 log n + 5, 3 log2 n + log2(log2 n) logaritmický

n, 2n + 1, n +
√

n lineárńı

n log n, 3n log n + 6n + 9 n log n

n2, 3n2 + 4n − 1, n2 + 10 log n kvadratický

polynomiálńı

n3, n3 + 3n2 kubický

2n
(

1+
√
5

2

)

n

exponenciálńı

3n

IB015 Úvod do Funkcionálńıho programováńı – 06 str. 10/37



Asymptotická složitost reverse a reverse‘

reverse‘

Počet redukčńıch krok̊u výrazu reverse’ [x1,. . .,xn] na
každém seznamu délky n je

n + 1 + 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n2 + 3n + 2

2

Složitost funkce reverse’ je kvadratická vzhledem k délce
obraceného seznamu.

reverse

Počet redukčńıch krok̊u výrazu reverse [x1,. . .,xn] na každém
seznamu délky n je

1 + n + 1 = n + 2

Složitost funkce reverse je lineárńı vzhledem k délce
obraceného seznamu.
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Poč́ıtáńı mocniny

Definice funkćı
mocnina’ :: Int -> Int -> Int

mocnina’ m 0 = 1

mocnina’ m n = m * mocnina’ m (n-1)

mocnina :: Int -> Int -> Int

mocnina m 0 = 1

mocnina m n = if even n then r else m * r

where r = mocnina (m * m) (n ‘div‘ 2)

Složitost výpočtu vzhledem k exponentu

Složitost funkce mocnina’ je lineárńı.

Složitost funkce mocnina je logaritmická.
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Výpočet Fibonacciho č́ıselné řady

Definice funkćı
fib’ :: Integer -> Integer

fib’ 0 = 0

fib’ 1 = 1

fib’ n = fib’ (n-2) + fib’ (n-1)

fib :: Integer -> Integer

fib = f 0 1

where f a 0 = a

f a b k = f b (a+b) (k-1)

Složitost vzhledem k argumentu

Složitost funkce fib’ je exponenciálńı.

Složitost funkce fib je lineárńı.
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Nejhořśı p̌ŕıpad 1/2

Pozor

Časová složitost popisuje délku výpočtu v nejhořśım p̌ŕıpadě
pro danou velikost argumentu.

Př́ıklad

Vyšeťrujeme časovou složitost funkce ins vzhledem k jej́ımu
druhému parametru.

Funkce ins zǎrazuje prvek do sěrazeného seznamu.
ins :: Int -> [Int] -> [Int]

ins x [] = [x]

ins x (y:t) = if x <= y then x : y : t else y : ins x t
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Nejhořśı p̌ŕıpad 2/2

Různé délky výpočtu

Počet krok̊u p̌ri voláńı ins x [x1, ..., xn] je r̊uzný.

Nejkraťśı výpočet má délku 3:
ins 1 [2,4,6,8]  3 [1,2,4,6,8]

Nejdeľśı výpočet má délku 3n + 1:
ins 9 [2,4,6,8]  3∗4+1 [2,4,6,8,9]

Časová složitost

Časová složitost funkce ins je lineárńı vzhledem k velikosti
jej́ıho druhého argumentu (tj. vzhledem k délce seznamu).
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Časová složitost a redukčńı strategie

Pozorováńı

Časová složitost záviśı nejen na algoritmu (způsobu definováńı
funkce), ale také na redukčńı strategii.

Př́ıklad

Uvažme funkćı pro uspǒrádáńı prvk̊u v seznamu pomoćı
postupného zǎrazováńı.

inssort :: Ord a => [a] -> [a]

inssort = foldr ins []

where ins x [] = [x]

ins x (y:t) = if x <= y then x : y : t

else y : ins x t

Princip řazeńı funkćı inssort

inssort [x1, x2, ..., xn−1, xn]

 foldr ins [] [x1, x2, ..., xn−1, xn]

 
n+1 ins x1 (ins x2 (...(ins xn−1 (ins xn []))...))
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Př́ıklad závislosti časové složitosti na redukčńı strategii

Definice funkce
inssort :: Ord a => [a] -> [a]
inssort = foldr ins []

where ins x [] = [x]
ins x (y:t) = if x <= y then x : y : t

else y : ins x t

minim = head . inssort

Striktńı vyhodnocováńı (nejhořśı p̌ŕıpad – seznam je klesaj́ıćı)
minim [x1, ..., xn]

 (head.inssort) [x1,...,xn]
 head (inssort [x1,...,xn])
 head (foldr ins [] [x1,...,xn])
 

n+1 head (ins x1 (...(ins xn−2 (ins xn−1 (ins xn[])))...))
 

3·0+1 head (ins x1 (...(ins xn−2 (ins xn−1 [xn]))...))
 

3·1+1 head (ins x1 (...(ins xn−2 [xn,xn−1])...) )
 

3·2+1 head (ins x1 (...[xn,xn−1,xn−2]...) )
.
.
.

 
3·(n−2)+1 head (ins x1 [xn,...,x2] )

 
3·(n−1)+1 head [xn,...,x1]

 xn
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Př́ıklad závislosti časové složitosti na redukčńı strategii

Definice funkce
inssort :: Ord a => [a] -> [a]
inssort = foldr ins []

where ins x [] = [x]
ins x (y:t) = if x <= y then x : y : t

else y : ins x t

minim = head . inssort

Ĺıné vyhodnocováńı (nejhořśı p̌ŕıpad – nejmenš́ı prvek na konci)
minim [x1,...,xn]

 (head.inssort) [x1,...,xn]
 head (inssort [x1,...,xn])
 head (foldr ins [] [x1,...,xn])
 

n+1 head (ins x1 (...(ins xn−2 (ins xn−1 (ins xn [])))...) )
 head (ins x1 (...(ins xn−2 (ins xn−1 (xn : [])))...) )
 

3 head (ins x1 (...(ins xn−2 (xn : (ins xn−1 [])))...) )
 

3 head (ins x1 (...(xn : (ins xn−2 (ins xn−1 [])))...) )
.
.
.

 
3 head (ins x1 (xn :(ins x2 (ins x3 (...(ins xn−1 [])...)))))
 

3 head ( xn : (ins x1 (ins x2 (... (ins xn−1 [])...))))
 xn
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Př́ıklad závislosti časové složitosti na redukčńı strategii

Striktńı vyhodnocováńı

Počet redukčńıch krok̊u výrazu minim [x1,...,xn] je:

3 + n + 1 +

n−1
∑

k=0

(3k + 1) + 1 =
3n2 + n + 10

2

Při striktńım vyhodnocováńı má funkce kvadratickou časovou
složitost.

Ĺıné vyhodnocováńı

Počet redukčńıch krok̊u výrazu minim [x1,...,xn] je:

3 + n + 1 + 1 + 3.(n − 1) + 1 = 4n + 3

Při ĺıném vyhodnocováńı má funkce lineárńı časovou složitost.
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Vliv redukčńı strategie na časovou složitost

Pozorováńı

Neńı pravda, že časová složitost výpočtu se p̌ri ĺıném a
striktńım vyhodnocováńı vždy lǐśı.

Pokud se časová složitost lǐśı, může se lǐsit v́ıc než o jeden
řádek ve zmiňované tabulce asymptotických r̊ust̊u funkćı.

Př́ıklady

Konstantńı (ĺıně) versus exponenciálńı (striktně):
f n = const n (fib’ n)

Lineárńı ĺıně i striktně:
length [a1,...,an]
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Sekce

Typové ťŕıdy
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Připomenut́ı klasifikace typů

Monomorfńı typy

not :: Bool -> Bool

(&&) :: Bool -> Bool -> Bool

Polymorfńı typy

length :: [a] -> Int

flip :: (a -> b -> c) -> b -> a -> c

Kvalifikované typy

(==), (/=) :: Eq a => a -> a -> Bool

sum, product :: Num a => [a] -> a

minimum, maximum :: Ord a => [a] -> a

print :: Show a => a -> IO ()
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Typové ťŕıdy

Význam

Identifikuj́ı společné vlastnosti r̊uzných typů.

Umožňuj́ı definici funkćı polymorfńıch typů zúžených na typy
požadovaných vlastnost́ı.

Programátorský význam

Definice a použit́ı typových ťŕıd umožňuj́ı sd́ılet kód funkćı,
které dělaj́ı totéž, avšak pracuj́ı s hodnotami r̊uzných typů.

Sd́ıleńı kódu funkćı, které dělaj́ı totéž,
by měl být svatý grál všech programátor̊u.
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Př́ıklad typové ťŕıdy a jej́ıho využit́ı

Typová ťŕıda Eq

class Eq a where

(==), (/=) :: a -> a -> Bool

x /= y = not (x == y)

Přidružeńı typ̊u k typové ťŕıdě (deklarace instance)

instance Eq Bool where

False == False = True

True == True = True

== = False

instance Eq Int where

(==) = primEqInt

instance (Eq a, Eq b) => Eq (a,b) where

(x,y) == (u,v) = x == u && y == v
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Využit́ı typové ťŕıdy jinou typovou ťŕıdou

Typová ťŕıda Ord využ́ıvaj́ıćı typovou ťŕıdu Eq

class (Eq a) => Ord a where

(<=), (>=), (<), (>) :: a -> a -> Bool

max, min :: a -> a -> a

x >= y = y <= x

x < y = x <= y && x /= y

x > y = y < x

max x y = if x>= y then x else y

min x y = if x<= y then x else y

Deklarace instance

instance Ord Bool where

False <= = True

<= True = True

<= = False

instance (Ord a, Ord b) => Ord (a,b) where

(x,y) <= (u,v) = x < u || (x == u && y <= v)
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Přenos vlastnost́ı typu na složený typ

Pozorováńı

Instanciaćı lze p̌renést vlastnosti typu na složené typy.

Př́ıklad

Rozš́ı̌reńı uspǒradatelnosti hodnot typu na uspǒradatelnost
seznamů hodnot daného typu.

instance (Ord a) => Ord [a] where

[] <= = True

( : ) <= [] = False

(x:s) <= (y:t) = x < y || (x == y && s <= t)
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Obecná definice typové ťŕıdy a deklarace instance

Definice typové ťŕıdy

class
[

(C1 a, . . . ,Ck a) =>
]

C a








where op1 :: typ1...opn :: typn
[

default1...defaultm

]









Deklarace instance

instance
[

(C1 a1, . . . ,Ck ak) =>
]

C typ
[

where valdef1...valdefn

]
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Přet́ıžeńı

Přet́ıžeńı

Má-li ťŕıda v́ıce než jednu instanci, jsou jej́ı funkce p̌ret́ıženy.

Přet́ıžeńı operaćı

Jedna operace je pro několik r̊uzných typů operandů
definována obecně r̊uzným způsobem.

To, která definice operace se použije p̌ri výpočtu, záviśı na
typu operandů, se kterými operace pracuje.

Srovnej s parametricky polymorfńımi operacemi, které jsou
definovány jednotně pro všechny typy operandů.
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Př́ıklad p̌ret́ıžeńı operace

Typová ťŕıda Num

class (Eq a, Show a) => Num a where

(+), (-), (*) :: a -> a -> a

negate, abs, signum :: a -> a

Přet́ıžeńı operaćı p̌ri deklaraci instanćı

instance Num Int where

(+) = primPlusInt
...

instance Num Integer where

(+) = primPlusInteger
...

instance Num Float where

(+) = primPlusFloat
...
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Implicitńı deklarace instance

Implicitńı deklarace instance

V Haskellu lze deklarovat datový typ jako instanci typové ťŕıdy
(nebo v́ıce typových ťŕıd) též implicitně, pomoćı klausule
deriving v definici datového typu.

Při implicitńı deklaraci instance se požadované funkce definuj́ı
automaticky podle způsobu zápisu hodnot definovaného typu

Funkce (==) se p̌ri implicitńı deklaraci instance realizuje jako
syntaktická rovnost.

Př́ıklad

data Nat = Zero | Succ Nat

deriving (Eq, Show)
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Sekce

Moduly a modulárńı návrh programů
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Modulárńı návrh

Motivace

Odděleńı nezávislých, znovupoužitelných, logicky ucelených
část́ı kódu do separátńıch celk̊u – modul̊u.

Zapouzďreńı

Při definici modulu je nutné explicitně vyjmenovat funkce,
které maj́ı být viditelné a použitelné mimo rozsah modulu,
tzv. exportované funkce.

Ostatńı funkce a datové typy definované v modulu nejsou
z vněǰsku modulu viditelné.

Moduly by měly exportovat jen to, co je nutné.

Modul může exportovat hodnoty, typy a typové konstruktory,
typové a konstruktorové ťŕıdy, jména modul̊u.
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Definice Modulu v Haskellu

Obecná definice
[

module Jméno
[

(export1, ..., exportn )
]

where
]





import M1
[

spec1
]

...
import Mm

[

specm
]





[

globálnı́ deklarace
]

Automatické doplněńı definice

Neńı-li uvedena hlavička, doplńı se
module Main (main) where

Nevyskytuje-li se mezi importovanými moduly M1,...Mm

modul Prelude , doplńı se
import Prelude
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Main

Hlavńı funkce

Program muśı ḿıt definovanou hlavńı funkci – funkci main .

Právě jeden modul v programu muśı být Main .

Modul Main

Modul Main muśı exportovat hodnotu
main :: IO τ

pro nějaký typ τ , (obvykle τ = () ).
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Př́ıklad modulu – Datový typ Fifo

Datový typ Fifo

Datový kontejner (struktura, která uchovává prvky)
p̌ristupovaný operacemi vlož prvek a vyber prvek.

Prvky jsou z datové struktury odeb́ırány v tom pǒrad́ı, ve
kterém byly vkládány.

First-In-First-Out = FIFO

Operace by měly ḿıt konstantńı časovou složitost.

Realizace v Haskellu

Definice modulu Fifo

Použit́ı modulu:
import Fifo
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Př́ıklad Modulu – Datový typ Fifo

module Fifo (FifoTyp, emptyq, headq, enqueue, dequeue) where

data FifoTyp a = Q [a] [a]

emptyq :: FifoTyp a

emptyq = Q [] []

enqueue :: a -> FifoTyp a -> FifoTyp a

enqueue x (Q h t) = Q h (x:t)

headq :: FifoTyp a -> a

headq (Q (x: ) ) = x

headq (Q [] []) = error "headq: prázdná fronta"

headq (Q [] t) = headq (Q (reverse t) [])

dequeue :: FifoTyp a -> FifoTyp a

dequeue (Q ( :h) t) = Q h t

dequeue (Q [] []) = error "dequeue: prázdná fronta"

dequeue (Q [] t) = dequeue (Q (reverse t) [])
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Domáćı cvičeńı

Domáćı cvičeńı

Př́ıprava na vnitro-semestrálńı ṕısemku!
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IB015 Úvod do funkcionálńıho programováńı

A zase ta REKURZE ...

Jǐŕı Barnat
Libor Škarvada



Sekce

Jiný pohled na rekurzivńı funkce
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Rekurze p̌ripomenut́ı

Rekurze

Definice funkce, nebo datové struktury, s využit́ım sebe sama.

Př́ıklad

Funkce length , která p̌ri aplikaci na seznam vraćı jeho délku,
je definovaná rekurzivně:

length :: [a] -> Integer

length [] = 0

length ( :s) = 1 + length s
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Rekurze a zacykleńı výpočtu

Zacykleńı výpočtu

Ne každé použit́ı definovaného objektu na pravé straně
definice je smysluplné.

Nesprávné použit́ı může vést k nekonečnému vyhodnocováńı,
které nemá žádný efekt – výpočet cykĺı.

Př́ıklad

Nesprávné použit́ı rekurze ve funkci length’ :
length’ :: [a] -> Integer

length’ [] = 0

length’ x = length’ x

Při aplikaci length’ na neprázdný seznam výpočet cykĺı.
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Kruh versus spirála

Pozorováńı

Rekurze se někdy p̌redstavuje jako definice kruhem. Lépe je
však p̌redstavit si rekurzi jako spirálu.

Při výpočtu rekurzivńıho výrazu, který necykĺı, se výpočet
pohybuje ”po spirále”a nevyhnutelně spěje k jej́ımu konci.

Demonstrace

length [4,3,2,1]

= 1 + length [3,2,1]

= 1 + 1 + length [2,1]

= 1 + 1 + 1 + length [1]

= 1 + 1 + 1 + 1 + length []

= 1 + 1 + 1 + 1 + 0

= 4
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Pozorováńı

Rekurze se někdy p̌redstavuje jako definice kruhem. Lépe je
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Rekurzivńı definice funkćı

Pozorováńı

Uvědoměńı si toho, co udává vzdálenost od sťredu pomyslné
spirály, je kĺıč k správnému použit́ı rekurze.

Rekurze ve funkci length

Vzdálenost od sťredu odpov́ıdá délce zbývaj́ıćı části seznamu.

S každým daľśım rekurzivńım voláńım funkce se seznam, který
je argumentem funkce, zkracuje.

Funkce length je tedy jednou nevyhnutelně volána pro
prázdný seznam, což je voláńı, které rekurzi zastav́ı.
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Definice rekurzivńı funkce

2 části definice

Při definice rekurzivńı funkce je nutné si uvědomit, co je
sťredem spirály, tj. kde se má výpočet rekurzivńı funkce
zastavit, a jak se k tomuto sťredu bude výpočet bĺıžit.

Př́ıklad – 2 části definice funkce length

Ukončeńı rekurzivńıho výpočtu (sťred spirály)
length [] = []

Jedno rekurzivńı voláńı (p̌ribĺıžeńı se o ”jednu otáčku”)
length (x:s) = 1 + length s

Př́ıklad – 2 části definice v jednom výrazu

Obě části v jednom řádku definice
f1 x = if (odd x) then x else f1 (x/2)
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Poznámky za hranićı triviality 1/3

Rekurzivńı funkce a větveńı

V p̌ŕıpadě, že se výpočet funkce větv́ı, vzdálenost od sťredu
pomyslné spirály muśı klesat s každou větv́ı.

Funkce s nekonečnou rekurźı

Teoreticky je možné použ́ıt rekurzi pro realizaci nekonečného
cyklu. V praxi však toto řešeńı nefunguje vzhledem k omezené
velikosti paměti, pro uchováváńı návratových adres.
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Poznámky za hranićı triviality 2/3

Vzdálenost od sťredu

To, že pomyslná vzdálenost od sťredu klesá, nemuśı nutně
znamenat, že datová struktura, se kterou rekurzivńı funkce
pracuje, se zmenšuje.

Př́ıklad

Je-li ćılem algoritmu opakovaným děleńım celku dosáhnout
určitého počtu d́ılk̊u, počet d́ılk̊u p̌ri každém děleńı roste.

Vzdálenost od sťredu pomyslné spirály lze v tomto p̌ŕıpadě
identifikovat jako počet děleńı, které zbývá k dosažeńı
ćılového počtu.

. Všimněme si, že pokud se p̌ri každém kroku zdvojnásob́ı
počet d́ılk̊u, jejich počet roste vzhledem k počtu rekurzivńıch
krok̊u exponenciálně.
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Poznámky za hranićı triviality 3/3

Pozad́ı rekurze

Struktura, podle ńıž se ř́ıd́ı rekurze, nemuśı být spojena
s úplným uspǒrádáńım.

Muśı však být dob̌re založená (well-founded), což znamená,
že v ńı neexistuje nekonečně dlouhá klesaj́ıćı posloupnost
prvk̊u.

Př́ıklad

Množina všech podmnožin dané množiny je pouze částečně
uspǒrádána vzhledem k inkluzi, avšak postupné odeb́ıráńı
prvk̊u z libovolné podmnožiny nevyhnutelně dospěje k prázdné
množině.
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Sekce

Rekurzivńı datové struktury
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Stejné principy rekurze

Pozorováńı

Pro definici rekurzivńıch datových struktur (hodnot
rekurzivńıch typů) plat́ı podobná pravidla jako pro definice
rekurzivńıch funkćı.

Opačný směr

Vytvá̌reńı hodnot rekurzivńıho datového typu prob́ıhá od
sťredu pomyslné spirály směrem ven.

Rekurzivńı datová struktura má základńı (bázovou) hodnotu.

Základńı hodnota je rozv́ıjena rekurzivńım pravidlem.
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Seznam

Klasický pohled na seznam

Prázdná, konečná, p̌ŕıpadně nekonečná posloupnost prvk̊u
stejného typu.

Rekurzivńı pohled na seznam

[] je seznam.

( a : seznam ) je seznam.

Demonstrace

[]

[1] = 1 : []

[2,1] = 2 : [1]

[3,2,1] = 3 : [2,1]

[4,3,2,1] = 4 : [3,2,1]
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Seznam
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stejného typu.
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Rekurzivńı datové struktury

Pozorováńı

Rekurzivńı nahĺıžeńı na seznam se může jevit jen jako
mentálńı ȟŕıčka.

Stromy jako rekurzivńı datové struktury

Mnoho problémů je p̌rirozené řešit s využit́ım jiné rekurzivně
definované datové struktury – binárńıho stromu.

Nelineárńı rekurzivńı datová struktura.
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Binárńı stromy

Rekurzivńı definice binárńıho stromu

Prázdný strom je binárńı strom

Hodnota a k ńı asociovaný levý a pravý binárńı strom je
binárńı strom

Př́ıklad

Graficky zadaný binárńı strom.

E označujeme jako kǒren stromu

E, B a J jsou vniťrńı vrcholy stromu

D, G a W označujeme jako listy

Levý a pravý binárńı strom asociovaný
s danou hodnotou označujeme jako
levý a pravý podstrom.

Binárńı stromy asociované k hodnotám D, G, W a levý
podstrom asociovaný s hodnotou B jsou prázdné stromy.

E

B

D

J

G W
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Binárńı stromy v Haskellu

Definice datového typu BinTree a

data BinTree a = Empty | Node a (BinTree a) (BinTree a)

Př́ıklady hodnot definovaného typu
tc :: BinTree Char

tc = Node ’e’

(Node ’i’ Empty (Node ’c’ Empty Empty))

(Node ’j’ (Node ’d’ Empty Empty)

(Node ’r’ Empty Empty))

’e’

’i’ ’j’

’c’ ’d’ ’r’

tn :: BinTree Int

tn = Node 4

(Node 2 (Node 0 Empty Empty)

(Node 3 Empty Empty))

(Node 7 Empty (Node 9 Empty Empty))

4

2 7

0 3 9
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Funkce pro práci s rekurzivńımi datovými strukturami

Problém

Chceme definovat funkci, která p̌ri aplikaci na hodnotu typu
BinTree Int zvýš́ı o jedna všechny hodnoty uložené v uzlech
stromu.

Jak takovou funkci definovat?

Výčtem hodnot nelze – možných hodnot je nekonečně mnoho.
treeP1‘ :: Num a => BinTree a -> BinTree a

treeP1‘ Empty = Empty

treeP1‘ (Node x) Empty Empty = Node (x+1) Empty Empty
...

Rekurzivně, rekurzi vedeme podle struktury stromu
treeP1 :: Num a => BinTree a -> BinTree a

treeP1 Empty = Empty

treeP1 (Node x left right)

= Node (x+1) (treeP1 left) (treeP1 right)
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Funkce treezipwith 1/2

Popis funkce treezipwith

Funkce treezipwith pomoćı binárńı operace op vytvǒŕı ze
dvou stromů nový strom, jehož struktura bude pr̊unikem obou
stromů a v jehož uzlech budou výsledky aplikace operace op

na hodnoty uzl̊u ze stejné pozice v obou stromech.
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Funkce treezipwith 2/2

Definice funkce treezipwith

treezipwith :: (a -> b -> c) -> BinTree a -> BinTree b -> BinTree c

treezipwith op (Node v1 l1 r1) (Node v2 l2 r2)

= Node (v1 ‘op‘ v2) (treezipwith op l1 l2)

(treezipwith op r1 r2)

treezipwith = Empty

Př́ıklad

2

5

7

7

9

45

2

3

1

4 6 0

4

0 6

3 8 5

*treezipwith (+)
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Funkce lnodes 1/2

Popis funkce lnodes

Funkce lnodes vytvǒŕı ze seznamu stromů jeden strom
seznamů, tj. strom, jehož struktura bude pr̊unikem všech
stromů ze seznamu a v jehož uzlech budou seznamy hodnot
z uzl̊u na odpov́ıdaj́ıćıch pozićıch.

Př́ıklad

9

1

0 8

4 3

5

3 1

4 2 6

2

0 6

9 7

[2,5,1]

[6,1,8]

[7,6,3]

[0,3,0]*lnodes
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Funkce lnodes 2/2

Definice funkce lnodes

lnodes :: [ BinTree a ] -> BinTree [a]

lnodes = foldr (treezipwith (:)) niltree

where niltree = Node [] niltree niltree

Př́ıklad

"Pes"

"Fik" "Aja"’a’’i’ *

’P’

’F’

’B’ ’U’

’A’

’V’

’j’

’e’

’c’ ’d’ ’r’ ’m’ ’n’

’k’

’s’

lnodes
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Sekce

Dokazováńı rekurzivńıch programů
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Dokazováńı správnosti programů

Fakta

Ově̌rováńı správnosti navržených algoritmů je součást práce
programátora.

Testováńı je nedokonalé.

Správnost algoritmu můžeme prokázat nap̌ŕıklad t́ım, že ji
formálně (= s matematickou p̌resnost́ı) dokážeme.

Důkaz koreknosti algoritmu

Dokazujeme, že pokud výpočet algoritmu na platných
vstupech skonč́ı, tak algoritmus vraćı korektńı výsledek.
O algoritmu, který má tuto vlastnost ř́ıkáme, že je částečně
správný.

Pokud je algoritmus částečně správný a dokážeme, že na
platných vstupech sv̊uj výpočet vždy skonč́ı, pak ř́ıkáme, že
algoritmus je úplně správný.
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Rekurze a matematická indukce

Pozorováńı

Pro důkazy částečné správnosti i terminace rekurzivńıch funkćı
se použ́ıvá matematická indukce.

Matematická indukce

Matematická indukce je metoda dokazováńı tvrzeńı, která se
použ́ıvá, pokud chceme ukázat, že dané tvrzeńı plat́ı pro
všechny prvky dob̌re založené rekurzivně definované
nekonečné posloupnosti. (Jako jsou nap̌ŕıklad p̌rirozená č́ısla.)

Princip matematické indukce

Ukážeme platnost tvrzeńı pro bázovou hodnotu.

Ukážeme, že tvrzeńı se p̌renáš́ı p̌ri aplikaci rekurzivńıho kroku.

T(0) a T(i) ⇒ T(i+1) =⇒ T(0), T(1), T(2), . . .
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Př́ıklad

Pozorováńı

Kĺıčovým problémem p̌ri použit́ı matematické indukce je
identifikace toho, podle čeho má být indukce vedena.

Napovědět může ḿısto rekurzivńıho voláńı funkce, nebot’

rekurze a matematická indukce spolu úzce souviśı.

Př́ıklad

Dokažte, že pro každá dvě p̌rirozená č́ısla x a y taková, že
x > 0 plat́ı, že funkce fpow aplikovaná na argumenty x a y

vrát́ı hodnotu xy .

fpow :: Integer -> Integer -> Integer

fpow x 0 = 1

fpow x y = x * fpow x (y-1)
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Př́ıklad

Pozorováńı

Kĺıčovým problémem p̌ri použit́ı matematické indukce je
identifikace toho, podle čeho má být indukce vedena.

Napovědět může ḿısto rekurzivńıho voláńı funkce, nebot’
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Př́ıklad

Dokažte, že pro každá dvě p̌rirozená č́ısla x a y taková, že
x > 0 plat́ı, že funkce fpow aplikovaná na argumenty x a y

vrát́ı hodnotu xy .

fpow :: Integer -> Integer -> Integer

fpow x 0 = 1

fpow x y = x * fpow x (y-1)

Důkaz povedeme indukćı vzhledem k hodnotě y .
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Př́ıklad – Bázový krok

Bázový krok, T(0)

Necht’ y=0, a necht’ x je libovolné.

fpow x y se redukuje dle fpow x 0 = 1 na hodnotu 1 .

x0 = 1, pro libovolné x .

Tud́ıž pro y = 0 tvrzeńı plat́ı.
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Př́ıklad – Indukčńı krok

Indukčńı krok, T(i)=>T(i+1)

Dokazujeme, že pokud tvrzeńı plat́ı pro hodnotu i , pak tvrzeńı
plat́ı i pro hodnotu i + 1. Platnost tvrzeńı pro hodnotu i se
označuje jako indukčńı p̌redpoklad.

Platnost tvrzeńı pro hodnotu i ř́ıká, že fpow x i  ∗ x i pro
libovolnou hodnotu x .

fpow x (i+1)

 x * fpow x (i+1-1)

 x * fpow x i
dleIP
= x * x

i

 x
i+1

Ukázali jsme, že pokud tvrzeńı plat́ı pro i , pak plat́ı i pro i +1.

Z platnoti bázového kroku a vlastnost́ı matematické indukce
plyne, že pro libovolnou hodnotu x tvrzeńı plat́ı pro všechny
hodnoty y .
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Daľśı p̌ŕıklady

Věta 1

Jsou-li s, t dva konečné seznamy stejného typu a délek, a
označ́ıme-li m = length s, n = length t, pak

length (s ++ t) = m + n.

Důkaz veden indukćı podle délky seznamu s.

Věta 2

Pro každé ťri seznamy s, t, u plat́ı rovnost

(s ++ t) ++ u = s ++ (t ++ u).

Důkaz veden indukćı podle délky seznamu s.

Věta 3

Pro každý seznam s a celé č́ıslo m ≥ 0 plat́ı

take m s ++ drop m s = s.

Důkaz veden indukćı podle m.
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Sekce

A to je konec ...
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Závěrem

Co jsme se dozvěděli ...

Funkcionálńı výpočetńı paradigma.

Solidńı základy programovaćıho jazyka Haskell.

Č́ım ještě nám byl kurz prospěšný ...

Správné funkcionálńı návyky pro programováńı použijeme
v imperativńıch programovaćıch jazyćıch.

Mentálńı posilovna.
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Kudy dál?

IB016 Seminá̌r z funkcionálńıho programováńı

Programováńı v Haskellu

IA014 Funkcionálńı programováńı

Teoretické základy funkcionálńıho programováńı

Implementace funkcionálńıch jazyk̊u

Vybrané techniky funkcionálńıho programováńı
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Poděkováńı

Přednášej́ıćıho student̊um

Za vzornou docházku a p̌ŕıpravu jak na p̌rednášky, tak i na
vnitrosemestrálńı a zkouškové ṕısemky a za celkově poctivý
p̌ŕıstup ke studiu.

Student̊u p̌rednášej́ıćımu

Formou zpětné vazbou nap̌ŕıklad vyplněńım studentské ankety
a upozorněńım na zásadńı, ale i okrajové nedostatky jak
p̌rednášej́ıćıho, tak i j́ım p̌ripravených studijńıch materiál̊u.
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