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A zase ta REKURZE ...
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Jiny pohled na rekurzivni funkce
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Rekurze pfipomenuti

Rekurze

@ Definice funkce, nebo datové struktury, s vyuZitim sebe sama.

P¥iklad
@ Funkce 1length , kterd p¥i aplikaci na seznam vraci jeho délku,

je definovana rekurzivné:

length :: [a] -> Integer
length [1 =0
length (_:s) = 1 + length s
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Rekurze a zacykleni vypoctu

Zacykleni vypoctu
@ Ne kazdé pouziti definovaného objektu na pravé stran&
definice je smysluplné.

@ Nespravné pouziti miZe vést k nekonecnému vyhodnocovani,
které nema Zadny efekt — vypocet cykli.

Ptiklad
@ Nespravné pouziti rekurze ve funkci length’ :
length’ :: [a] -> Integer
length’ [] =0
length’ x = length’ x

o P¥i aplikaci length’ na neprdzdny seznam vypocet cykli.
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Kruh versus spirdla

Pozorovani

@ Rekurze se nékdy predstavuje jako definice kruhem. Lépe je
v8ak predstavit si rekurzi jako spirdlu.

@ P¥i vypoltu rekurzivniho vyrazu, ktery necykli, se vypocet
pohybuje " po spirdle” a nevyhnutelné spéje k jejimu konci.

Demonstrace

length [4,3,2,1]
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length [2,1]
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1 + 1 + length []
1+1+0
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Kruh versus spirdla

Pozorovani

@ Rekurze se nékdy predstavuje jako definice kruhem. Lépe je
v8ak predstavit si rekurzi jako spirdlu.

@ P¥i vypoltu rekurzivniho vyrazu, ktery necykli, se vypocet
pohybuje " po spirdle” a nevyhnutelné spéje k jejimu konci.

Demonstrace
length [4,3,2,1]

= 1 + length [3,2,1]
=1+ 1 + length [2,1]
=1+ 1+ 1+ length [1]
=1+1+1+ 1+ length []
=1+1+1+1+0
=4
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Rekurzivni definice funkci

Pozorovani

@ Uv&doméni si toho, co udava vzdalenost od stfedu pomysiné
spiraly, je kli¢ k sprdvnému pouziti rekurze.

Rekurze ve funkci 1ength
@ Vzdailenost od stfedu odpovida délce zbyvajici ¢asti seznamu.
@ S kaZzdym dal3im rekurzivnim voldnim funkce se seznam, ktery
je argumentem funkce, zkracuje.

@ Funkce 1ength je tedy jednou nevyhnutelné volana pro
prazdny seznam, coZ je volani, které rekurzi zastavi.
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Definice rekurzivni funkce

2 Easti definice
@ P¥i definice rekurzivni funkce je nutné si uv&domit, co je

stfedem spiraly, tj. kde se ma vypodet rekurzivni funkce
zastavit, a jak se k tomuto stfedu bude vypocet blizit.

P¥iklad — 2 &asti definice funkce length

e Ukonéeni rekurzivniho vypottu (stfed spirdly)
length [1 =0

@ Jedno rekurzivni volani (pfibliZzeni se o "jednu otacku")
length (x:s) = 1 + length s

Pt¥iklad — 2 ¢asti definice v jednom vyrazu
@ Obé &asti v jednom ¥adku definice

f1 x = if (odd x) then x else f1 (x/2)
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Pozndmky za hranici triviality

Rekurzivni funkce a vétveni

@ V pfipadé, Ze se vypolet funkce vétvi, vzdalenost od stfedu
pomyslné spirdly musi klesat s kaZdou vétvi.

Funkce s nekonec¢nou rekurzi

@ Teoreticky je mozné pouzit rekurzi pro realizaci nekone¢ného
cyklu. V praxi v8ak toto ¥eseni nefunguje vzhledem k omezené
velikosti paméti, pro uchovavani navratovych adres.
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Pozndmky za hranici triviality

Vzdalenost od stfedu

@ To, Ze pomyslna vzdalenost od stfedu klesa, nemusi nutné
znamenat, e datova struktura, se kterou rekurzivni funkce
pracuje, se zmensuje.

Ptiklad

@ Je-li cilem algoritmu opakovanym délenim celku dosdhnout
uritého poctu dilki, polet dilkl p¥i kazdém dé&leni roste.

@ Vzdalenost od stfedu pomysIné spirdly Ize v tomto p¥ipad&
identifikovat jako poclet déleni, které zbyva k dosaZeni
cilového poctu.

@ Vsimnéme si, Ze pokud se p¥i kazdém kroku zdvojndsobi pocet
dilkd, jejich pocet roste vzhledem k po&tu rekurzivnich kroki
exponencialné.
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Pozndmky za hranici triviality

Pozadi rekurze
@ Struktura, podle niZ se ¥idi rekurze, nemusi byt spojena
s Uplnym uspotadanim.
e Musi v3ak byt dobfe zaloZena (well-founded), coZ znamen3,

Ze v ni neexistuje nekone¢né dlouhd klesajici posloupnost
prvkd.

P¥iklad
@ MnoZina v8ech podmnoZin dané mnoZiny je pouze &aste¢né
usporadana vzhledem k inkluzi, av8ak postupné odebirani
prvki z libovolné podmnoZiny nevyhnutelné dospéje k prazdné
mnoZiné.
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Pozndmky za hranici triviality 4/4

Rozeklana spirala

@ Spirdla je v misté dosaZeni stfedu rozekland, tj. kon&i ve dvou
a vice bazovych pt¥ipadech.
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P¥iklad rekurzivni funkce s vice bazovymi p¥ipady

Priklad
@ Definujte funkci, kterd pro zadany seznam vrati seznam, ktery
vznikne z plvodniho seznamu vynechanim vSech prvkid na
sudych pozicich.
@ oddMembers [1,2,3,4,5,6,7,8] ~* [1,3,5,7]

@ oddMembers "Trol ej ej schomoula." ~* "To je cool."

Myslenka a definice
@ Rekurzivni volani zkracuje zadany seznam vZdy o dva prvky.
@ Krajnimi pt¥ipady jsou prazdny a jednoprvkovy seznam.
@ oddMembers :: [a] -> [al
oddMembers [] = []
oddMembers (x:[]) = [x]

oddMembers (x:y:s) = x : oddMembers s
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Rekurzivni datové struktury
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Stejné principy rekurze

Pozorovani

@ Pro definici rekurzivnich datovych struktur (hodnot
rekurzivnich typi) plati podobnd pravidla jako pro definice
rekurzivnich funkci.

Opacny smér
@ Vytvareni hodnot rekurzivniho datového typu probihd od
stfedu pomyslné spirdly smérem ven.
@ Rekurzivni datovd struktura ma zakladni (bazovou) hodnotu.

@ Zakladni hodnota je rozvijena rekurzivnim pravidlem.
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Klasicky pohled na seznam

@ Prazdna, konecna, pfipadné nekonetnd posloupnost prvki
stejného typu.

Rekurzivni pohled na seznam
@ [1 je seznam.

@ ( a :seznam ) je seznam.

Demonstrace
1]
[11 =1 : [1

[2,1] = 2 : [1]
[3,2,1] = 3 : [2,1]
[4,3,2,11 = 4 : [3,2,1]
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Rekurzivni datové struktury

Pozorovani

@ Rekurzivni nahliZeni na seznam se miiZe jevit jen jako
mentalni h¥i¢ka.

Stromy jako rekurzivni datové struktury
@ Mnoho problémii je pfirozené Yesit s vyuzitim jiné rekurzivné
definované datové struktury — binarniho stromu.

@ Nelinearni rekurzivni datova struktura.
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Bindrni stromy

Rekurzivni definice binarniho stromu
@ Prazdny strom je binarni strom
@ Hodnota a k ni asociovany levy a pravy binarni strom je

binarni strom
Ptiklad
Graficky zadany binarni strom.
E oznaZujeme jako koFen stromu E

E, B a J jsou vnit¥ni vrcholy stromu / \

D, G a W oznalujeme jako listy B

J
Levy a pravy bindrni strom asociovany \ / \
s danou hodnotou oznalujeme jako D G w
levy a pravy podstrom.

Bindrni stromy asociované k hodnotam D, G, W a levy
podstrom asociovany s hodnotou B jsou prazdné stromy.
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Binarni stromy v Haskellu

Definice datového typu BinTree a
data BinTree a = Empty | Node a (BinTree a) (BinTree a)

P¥iklady hodnot definovaného typu
tc :: BinTree Char @
tc = Node’e’
(Node ’i’ Empty (Node ’c’ Empty Empty) ) o o
(Node *j’ (Node ’d’ Empty Empty)
(Node ’r’ Empty Empty)) 0
tn :: BinTreeInt °

tn = Node4
(Node 2 (Node 0 Empty Empty) o
(Node 3 Empty Empty))
(Node 7 Empty (Node 9 Empty Empty))
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Funkce pro praci s rekurzivnimi datovymi strukturami

Problém
@ Chceme definovat funkci, kterd pfi aplikaci na hodnotu typu
BinTree Int zvy$i o jedna v8echny hodnoty uloZené v uzlech
stromu.

Jak takovou funkci definovat?
o Vyctem hodnot nelze — moZnych hodnot je nekone¢n& mnoho.
treeP1¢ :: Num a => BinTree a -> BinTree a
treeP1‘ Empty = Empty
treeP1¢ (Node x) Empty Empty = Node (x+1) Empty Empty

@ Rekurzivné, rekurzi vedeme podle struktury stromu
treePl :: Num a => BinTree a -> BinTree a
treePl Empty = Empty
treeP1 (Node x left right)

= Node (x+1) (treePl left) (treePl right)
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Funkce treezipwith

POpiS funkce treezipwith
@ Funkce treezipwith pomoci bindrni operace op vytvofi ze
dvou stromii novy strom, jehoZ struktura bude priinikem obou
stroml a v jehoZ uzlech budou vysledky aplikace operace op
na hodnoty uzlli ze stejné pozice v obou stromech.
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Funkce treezipwith

Definice funkce treezipwith

@ treezipwith :: (a->b->c) ->BinTreea->BinTreeb->BinTreec
treezipwith op (Node v1 11 r1) (Node v2 12 r2)
= Node (vl ‘op‘ v2) (treezipwith op 11 12)
(treezipwith op rl r2)
treezipwith _ _ _ = Empty

Priklad

treezipwith (+) 6 ° M
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Funkce Inodes

Popis funkce 1nodes

@ Funkce 1nodes vytvoFi ze seznamu stromi jeden strom
seznami, tj. strom, jehoZ struktura bude prinikem vSech
strom{ ze seznamu a v jehoZ uzlech budou seznamy hodnot
z uzl( na odpovidajicich pozicich.

Pviklad

@
lnodes o e / / o o M
(s
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Funkce Inodes

Definice funkce 1nodes

@ Inodes :: [ BinTree a ] -> BinTree [a]
lnodes = foldr (treezipwith (:)) niltree

where niltree = Node [] niltree niltree

Pviklad

‘QD : : »
tnodes | (7 1% 1 ] e/ecfwabab

o 0 OGO
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Dokazovani rekurzivnich programii
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Dokazovdni spravnosti programi

Fakta
e Ové&fovani spravnosti navrZenych algoritmil je soutast prace
programatora.
@ Testovani je nedokonalé.
@ Sprdvnost algoritmu miZeme prokdzat nap¥iklad tim, Ze ji
formélng (= s matematickou pfesnosti) dokdzeme.

Dikaz koreknosti algoritmu

@ Dokazujeme, Ze pokud vypocet algoritmu na platnych
vstupech skondi, tak algoritmus vraci korektni vysledek.
O algoritmu, ktery ma tuto vlastnost ¥ikame, Ze je Easte&né
spravny.

@ Pokud je algoritmus ¢aste¢né spravny a dokaZeme, Ze na
platnych vstupech sviij vypolet vidy skonéi, pak fikdme, Ze
algoritmus je tplné spravny.
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Rekurze a matematicka indukce

Pozorovani

@ Pro dikazy &astetné spravnosti i terminace rekurzivnich funkci
se pouzivd matematicka indukce.

Matematicka indukce

o Matematickd indukce je metoda dokazovani tvrzeni, kterd se
pouziva, pokud chceme ukazat, Ze dané tvrzeni plati pro
v8echny prvky dobfe zaloZené rekurzivné definované
nekonené posloupnosti. (Jako jsou napf¥iklad p¥irozend &isla.)

Princip matematické indukce
o UkdZeme platnost tvrzeni pro bazovou hodnotu.

o UkaZeme, Ze tvrzeni se pfendsi p¥i aplikaci rekurzivniho kroku.

T(0) aT(i) = T(i+1) = T(0), T(1), T(2), ...
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Priklad

Pozorovani
@ Klitovym problémem p¥i pouZiti matematické indukce je
identifikace toho, podle ¢eho ma byt indukce vedena.

o Napov&d&t miize misto rekurzivniho volani funkce, nebot
rekurze a matematickd indukce spolu tzce souvisi.

Ptiklad
@ DokaZte, Ze pro kazda dvé ptirozena &isla x a y takova, Ze
x > 0 plati, Ze funkce fpow aplikovand na argumenty x a y
vrati hodnotu x”.
@ fpow :: Integer -> Integer -> Integer
fpow x 0 =1
fpow x y = x * fpow x (y-1)
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Priklad

Pozorovani
@ Klitovym problémem p¥i pouZiti matematické indukce je
identifikace toho, podle ¢eho ma byt indukce vedena.

o Napov&d&t miize misto rekurzivniho volani funkce, nebot
rekurze a matematickd indukce spolu tzce souvisi.

Ptiklad

@ DokaZte, Ze pro kazda dvé ptirozena &isla x a y takova, Ze
x > 0 plati, Ze funkce fpow aplikovand na argumenty x a y
vrati hodnotu x”.

@ fpow :: Integer -> Integer -> Integer
fpow x 0 =1
fpow x y = x * fpow x (y-1)

e Dikaz povedeme indukci vzhledem k hodnoté y.
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P¥iklad — Bazovy krok

Bazovy krok, T(0)
@ Necht y=0, a necht x je libovolné.
@ fpow x y se redukuje dle fpow x 0 = 1 na hodnotu 1.
e x% =1, pro libovolné x.

o Tudiz pro y = 0 tvrzeni plati.
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P¥iklad — Indukéni krok

Indukéni krok, T(i)=>T(i+1)

Dokazujeme, Ze pokud tvrzeni plati pro hodnotu /i, pak tvrzeni
plati i pro hodnotu i/ 4 1. Platnost tvrzeni pro hodnotu i se
oznacuje jako indukéni predpoklad.

Platnost tvrzeni pro hodnotu i ¥ika, #e fpow x i ~»* x' pro
libovolnou hodnotu x.
fpow x (i+1)

~ x * fpow x (i+1-1)

. dlelP i
~~ x * fpow x 1 = x * X

s L
Ukazali jsme, Ze pokud tvrzeni plati pro i, pak plati i pro i + 1.
Z platnoti bazového kroku a vlastnosti matematické indukce
plyne, Ze pro libovolnou hodnotu x tvrzeni plati pro viechny

hodnoty y.
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Dalsi ptiklady
Véta 1
@ Jsou-li s, t dva konetné seznamy stejného typu a délek, a
oznalime-li m = length S, n = length t, pak
length (s ++ t) = m + n.
o Diikaz veden indukci podle délky seznamu s.
Véta 2
@ Pro kaZdé tfi seznamy s, t, u plati rovnost
(s ++ t) ++ u = s ++ (t ++ u).
@ Dikaz veden indukci podle délky seznamu s

Véta 3
@ Pro kaZdy seznam s a celé &islo m > 0 plati

take m s ++ drop m s = s.

@ Diikaz veden indukci podle m.
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Mentalni cviéeni

Méfitko “vzdalenosti” rekurze

@ Jaka vlastnost &isla x uréuje hloubku rekurze p¥i volani
nasledujici funkce?
f1 x = if (odd x) then x else f1 (x/2)
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A to je konec ...

IB015 Uvod do Funkcionalniho programovani — 07 str. 32/35



Zavérem

Co jsme se dozvédéli ...
@ Funkcionalni vypocetni paradigma.

@ Solidni zaklady programovaciho jazyka Haskell.

Cim jesté nam byl kurz prosp&sny ...
@ Spravné funkcionalni ndvyky pro programovani pouZijeme
v imperativnich programovacich jazycich.

@ Mentalni posilovna.
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Kudy dal?

IB016 Semina¥ z funkcionalniho programovani

@ Programovéni v Haskellu

IA014 Funkcionalni programovani
o Teoretické zaklady funkcionalniho programovani
@ Implementace funkciondlnich jazyki

@ Vybrané techniky funkcionalniho programovani
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Podé&kovani

Ptfednasejiciho studentiim
@ Za vzornou dochdzku a pfipravu jak na prednasky, tak i na

vnitrosemestralni a zkouskové pisemky a za celkové poctivy
pfistup ke studiu.

Studenti pfednasejicimu
@ Formou zpétné vazby napfiklad vyplnénim studentské ankety a
upozornénim na zdsadni, ale i okrajové nedostatky jak
prednasejiciho, tak i jim pF¥ipravenych studijnich materiald.
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