semestr jaro 2003 IB101, predikatova logika Il

Sémantika predik atov é logiky

e pro analyzu sémantiky potfebujeme nejprve specifikaci jazyka (doména,

konstanty, funkéni a predikatové symboly)
e piiklad: formalni jazyk s jedingm binarnim predikatovym symbolem P(x, y)
a jedinym binarnim funkénim symbolem f(x, y) Ize chapat mj. jako
— pfirozena Cislas < a +
— racionalni ¢islas > a max

— cela cislas > a *

e interpretace (realizace) jazyka predikatové logiky je struktura [ sloZzena z
— libovolné neprazdné mnoziny D (domény, oboru interpretace)
— zobrazeni I(f) : D™ — D pro kazdy n-arni funkéni symbol f,n > 0

— n-arnirelace I(P) C D" pro kazdy n-arni predikatovy symbol P,
n>1
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Interpretace jazyka: p friklad

Priklad: méjme jazyk s binarnim predikatovym symbolem P(:C, y) binarnim
funkénim symbolem f(x,y) a symboly pro konstanty a, a1, as, ..., b1, ba, . . .,

ktery chceme interpretovat jako cela Cislas > a +.

e D je mnozZina celych Cisel,

o [(CL) — O,I(al) = 1,[(&2) = 2,,[([)1) = —1,[([)2) = —2,...
(jedna se o nularni funkce),

o I(f) =+
(funkce zadana pomoci rovnosti funkci: zobrazeni I(f) definujeme jako
funkci sgitani celych Cisel; pak napt. I(f)(4,—2) = 2),

e [(P)= >
(relace zadana pomoci rovnosti relaci: I(P) definujeme jako relaci ,\v&tsi
nez' pro cela ¢isla; napi. (2, —1) € I(P))
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Interpretace prom énnych a termd

interpretace volnych proménnych spociva v jejich ohodnoceni, coz je

libovolné zobrazeni V' (valuace) z mnoziny vSech proménnych do D

ohodnoceni, které pfitazuje proménné x prvek d € D a na ostatnich

proménnych splyva s valuaci V', oznatime V'[x/d|

hodnotou termu ¢ v interpretaci / a valuaci V' je prvek \t\LV € D takovy, Ze
— je-lit proménna, |t|, ,, = V(?)

— jedit = f(t1,...,tn) pak [t|, , je hodnotou funkce I( f) pro

argumenty (1|, vy, |tnl; v

priklad: mé&jme interpretaci I z predchoziho pfikladu (cela ¢islas > a +) a
valuaci V' (x) = 2. Pak

[f (b1, f(b2,b2))];, = +(=1,+(=2,-2)) = =5

|f(f(a7 bl)a f(xv al))’[,v — +(+(O7 _1)7 +(27 1)) = 2
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Splnitelnost formuli

Formule A je spliiovana interpretaci I a valuaci V', pokud
o Aje P(ty,...,tn)a(|til, ys- s ltnl, ) € I(P)

e Ajet; =tralty = |t2|, , (obatermy reprezentuji tyz prvek)

|1y
o Aje—Bal,V nespliuji B

o Ajetvaru BAC al,V spinuji BiC

e Aje BV (Cal,V spiiuji B nebo C

o Ajetvaru B = (C al,V nespliuji B nebo spliiuji C

e Aje B« (Cal,V spiiuji BiC nebo nespliuji BiC
e AjeVxBal,V|z/d] spliuji B pro libovolné d € D

e AjedxzBal,V|z/d] spliuji B alespoii pro jedno d € D
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Splnitelnost — p riklad

Priklad: mé&jme dfive uvedenou interpretaci I (cela ¢isla s > a +), méjme jinou
interpretaci I’ téhoz formalniho jazyka (cela ¢isla s > a *, od I se li§i pouze
definici I’(f) = *) a valuace definované na proménné x takto: V1 (z) = —2,

VQ(CIJ) = 2

o formuli Vz P(f(x,a1),x) interpretujeme v I jako Va(x + 1 > x); formule
je spliiovana I a libovolnou valuaci. V I’ interpretujeme formuli jako

Va(x x 1 > x) - neni spinéna pro libovolnou valuaci.

e VxP(x,y) interpretujeme (v [ i I) jako Vx(x > y), formule neni
splfiovana I (ani I’) a libovolnou valuaci

e formule P(x, a) interpretovana (v I i I’) jako x > 0 je splfiovana I (i I’) a
V5, neni spliiovana I (ani I')a V;

e formule Vx(P(x,a) = JyP(x,y)) interpretovana (v I i I') jako
Vax((x > 0) = Jy(x > y)) je spliovana I (i I") a libovolnou valuaci
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Pravdivost formuli a jejich klasifikace

e formuli A nazveme pravdivou v interpretaci I, je-li spliovana I pro libovolnou
valuaci, piseme =, A

e pravdivost formule zaleZi pouze na valuaci volnych proménnych, které se v ni
vyskytuji

e pravdivost sentence (uzaviené formule) nezavisi na valuaci viibec

Formule A predikatové logiky se nazyva

e tautologie, je-li pravdiva pro kazdou interpretaci (tj. pro kazdou [ plati

=, A), znatime = A

e splnitelna, pokud existuje alespon jedna interpretace a valuace, které ji splnuji

(pf.: Vo P(z, ))

e kontradikce, je-li = A tautologie (tj. = —A)
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Logick & vyplyv ani

e formule B logicky vyplyva z mnoziny formuli { A1, ..., A, }, n > 0, pokud
pro kazdou interpretaci I, v niz plati =, A4, ..., =, A, platitaké =, B.
Piseme A1,..., A, E B.

e piiklad: Vx(P(x) = Q(x)), P(a) = Q(a)

V libovolné interpretaci, kde jsou pravdivé V(P (x) = Q(x)) a P(a), je
pravdiva také Q(a), napf.

— lidé, P byt Clovék, () byt smrtelny, a = Sokrates
— Cisla, P byt sudé &islo, () byt beze zbytku déliteiny dvéma, a = 144

— zvifata, P byt kosatka, () byt savec, a = kosatka Willy
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Tautologie predik atov é logiky

Ziskané z tautologii vyrokové logiky:

e nahradime-li v tautologii vyrokové logiky korektné vSechny vyrokové symboly

formulemi predikatové logiky, ziskame tautologii predikatové logiky
e priklad: v tautologii vyrokové logiky \: p V —p nahradme p formuli V:I:P( )
ziskame tak tautologii predikatové logiky = Vo P(xz) V =Vx P(x)
Specifické pro predikatovou logiku:

e oznatme A(x) libovolnou formuli obsahujici volnou proménnou x, A(z, y)

libovolnou formuli obsahujici volné proménné x a y apod.

e priklady tautologii:
VxA(x) = A(x/t) (zakon konkretizace)
A(x/t) = JxA(x) (zkon abstrakce)
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Specifick é tautologie predik atov é logiky |

e de Morganovy zakony pro kvantifikatory:
—VzxA(zr) & dz—A(x)
—JzA(x) & Ve-A(x)
priklad: negaci véty Na kazdém hradé strasi bila pani. Vo (H (x) = S(x))
je zfejmé Na nékterych hradech bila pani nestrasi.
Jr—(H(z) = S(x)) < Jdx(H(x) A —S(x))

e zameénitelnost kvantifikatortl stejného typu (zobecnéni komutativity A a V):
VaVyA(z,y) < VyVrA(z,y)
dxdyA(z,y) < JyIzA(z, y)

e distributivita kvantifikatorll (zobecnéni asociativity A a V):
Ve(A(x) A B(z)) < (VxA(x) AVeB(x))
Jr(A(z) V B(z)) & (FzA(x) V dzB(x))
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Specifick é tautologie predik atov é logiky Il
e vztahy mezi Va3
VeA(x) = dxA(x)
(pozn.: pozadavek neprazdnosti domény; pro prazdnou doménu jsou napr.
Ve P(x)iVz—P(x) pravdivé, ale 3z P(x) i 3x—P(x) nepravdivé —
tautologie by tedy neplatila)
VrA(z) < —Jdz—A(x)
drA(x) < —~Ve-A(x)

zaménitelnost kvantifikatorll (jednosmérna):

dxVyA(z,y) = VydzA(x, y)

redukce univerzalniho kvantifikatoru:
VaVyA(z,y) = Ve A(x, x)

vztah V k disjunkci a 3 ke konjunkci:

(VxA(x) VVzB(x)) = Va(A(x) vV B(x))
dz(A(x) A B(x)) = (FzA(x) A JxB(x))
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Form alni syst émy predik atov é logiky

e sledujeme stejné cile (budovani teorii) a zajimaji nas tytéz vlastnosti
(korektnost, Uplnost, rozhodnutelnost, nezavislost axiomi) jako v systémech

pro vyrokovou logiku

e vSechny systémy uvedené pro vyrokovou logiku Ize rozSifit pro predikatovou
logiku

e budeme se zabyvat rozSifenim axiomatického systému a zejména rezoluci
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Axiomaticky syst ém predik atov é logiky |

® pouzivame spojky {i, —|} a kvantifikator V. Ostatni spojky jsou chapany

jako zkratky uvedené ve vyr. logice, resp. 3z A =df —Vz—A

e axiomy pro spojky (A, B, C jsou formule) — shodné s vyr. logikou:
Ay A= (B=A)
A, (A= (B=C)= (A=B)= (A=10))
As (-B=-A)= (A= B)

e axiomy pro V:
AyVe A= A(z/t)
A5 V(A = B) = (A = VzB), A neobsahuje voIng x
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Axiomaticky syst ém predik atov é logiky Il

® axiomy pro rovnost:
Agr ==z
A7 (;U:y) ( (CE17 s Li—1, Ly Lj41,---

(:Ul? y Li—1,Yy Lit1y - - -

(
(

e odvozovaci pravidla:

— modus ponens (MP, stejné s vyr. logikou): z A a A = B odvodime B pro

libovolné formule A, B

— generalizace (PG): z A odvodime Vz A
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Axiomaticky syst éem: priklad

Pfiklad: diikaz z predpokladu. Ukazte, Ze pokud je dokazatelna formule A = B

a proménna x neni volna v A, pak je dokazatelna i formule A = Va B.

1. HFA=1HB predpoklad
2. FVx(A= B) PG(1)

3. FVzx(A= B)=(A=VxB) As;

4. F A= VzB MP(2,3)

popel, glum & nepil 14/16



semestr jaro 2003 IB101, predikatova logika Il

Vyuziti axiomatick €ho syst ému: teorie

e teorie: mnozina uzavienych formuli T, model teorie T': interpretace, v niz je

kazda formule z T pravdiva

Priklad: teorie elementarni aritmetiky (0, unarni funkce naslednik s, binarni 4+, )

o Axy Vr—(s(x)=0)
Axo Va(zr +0 = x)
Axg VaVy(z + s(y) = s(z +y))
Axy Vr(xx0=0)
Axg VaVy(x x s(y) = (x *xy) + o)

® pomocna odvozovaci pravidla:
(PS) je-liF x = y, pak - y = x (symetrie =)
(PTje-liFxz=yal y =z paklk z = z (tranzitivita =)
(PPS) je-li - x = y, pak F s(x) = s(y) (pfidani s)
(PVS) je-li - s(x) = s(y), pak = = y (vypusténi s)
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Pfiklad: dokaZte v teorii elementarni aritmetiky s(0) 4+ s(0) = s(s(0)).

1. FVavy(r + s(y) = s(z +vy)) Ax3
- (VaVy(xz + s(y) = s(x +vy))) =
)

(s(0) + s(0) = s(s(0)

- 5(0) 4+ s(0) = s(s(0)
- Va(r +0=x)

- 5(0) + 0 = 5(0
- s(s(0) +0) = s(s(0))
- 5(0) + s(0) = s(s(0))
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MP(3,4)
Axo
Ay
MP(6,7)
PPS(8)
PT(5,9)
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