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Predik atov a logika

e pIné prejima vysledky vyrokové logiky

e zabyva se navic strukturou jednotlivych jednoduchych vyrokl — na zakladé
této analyzy Ize odvodit platnost nékterych vyrokd, které ve vyrokové logice
platné nejsou
Priklad: méjme nasledujici vyroky (+ oznaceni vyrokovymi symboly):

Kazdy Clovek je smrtelny. (p)

Sokrates je Clovek. (q)

Sokrates je smrtelny. (1)
Na zaklade vyrokové logiky nevyplyva r z p a q; presto je Usudek ziejme

platny (na jiné arovni, nez je vyrokova logika).
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Zakladni pojmy: predik at

Predikat je n-arni relace; vyjadfuje vlastnosti objektli a vztahy mezi objekty.
Z jednoduchého vyroku vznikne vypusténim alespon jednoho jména objektu
(individua). Priklady predikatl :

byt mensi nez 3 (x < 3), arita 1

byt Cerny pes (x je Cerny pes), arita 1

byt mensi nebo roven (x < ), arita 2

mit rad (x ma rad v), arita 2

sedét mezi (x sedi mezi y a z), arita 3
unarni predikaty vyjadruji vliastnosti

binarni, ternarni,. .. ,n-arni vyjadruji vztahy mezi dvojicemi,

trojicemi,. . . ,n-ticemi objektl

nularni predikaty predstavuji plvodni vyroky (bez vypusténych jmen objektl)

ve vyrokove logice; v predikatové logice je oznacCujeme jako sentence
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Konstanty, prom énné

konstanty reprezentuji jména objektt (individui); jedna se o prvky predem

specifikované mnoziny hodnot — domény

proménné zastupuji jména objektli, mohou nabyvat libovolnych hodnot

z dané domény

n-arni predikaty Ize chapat jako mnoziny takovych n-tic konstant, pro které je

predikat splnén

priklady:
domeéna: pfirozena Cisla s nulou
predikat = < 4 Ize chapat jako {0, 1, 2, 3}

domeéna: {0, 1,2}
predikat x < y Ize chapat jako { (0, 1), (1, 2), (0,2)}
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Funkce, termy

funkce reprezentu;ji slozena jména objekt(

pfiklad: necht funkce f(x,y) reprezentuje stitani. Pak f(1,2) (stejné jako

f(2,1), £(0, 3)) jsou mozna slozena jména pro konstantu 3.
poznamka: konstanty jsou nularni funkce

vyrazy slozené pouze z funkénich symbolll, konstant a proménnych

nazyvame termy

priklad termu: f(z, g(y, h(x,y), 1), 2)

termy mohou nabyvat hodnot v ramci dané domeény (resp. jeji podmnoziny

oznacované jako obor hodnot funkce)
priklad:
doména: prirozena €isla s nulou

term 2 + (2 * x) mlze nabyvat hodnot z mnoziny {2, 4,6, ...}
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Kvantifik atory

e sloZené predikaty Ize kromé béZnych pravdivostnich spojek vytvaret pomoci

kvantifikatoru

e univerzalni (obecny) kvantifikator V:
Va P(x) — pro kazdy prvek x domény plati P(x)
piiklad: Necht P(x) je symbolicky zapis pro ,z je inteligentni ¢lovék'. Pak

Va P(x) reprezentuje vyrok ,vsichni lidé jsou inteligentni'.

e existencni kvantifikator 3:
Jx P(x) — pro nékteré prvky x domény plati P(x) (resp. existuje alespori
jeden prvek x domény, pro ktery plati P(x))
priklad: Necht P(x) je symbolicky zapis pro ,z je nesnesitelny ¢lovék'. Pak

Jx P(x) reprezentuje vyrok ,néktefi lidé jsou nesnesitelni'.
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Kvantifik atory — vlastnosti, p fiklady

e Mé&jme konetnou doménu {a1, as, ..., an}.
Pak Va P(x) je zkratkou P(a1) A P(az) A ... A\ P(ay)
a Jx P(x) je zkratkou P(a1) V P(az) V ...V P(ay).

univerzalni kvantifikator je zobecnénim konjunkce a existencni je zobecnénim

disjunkce pro nekonecné domény

priklady vyuZiti: méjme doménu prirozenych Cisel s nulou. Pak
Jz(x < y) je unarni predikat ,islo, pro které existuje mensi islo' (je

ekvivalentni ,y neni 0),

Vx(x < x + 1) je sentence (vyrok, nularni predikat) ,kazdé Eislo ma svého

naslednika’,

Va(Jy(x < y)) je sentence ,pro kazdé &islo existuje vétsi &islo*
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Formalizace jazyka predik atov é logiky
e budeme se zabyvat predikatovou logikou 1. fadu s identitou a funkénimi

symboly

e jazyk predikatové logiky: abeceda + pravidla pro spravné tvoreni terml a

formuli
Abeceda:
proménné (nespecifikovana jména objektl): x, vy, 2,1, T2 . ..
konstanty (vlastni jména objektd): a, b, c, a1, as . ..
symboly pro spojky: =, V, A\, =, <=
symboly pro kvantifikatory: V, 3
n-arni funkéni symboly (sloZzena jména objektl): f, g, h, f1, fo. ..

n-arni predikatové symboly: P, ), R, P, P> . ..

pomocné symboly: (, )
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Termy

1. kazda proménna a kazda konstanta je term

2. je-li f n-arni funkéni symbol aty,...,t, jsoutermy, pak f(t1,...,t,) je
term

3. nic jiného neni term
e termy bez proménnych oznaCujeme jako uzavrené termy
e priklady termi pro vybrané jazyky:
— mozné termy pro jediny binarni funkcni symbol 4 (a Zzadnou konstantu):
z,x+ T, +y,x+ (@+y),(@+y) +z20+ (y+2)
— binarni funkéni symboly 4+, — a konstanta 0:
x,(),x—l—y,y—x,x—l— (O—y),(:v—l—y) +va_ (y—I—Z)
— binarni funkéni symbol 4 a unarni —:
z,—z,x+ (—y), (+y)+ 2 (—z+(-y) +2
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Formule
Atomicka formule

1. je-li P n-arni predikatovy symbolatq,...,t, jsoutermy, pak

P(t1,...,t,) je atomicka formule
2. jsou-lity aty termy, pak t1 = ¢ je atomicka formule
3. nic jiného neni atomicka formule
Formule
1. kazda atomicka formule je formule

2. je-li A formule, pak —A je formule

3. jsou-li A, B formule, pak (AV B), (AAB), (A= B), (A< B)jsou

formule

4. je-li z proménna a A formule, pak (VxA) a (dxA) jsou formule

5. nic jiného neni formule
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Poznamky k zaveden ému form alnimu jazyku

e pro predikatovou logiku 1. fadu je charakteristické, Ze jediny pfipustny typ
proménnych jsou objektové (individualni) proménné (a pouze ty lze vazat

kvantifikatory). V logice druhého fadu jsou povoleny i predikatové proménné.

e konkrétni volbou (konstant), funkénich a predikatovych symboll Ize
formulovat specificky jazyk, pro ktery budou jisté platit obecné logické principy.
Navic pro néj mohou platit v zavislosti na vlastnostech zvolenych prvki i jiné
(mimologické) principy, které je ovSem tfeba specifikovat pomoci axioml nebo
pravidel. Takovy jazyk je pak oznacovan jako jazyk prvniho radu.

Pfiklad — jazyk elementarni aritmetiky:
zvolené symboly: konstanta 0, unarni funkce naslednik s, binarni -+, *
mozné termy: 0, s(0), s(x), (z +y) * 0, (s(s(0)) + (x xy)) * s(0)
mozné formule: s(0) = (0% x) 4+ s(0), Jx(y = = * 2),
Va((z # 0) = Jy(z = s(y)))
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Vazany a volny vyskyt prom énnych

podformule formule A je libovolna spojitd podcast A, ktera je sama formuli
Pfiklad: formule A = Jz((VyP(z)) = R(x,y)) ma kromé sebe samé
nasledujici podformule: (VyP(z)) = R(z,y),VyP(z), R(x,y), P(2)

vyskyt proménné x ve formuli A je vazany, pokud existuje podformule B
formule A, ktera obsahuje tento vyskyt x a zacina Vx, resp. dx. V{skyt
promeénné je volny, neni-li vazany.

Pfiklad: vyskyt proménné x v pfedchozi formuli A je vazany (hledanou

podformuli je cela A), proménné y a z jsou volné
proménna x se volné vyskytuje v A, ma-li tam alespon jeden volny vyskyt

sentence (uzavrena formule) predikatové logiky je formule bez volnych

vyskytll proménnych (vSechny vyskyty vSech proménnych jsou vazané)

oteviena formule je formule bez kvantifikator(
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Substituce prom ennych

,skutecnymi proménnymi‘, za které lze dosadit (udélit jim hodnotu, provést

substituci), jsou pouze volné proménné

term ¢ je substituovatelny za proménnou x ve formuli A, pokud pro kazdou
proménnou y obsazenou v t neobsahuje zadna podformule A tvaru Vy B,

Jy B volny vyskyt proménné x

e je-li ¢ substituovatelny za x v A, ozna¢ime A(x/t) vyraz, ktery vznikne z A

nahrazenim kazdého volného vyskytu x termem ¢

priklad: ve formuli A = Jx P(x, y) je mozné provést napfiklad nasledujici
substituce: A(y/z) = 3xP(x, 2), A(y/2) = JzP(x,2),
A(y/f(z,2)) = JxP(x, f(z, 2)). Neni v8ak mozné substituovat

A(y/ f(x,x)) = JxP(x, f(x,x)), protoze by do3lo k nezadouci vazbé
promennych.

popel, glum & nepil 12/13



semestr jaro 2003 IB101, predikatova logika |

Reprezentace vyrazl p firozen ého jazyka

Priklad 1:
e véta: Ne kazdy talentovany spisovatel je slavny.

e doména: vsichni lidé; volba predikatovych konstant:

T — byt talentovany, S7 — byt spisovatel, S5 — byt slavny
e reprezentace v symbolickém jazyce: =V ((T'(x) A S1(x)) = Sa(x))
Priklad 2:
e doména: libovolna individua, vyberme konstantu s reprezentujici Sokrata
e zvolme C — byt Clovék, S — byt smrtelny

® reprezentace veét z Gvodniho Usudku bude nasledujici:
Va(C(x) = S(x)) (Kazdy clovék je smrtelny.), C(s) (Sokrates je Elovek.),
S(s) (Sokrates je smrtelny.)

Poznamka: prevod nemusi byt vzdy jednoznacny
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