semestr jaro 2003 IB101, predikatova logika Ill

Prenexov a norm alni forma (pnf)

e cil: prevést libovolnou (uzavienou) formuli do tvaru, v némz2 jsou vSechny
kvantifikatory na zacatku a nasleduje oteviené (= bez kvantifikatorll) jadro
v nkf (ndf)

QSEl...QSE‘n((All\/...\/Alll)/\(Agl\/...\/AQZQ)/\...
AAm, VooV Ay )

e piiklad: VaVy3zVw((P(x,y) V =Q(2)) A (R(x,w) V R(y,w)))

e Véta: pro kazdou formuli existuje ekvivalentni formule v konjunktivni

(disjunktivni) prenexové normalni formé.

popel, glum & nepil
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Pnf. algoritmus p fevodu

. eliminovat zbytecné kvantifikatory

. prejmenovat korektné proménné tak, aby u kazdého kvantifikatoru byla jina

promeénna
. eliminovat vSechny spojky rizné od =, A a VvV

. presunout negaci dovnitf, je-li potfeba:
—Vz A nahradit dx—A
—(A A B) nahradit ~A V =B apod.

. pfesunout kvantifikatory doleva (0 € {A,V},Q € {V, 3}):
A o QB nahradit Qz(A o B)
Qx A o B nahradit Qx(A o B)

. pouZzit distributivni zakony k pfevodu jadra do nkf (ndf):
AV (B AC)nahradit (AV B) A (AVC)
(AN B)V Cnahradit(AV C) A (BVC)
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Prevod do pnf — p riklad

Pfiklad: pfevedte do konjunktivni pnf formuli

VaJy—(P(z,y) = VzR(y)) vV -32Q(x).
VaIy—(P(x,y) = R(y)) V ~JzQ(x) (zbytetné Vz)
. Va13y—(P(x1,y) = R(y)) V -3x2Q(x2) (pfejmenovani x)
 Vo13y—(—P(x1,y) V R(y)) V ~322Q(x2) (eliminace =)

Va1 (Ay(P(x1,y) A —R(y)) V Vra—Q(z2)) (posun Va1 doleva)
Va1 dy((P(z1,y) A “R(y)) V Vra—Q(x2)) (posun Jy doleva)

(posun Vx5 doleva)

( -
Va1 3yVea(P(r1, y) A ~R(y)) V ~Q(72)
( )V =Q(x2)) A (—R(y

)
Vo FyVas ((P(x1,y )V =Q(x2))) (jadro do nkf)
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Skolemizace

prevod formuli na formule bez existenénich kvantifikatorll v jazyce, ktery je

rozSifen o tzv. Skolemovy funkce; zachovava splnitelnost

idea prevodu: formuli Va1 . .. Va,yP(x1, ..., Tn,Y)

transformujeme naVry ... Vo, P(x1, ..., Tn, f(21,...,25))

piiklad: méjme cela isla s +. Formuli Vx3dy(x + y = 0) pfevedeme na

Vax(x + f(x) = 0). Interpretace f — unarni funkce, ktera pro dany

argument vrati opacné cislo.

Skolemova normalni forma je prenexova normalni forma pouze

s univerzalnimi kvantifikatory.

Véta: kazdou formuli A Ize prevést na takovou formuli A’ ve Skolemoveé

normalni formé, Ze A je splnitelna pravé kdyz A’ je splnitelna.
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Algoritmus p fevodu do Skolemovy nf

1. prevést formuli do (konjunktivni) pnf

2. provést Skolemizaci: odstranit vSechny existencni kvantifikatory a nahradit

jimi vazané proménné pomocnymi Skolemovymi funkcemi

e piiklad 1: pfevedte do Skolemovy nf formuli
Vedy—(P(x,y) = VzR(y)) V -3zQ(x)
1. Vo1 3yVao(P(21,9) V 2Q(z2)) A (= R(y) V =Q(z2)))
2. Vo Voo (P(x1, f(21)) V 2Q(x2)) A (~R(f(21)) V ~Q(w2)))
e priklad 2: prevedte do Skolemovy nf nasledujici formuli v pnf
VaIyVz3w(P(z,y) V -Q(z,w))
VaVz(P(z, fi(z)) V =Q(z, f2(z, 2)))
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Herbrandova v éta |

motivace: hledame snazSi prostfedky k urceni, zda dana mnozina formuli je

splnitelna

pracujeme s mnozinou .S formuli ve Skolemové nf (univerzalni kvantifikatory
se Casto pri zapisu vynechavaji), jejimi konstantami (alespon jedna, pfip.

pridana mimo \S), funkénimi a predikatovymi symboly

Herbrandovo univerzum U (\S') je mnozina v3ech uzavienych termd, které Ize

utvorit z konstant a funkénich symbolli z S’ (tzv. zakladni termy)
pr.. pro S = {P(f(0))}ie U(S) =10, £(0), f(f(0)), F(f(f(0))),...}

Herbrandova baze B(.S) je mnozina v3ech atomickych formuli, které Ize
vytvofit nad prvky U (.S);

B(S) ={P(t1,...,tn)|t; € U(S), P je predik. symbol figurujici v S'}
ot pro S = {P(f(0))} e B(S) = {P(0), P(f(0)), P(/(£(0))), .}
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Herbrandova v éta ll

Herbrandova interpretace je libovolna podmnozina baze B(S) zahrnujici ty
aplikace predikatli na prvky univerza, které jsou pravdivé
Poznamka: s funkcemi a konstantami Ize pracovat i nadale pouze na

symbolické Grovni

Herbranddv model M (.S') mnoziny S je takova Herbrandova interpretace, ve

které jsou v3echny formule z .S pravdivé

Herbrandova v é&ta: bud existuje Herbrand(iv model S nebo existuje koneéné

mnoho uzavienych instanci prvkd .S, jejichZz konjunkce neplati

slabsi tvrzeni: S je splnitelna pravé tehdy, kdyz existuje jeji Herbrandtiv

model

zavér: k rozhodnuti o splnitelnosti mnoziny jiz nepotfebujeme brat v Gvahu
vSechny mozné interpretace, staci pracovat pouze se ,symbolickymi’

Herbrandovymi interpretacemi
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Herbrandovy modely — p riklady
Priklad 1: S = {P(0), P(s(x)) V = P(x)} (pfedp. V kvantifikovany)

e U(S)=1{0,s(0),s(s(0)),s(s(s(0))),...}
B(S) = {P(0), P(s(0)), P(s(s(0))), P(s(s(s(0)))), - - -}
M (S) = B(S) (minimalni Herbrandlv model je cela baze)
poznamka: P vyjadfuje vlastnost ,byt korektni pfirozené cislo* (pomoci
naslednikl nuly)

Pfiklad 2: S” = {P(0), P(s(x)) V = P(z), R(x,s(x)) V - P(z)}
o U(5") = {0,5(0),5(5(0)),5(s(5(0))), -
B(5") = {P(0), P(s(0)), P(s(s(0))), P
R(0,0), R(0,5(0)), R(s(0),0

M(S") = {P(0), P(s(0)), P(s(5(0))), <s(s(s(0>)>)
R(0,5(0)), R(s(0),5(s(0))), R(s(5(0)),5(s(5(0)))) - - -}

poznamka: P je stejné jako pro S, R(x, y) reprezentuje binarni vlastnost

} (stejne jako pro S)

)
)
(0

(0
0)
0
(0

Y je naslednikem x* (resp. ,x je pfedchlidcem )
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Unifikace — motivace

e smeérujeme k rezoluci v predikatové logice:

— formule umime reprezentovat v konjunktivni pnf odpovidajici klauzularni
formé (V nepiSeme, ale predpokladame univerzalni kvantifikaci vSech
promennych)

— literaly nyni predstavuji atomické formule a jejich negace

— zlOstava jediny problém: jak instanciovat proménné, aby bylo mozné pouZit

rezolucni pravidlo

e priklad: m&jme klauzule C; = {P(f(x)),~Q(a,x)} a

Cy = {=P(f(g(a)))}; nahradime-li  termem g(a), ziskame rezolventu
{=Q(a,g(a))}

poznamka: C'1 odpovida formuli V(P (f(x)) V =Q(a, x)), takze mizeme
pouzit libovolnou instanci

e obecné feSi uvedeny problém se substitucemi proménnych unifikace
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Substituce

kone&na substituce ¢ je konetna mnozina {1 /t1, x2/to, ..., Ty /[ty }, kde
vSechna x; jsou vzajemné rlizné proménné a kazdé t; je term rlizny od x;.
Jsou-li vSechna t; uzavrené termy, jedna se o uzavienou substituci. Pokud

jsou t; proménné, oznacujeme ¢ jako prejmenovani proménnych.

oznacme libovolny term nebo literal jako vyraz E’; pak E'¢ je vysledek
nahrazeni vSech vyskytl vSech x; odpovidajicimi termy ¢; (obdobné pro

mnoZziny vyrazi)
poznamka: substituce proménnych probihaji paralelné, ne postupné

priklad:

~P(y,2),Qy,2,a)}
,z/c}
g(Z)))), —lP(g(Z), h(y)>7 Q(Q(Z)v C, a)}
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Kompozice substituci
® kompozice substituci
¢ =Ax1/t1,...,xn/tn}tav ={y1/s1,. .., Ym/Sm} je mnozina
oY =A{x1/t1, ... T [tn0, Y1 /81, - - -, Ym/Sm | beze vSech x; /t;1),

pro ktera x; = t;1, avdech y;/s;,y; € {x1,...,2n}

e pro prazdnou substituci € a libovolnou substituci ¢ plati e = € = @

e pro libovolny vyraz E a substituce ¢, 1, o plati (E¢)y = E(¢y)) a
(pv)o = ¢(Yo)
o priklad:
S={f(z,9()), Py, z),Qy,2,a)}
¢ ={x/h(y),y/w,z/g(w,y)}, ¥ = {x/a,y/f(),w/y}
¢y ={z/h(f(b)),2/9(y, f(b)),w/y}
S¢ ={f(h(y),g(w)), ~P(w, h(y)), Q(w, g(w,y),a)}
S(py) = (So)y =
{f(h(f(0)),9(y)), ~P(y,h(f(D))), Ry, g(y, f(b)),a)}
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Unifikace

substituci ¢» nazveme unifikatorem mnoziny S = {F, ..., Es}, pokud
Ei¢9=FE>¢p=...= FE,¢, tedy v pfipadé, Zze S¢ ma jediny prvek.
Existuje-li unifikator mnoziny, oznacime ji jako unifikovatelnou.

priklady:

1. unifikatorem { P(z, ¢), P(b,c)} je ¢ = {x/b},; zadny jiny neexistuje
2. unifikatorem { P(f(z),y), P(f(a),w)} mbze byt ¢ = {x/a,y/w},

ale také ¢ = {z/a,y/a,w/a}, o = {x/a,y/b,w/b} atd.
3. {P(z,a), P(b,c)},{P(f(x), 2), Pla,w)}, { P(x,w), ~P(a,w)},
{P(z,y,2),P(a,b)},{R(x), P(x)} nejsou unifikovateIné
unifikator ¢ mnoziny S je nejobecnéjSim unifikatorem (mgu) .S, pokud pro
libovolny unifikator 1) mnoziny .S’ existuje substituce A takova, ze oA =

priklad: v bodu 2. pfedchoziho pfikladu je mgu ¢, odpovidajici substituce A
pro unifikatory v resp. o je {w/a} resp. {w/b}
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Rozdil mezi vyrazy

e poznamka: pro unifikovatelné mnoziny existuje jediny mgu (aZ na

prejmenovani promeénnych)

e mé&jme mnozinu S vyrazt. Najdeme prvni (nejlevéjsi) pozici, na které nemaji
viechny prvky .S stejny symbol. Rozdil D(.S) mezi vyrazy pak definujeme
jako mnozinu podvyrazl viech £ € S za&inajicich na této pozici.

Poznamka: kazdy unifikator S nutné unifikuje i D(.S).

e priklady:
- 51 = {f(x,9(x)), f(h(y), g(h(2))}
D(S1) = {x, h(y)}
Ty = S{z/h(y)} = {f(h(y), 9(R(y))), f(R(y), 9(h(z))}
D(Th) ={y, 2}
- 52 = {f(h(z),9(2)), f(g(x), f(2))}
D(S2) = {h(x),g(x)}
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Unifika ¢ni algoritmus

unifikacni algoritmus pro mnozinu vyraz S
e krok 0: Sy := S5, := €

® krok k + 1:

— je-li Sk jednoprvkova, ukonéi algoritmus s vysledkem
mgu(S) = poP1P2 - - - Pk

— jinak, pokud v D(Sk) neni proménna v a term t, ktery ji neobsahuije,

ukong&i algoritmus s vysledkem neexistuje mgu(.S)

— jinak vyber takovou proménnou v a term ¢, ktery neobsahuje v,
dra1 = {v/t}, Ski1 = Skdk11 a pokraduj krokem k + 2

Algoritmus skon¢i korektné pro libovolnou mnozinu vyrazt S.
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Unifikace — p riklad

Najdéte nejobecnéjsi unifikator mnoziny
S =P (f(y,9(2)), h(b)), P(f(h(w), g(a)), ), P(f(h(D),9(2)),y)}
. So = S neni jednoprvkova; D(Sy) = {y, h(w), h(b)}, vyberme ze dvou
moznosti ¢1 = {y/h(w)}, S1 = Sop1 =
1P (f(h(w),g(2)), h(b)), P(f(h(w), g(a)),z), P(f(h(b),g(2)), h(w))}
D(51) = {w, b}, g2 = {w/b}, 52> = S1¢2 =
,9(2)), h(b)), P(f(h(b),g(a)),x), P(f(h(b),g(2)), h(D))}
z,a},¢3 ={z/a}, 53 = Sa¢3 =
g(a)), h(b)), P(f(h(b),g(a)),z), P(f(h(D),g(a)), h(D))}
h(b),x}, ¢4 = {/h(b)}, Sa = Szds =
g(a)), h(b)), P(f(h(b),g(a)), h(b)), P(f(h(b), g(a)), h(b))
{y/h(w) {w/b}{z/ap{z/h(b)} =
/b, z/a,x/h(b)}
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