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Definice programovaciho jazyka

@ Syntaxe definuje ,spravné utvorené“ programy (akceptované prekladacem).
@ lexikalni jednotky (klicova slova, identifikatory, konstanty, operatory, .. .)

@ frazova struktura (uréuje jaké posloupnosti lexikalnich jednotek jsou ,pfipustn
@ Sémantika popisuje chovani programu (co program ,déela*)
@ neformalni (uebnice programovacich jazyku)

@ formalni (,matematicka*)

e
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jazyka
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Uvod .

symwes @ Korektnost implementace

S @ prekladac (co musi spliiovat, aby byl ,spravny“?)

Indukce k vysce

oyane ek P @ optimalizator (jaké Upravy kédu jsou ,piipustné“?)

Operacni

émantik e °

s:osasé:na:lika P @ Verifikace programu

1. typu

e @ vlastnosti program( (jak je vyjadfit, jak dokazat ze dany program ma danou
Denotaéni VlaS’mOSt?)

sémantika IMP

vote @ ekvivalence programi (co znamend, Ze se dva programy ,chovaji stejné“?)
Axiomaticka , ] , . . 7 .y 7 , v

sémantika @ systémy, které jsou paralelni, distribuované, pracuji s redlnym ¢asem, nebo
i jsou fizené udalostmi, je obtizné ladit“!

Uplnost

Sémantika X = X + 1 ” X = X + 1

paralelnich

programu

@ Navrh programovacich jazykd.
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Zakladni ,styly“ formalnich sémantik

@ Operacni sémantika definuje jak se program provadi
@ Denotacni sémantika definuje co program pocita

@ Axiomaticka sémantika umoznuje odvodit vlastnosti programu



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu

Abstraktni syntaxe programovacich jazyku

Definice 1 (Abstraktni syntakticka rovnice)
je rovnice tvaru
X = ay| - lanlo(aqy, - aany) |- | om(@may, - Amnm))
kde
@ ai,---,a, jsou atomy. Pro kaZzdé a; je dana jeho syntakticka doména (mnoZina) A;.

@ 04,---,0ny jsou operacni symboly, které mohou mit i nulovou aritu (pak jde
0 konstanty).

@ o)) je bud' X nebo atom (opakované vyskyty jsou rozliseny indexy).
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Priklad 2

Nasledujici abstraktni syntaktické rovnice definuje syntaxi jednoduchych aritmetickych
vyrazu:

X = num | w | Xo+Xi | Xo—X;

Syntaktickou doménou atomu num jsou dekadické zapisy celych Cisel, o je konstanta. )

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu
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Uvod

e Definice 3 (Syntaktické stromy)

‘Odvozovaci ; L.

e i UvaZme abstrakini syntaktickou rovnici

stromu

Syntaxe jazyka IMP X == aj | | an | 04 (a(1,1)/“.,a(1,m)) | | Om(a(mﬂ)/“-/a(m,nm))
Operacni

sémantika

sosemmame MNOZina syntaktickych stromd pro X je definovana induktivné:

1.typu

2emmenws @ Konstanty a prvky syntaktickych domén atomu jsou syntaktické stromy pro X.
wmmiawe @ strom T (rozlisujeme poradi nasledniku) je syntaktickym stromem pro X pokud pro
voie néjaké 1 < i < m plati:

er':ar:?i'ﬁzki @ Kofen T je operacéni symbol o;.

P @ Korfen T ma presné n; naslednikd, kde j-ty naslednik je bud’ konstanta c, prvek
Sémantika syntaktické domény atomu a, nebo kofen syntaktického stromu pro X podle
paralelnich

programis toho, zda «a ;) je rovno konstanté c, atomu a, nebo X.
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, Je mozné definovat i systémy syntaktickych rovnic, kde mnozina syntaktickych stromu
P urcena jednou rovnici definuje syntaktickou doménu atomu jiné rovnice.

sémantika
e X == num | Xo+ Xy | Xo—Xj

Indukee k vysce
stromu

smenyame Syntaktickou doménou num jsou dekadické zapisy celych Cisel.

Operacni

sémantika

S LA = COIOf(Xo, X, Xg) | Yo#Y1 | Yo&Y;
S0S sémantika IMP

BRI Syntaktickou doménou X je mnozina vSech synt. strom( pro X.

Denotacni

sémantika IMP &

Véta o pevném

bodé
Axiomaticka # color
sémantika / \

Hoareova logika

Korektnost color color 1 2 4
Uplnost

Sémantika

=y /\ /\
AN
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Uvod

Synaxea UrCuje, jak jednoznacné zapisovat syntaktické stromy jako retézce symbold.
sémantika

Odvozovaci

e vyice Aritmetické vyrazy: X := num | Xy + X; | Xo=* X
stromu

:’""‘f‘f"“""’ + @ zépis 1 — 4 + 8 neni jednoznadny
peracni

semantika / \ @ prefixova notace: + — 148

15-(35 suemanllka IMP — 8 . 3

B / \ @ postfixova notace: 8 4 1 — +

2. druhého typu

Denotaéni 1 4 o Zavorky: (1 — 4) —+ 8

sémantika IMP

Véta o pevném

bodé

Axiomaticks Volitelna else klauzule prikazu if — then — else

semantika

Hoareoualglka @ z3pis if P > 0 then if Q < 1 then K := 0 else K := 1 neni jednoznacny
frines @ zavorky

Sémanti!(a - , .

passieliich @ klicové slovo fi

programu
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Uvod
Syntaxe a
sémantika

Odvozovaci
systémy

Definice 4

Indukee k vysce
stromu

smacivame @ (Odvozovaci systém je dan kone¢nou mnoZinou schémat axiomt a odvozovacich
oreiachll pravidel tvaru

SOS sémantika IMP v v

1.ty predpoklad, - predpoklad,
SOS sémantika IMP

2. druhého typu zaver

Denotacni

T @ Dukaz je konecny strom, jehoZ listy jsou instance axiomu a vnitini uzly instance
Véta o pevném H
bods pravidel.

Axiomaticka

sémantika @ Tvrzeni o je dokazatelné, jestliZze existuje dikaz s kofenem «.

Hoareova logika

Korsktnost @ Dukazové stromy je zvykem psat ,kofenem doli*.

Uplnost

podminky

Sémantika
paralelnich
programu
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Odvozovaci systém vyrokové logiky |
Abstraktni syntax formuli vyrokové logiky
@ == wrok | ¢o— @1 | ~¢@

kde syntaktickda doména atomu vyrok je spo¢etna mnozina atomickych vyroku
{A,B,C...}.

1. typu
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Schémata axioml odvozovaciho systému vyrokové logiky
¢ - (¥ = ¢9)

@(p - —=9) = (p—y) = (9—9))

@ (~p—-9) = (V- 9)

Odvozovaci pravidlo odvozovaciho systému vyrokové logiky

@ ? lf—wp

~modus ponens”
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Priklad 5
A — A je dokazatelna formule:

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
S0S sémantika IMP
2. druhéh

rineto vee AS((A>A) > A)

Denotacni

Odvozovaci systém vyrokové logiky I

A->(A-A)-A) > (A (A—-A) - (A-A)

A= (A A)

sémantika IMP

A->(A-A)—>(A-A)

Véta o pevném
bodé

A—>A

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu
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Indukce k vysce stromu |

Bud' M (néjakd) mnozina stromud konecné vysky a V (néjaka) vlastnost, ktera je pro
kazdy strom T € M bud’ pravdiva nebo nepravdiva.

Véta 6 (Tvrzeni o indukci k vySce stromu)

Necht je spinéna nasledujici podminka:

@ Pro kazdé n € INg plati: Je-li V je pravdiva pro kazdé T € M vysky mensi nez n,
pak V je pravdiva pro kazdé T’ € M vysky praveé n.

Pak V je pravdiva pro vSechny stromy z M
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Uvod
Syntaxe a
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Odvozovaci
systémy

Indukce k vysce
stromu

Syntaxe Jazyka IMP Strukturalni indukce

e je indukce k vySce (syntaktického) stromu, kde M je mnozina vSech syntaktickych
sossemania gtrom( uréena danou abstraktni syntaktickou rovnici

1.typu

SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotatni e Indukce k vysce odvozeni
Vélauo pevném

bode indukce k vysce (dukazového) stromu, kde M je mnozina v§ech dikazi daného
Axlomaticka odvozovaciho systému.

sémantika

Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu
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- @ Zakladni syntaktické domeény
,é Num = {0,1,-1,2,-2,...}
Isv::%(:;:uw Bool = {tt, ff}

stromu v Var = {A,B, C,..-}

Syntaxe jazyka IMP

Operacni @ Aritmetické vyrazy Aexp

sémantika
SOS sémantika IMP
i a:=n| X|a+a | aa—ai | a*ay
S0OS sémantika IMP
2. druhého typu

kde n € Num a X € Var.

Denotacni
sémantika IMP

Veta o pevnem @ Pravdivostni vyrazy Bexp

bodé

AXxi icka = ==

Eonetos b =1t ]| a=a; | a<a; | not b | bp and by | by or b,
Hoareova logika

Korekinost kde t € Bool a ap, a; € Aexp.

Uplnost

Sémantika ° Pﬁkazy Com

paralelnich

et c »=skip | X:=a | cy;c1 | if bthen cyelse c; | while bdoc

kde X € Var, a € Aexp a b € Bexp.
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Uvod

Syntaxe a

sémantika

Odvozovaci

systémy ° , . . Vv v - s v . . - w Ve
e Programim v daném jazyce je prifazen prechodovy systém, ktery popisuje vypocetni
stromu

smacyame  Procesy jednotlivych programd.

Operacni
sémantika

cswmuawe Definice 7 (pfechodovy systém)

1.typu

ssswmmiame  Pochodovy systém je trojice (S, A, —), kde

2. druhého typu

Denotacni

e e I @ S je mnoZina konfiguraci (ne nutné konecna!)
Véta o pevném

boct @ A je mnoZina akci

Axiomaticka
sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

@ - C SXAXS je pfechodova relace

Sémantika
paralelnich
programu
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Typy operacni sémantiky

Jednotlivé ,typy“ operacni sémantiky se lisi definici mnoziny konfiguraci a pfechodové
relace

@ SMC stroj: Stack — Memory — Control stack
@ A-kalkul
@ SOS: Strukturalni Operacni Sémantika
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SOS sémantika IMP 1. typu (,,big step®)

Definice 8 (stav programu)
Stav je zobrazeni o : Var — Z.. MnoZina vSech stavi se znaci 3.

Prechodovy systém prislusny SOS sémantice 1. typu

SOS sémantika 1. typu definuje prechodovy systém kde

@ Y je mnozina stav(,

@ Com je mnozina akci,

@ o 5 o’ pravé kdyz program ¢ zahajeny ve stavu o skonéi a piejde do stavu o’.
Za timto Uc¢elem zavedeme odvozovaci systémy pro tfi relace:

@ —4 C Aexp X X X Z; prvky zapisujeme ve tvaru (a,c) —a n.

@ —p C Bexp x X x T; prvky zapisujeme ve tvaru (b, o) —p t.

@ —¢ C Com x X x X; prvky zapisujeme ve tvaru (c,o) —¢ ¢’.
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Uvod
Syntaxe a
sémantika

S (a,0) > n ,vyraz a se ve stavu ¢ vyhodnoti nan € Z“
systémy

Inydukoeykvy'éce

stromu

Syntaxe jazyka IMP <n @ > — N

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP <X, (7) — G(X)
1. typu

S0OS sémantika IMP
2. druhého typu

(8p,0) > Ng_ (@1,0)

_)

Denotaéni n4 n=ng -+ Ny
sémantika IMP <ao —+ a1,(j> — hn
Véta o pevném
bodé

S (ap,0) — Ng (a1,a)—>n1n:n h
sémantika <a0 _ a1,(7> >n 0 1
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost (ap,0) > Ng (ai,0) — Ny = g
Sé ik
p::glae'::ic: <a0 > a1la> —n

programu
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Aritmetické vyrazy Aexp

Priklad 9

Uvazme vyraz (X +4) = (2= Y) astavo kde o(X) =2 ao(Y) = 5. Pak
(X +4)=(2+Y),0) — 60, nebot

(X,0) >2 (4,0) >4 2,0y >2 (Y,0)—>5
(X+4,0)—>6 (2+Y,0) > 10
(X+4)%(2+Y),0) — 60
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Pravdivostni vyrazy Bexp

(b,o) >t ,vyraz b se ve stavu o vyhodnotinate T“

(tt,0) — true
(ff,0) — false

(@0,0) = Ny (@1,0) = Ny

(ag = ay,0) — true

{89,0) = Ng_ {ay,0) = Ny

(ap = ay,0) — false

(@9,0) > g (ay,0) = Ny

(ag < ay,0) — true

{a9,0) > Ny {ay,0) = Ny

(ag < a1,0) — false

No=n4

No# N4

No<n4

No>N4

(b, o) — false

(notb, o) — true

(b,0) — true

(notb,o) — false

<b0/ (7> - tO <b1,(7> g t1

(bpandb;,0) 1 [~ b/l

(bo,0) =ty (by,0) =t

<b00rb1,0>—>t = 1
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Uvod
T (c,0) > o’ ,c aktivovany ve stavu ¢ skonci ve stavu ¢’

Odvozovaci
systémy

Indukce k vysce
stromu -
Syntaxe jazyka IMP <Sk|pr G> — 0
Operacni
sémantika
sos P X (a,0) = n -
e :=a,o) > a[n

SOS sémantika IMP < 4 U> G[ / ]
2. druhého typu

Denotacni
sémantika IMP <Co, G> — 0" <C1 s UN> -0’

Véta o pevném <COx C1, G) — 0’
bodé

A?(iomitli(cké , P
sémantika (b,c) = true {(cy,0) = o (b,0) — false (ci,0) =0

Hoareova logika

e (if b then ¢, else c{,0) - 0’ (if b then ¢, else ¢1,0) — 0’

Uplnost

Sémantika

paralelnich (b, o) — false (b,0) — true {(c,0) —» ¢” (whilebdoc,o”’)— o’
programi <Whi|e b do ©, (7) — 0 <Whi|e b do ©, U> — 0’
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Priklad diikazového stromu v SOS sémantice 1. typu

Priklad 10

Uvazme program while A <2 do A := A + C a stav o definovany takto: o(A) =1,
d(C) =2, apro kazdé B € Var kde A # B # C je ¢(B) = 10. Pak

(while A <2do A := A + C,0) — d[3/A], nebot

(A,oy »>1 (C,o0)—>2 (A,0[38/A]) >3 (2,0[3/A]) — 2
(Aoy—>1 (2,0)—>2 (A+C,0) > 3 (A <2,0[3/A]) — false
(A <2,0) — true (A:=A+C,0) - 0[3/A] (while A <2do A := A + C,d[3/A]) — ¢[3/A]

(whileA<2doA = A + C,0) — 0[3/A]

Priklad 11

Necht ¢’ = ¢[0/C], kde ¢ je stav z pfedchoziho pfikladu. Ddkazovy strom s kofenem
tvaru

(whileA<2doA:=A+C,0') > d”

sestrojit nelze (pro zadné ¢”).
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Uvod
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stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
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Uplnost

Sémantika
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SOS sémantika 1. typu je deterministicka

Véta 12

@ Pro kaZdé a € Aexp a o € T existuje prave jedno n € Z. takové, Ze (a, o) — n.
© Pro kazdé b € Bexp a o € ¥ existuje pravé jedno t € T takové, Ze (b,c) — t.
© Pro kazdé c € Com ao € ¥ existuje nejvyse jedno ¢’ € ¥ takové, Ze (c,c) — o’.
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Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1.typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu

SOS sémantika 1. typu je deterministicka (dukaz)

Duikaz.
(1) Indukci ke strukture a.

@ a = n. Pak (n,a) — ndle definice.
@ a = X. Pak (X,0) — o(X) dle definice.
@ a = a + ay. Podle indukéniho pfedpokladu
@ existuje pravé jedno n, takové, Ze (ay, o) — no,
@ existuje pravé jedno n, takové, ze (a;, o) — ny.
Mame ukazat, Ze existuje pravé jedno n takové, ze (a, + a;, o) — n.
@ Takové n jisté existuje alespon jedno, staci vzit n = ny + ny.
@ Pokud by existovala k # m takova, ze (ap + a;,0) — k a (ap + ai,0) — m, musela by
existovat ko, ki, mo, my takova, ze (ag, o) — ko, {ag,0) — my, {(a1,0) — ki, (ay,0) — my,
k = ko + ky a m = my + my. Podle i.p. ovSem plati k, = mg a ky = my, proto také k = m,
coZ je spor.
@ a=a,— a;. Podobné.
@ a = a, *a,. Podobné.

(2) Indukci ke struktufe b, podobné jako v bodé (1).



Sémantiky

memonsen - SOS sémantika 1. typu je deterministicka (diikaz)

jazyka

Antonin Kucera

(3) Indukei k vySce odvozeni (c,o) — o’ dokadZeme, Ze ¢’ je uréeno jednoznacné, tj. pokud pro

"s‘;":’ uvazované c a o existuje néjaké dalsi 6 takové, ze (c,o) — &, pak o’ = & (dikaz nelze vést
semantie strukturalni indukci). Uvazime mozné tvary c.

dvozovaci

.s,.y:.:ékgmgce @ c = skip. Pak je uvazovany strom listem tvaru (skip, ) — o. Pokud plati (skip, o) — &, pak
stromu . v A~

Syntaxe jazyka IMP zZjevne o = o.
oreiachll @ c = X := a. Pak kofen (X := a,0) — ¢’ méa naslednika (a, o) — n a plati ¢’ = o[n/X].
SR 7 Podle (1) existuje pravé jedno takové n, proto o’ je uréeno jednoznacéné.

2amenowpe @ C = Co; Cr. Pak kofen (co; ¢1,0) — o’ ma nasledniky (co, o) — o a{c;,0”) — o’. Podle
Denotaéni indukéniho pfedpokladu je " i ¢’ uréeno jednoznacné.
sémantika IMP

KROCET @ c =if b then ¢, else c;. Pak kofen (if b then ¢, else c;,0 — ¢’) ma bud nasledniky
Axiomaticka (b,0) — true a {cy,0) — ¢’, nebo (b, ) — false a (cy,5) — ¢’. Podle (2) nastava pravé
sémantika

jedna z téchto moznosti, proto je ¢’ ur€eno jednoznacné.

Hoareova logika
Korektnost

Uplnost @ c = while b do c. Pak kofen (while b do ¢,o) — ¢’ ma bud’ jediného naslednika
Sémantika (b,0) — false a ¢’ = ¢, nebo tfi nasledniky (b, ) — true, (c,0) —» ¢” a
oaram. (while b do ¢,0”) — ¢’. Podle (2) nastava pravé jedna z téchto moznosti. V prvnim pfipadé

jsme hotovi ihned; v druhém pouzijeme indukéni predpoklad podle néhoz je 6” a ¢’ uréeno
jednoznacné.



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod

Syntaxe a

sémantika

Odvozovaci . . L, L,

systémy @ Aritmetické vyrazy Aexp
Indukce k vysce

stromu

def
:y"""f",’“‘""" ap~a & (Yne€eZ VoeX: (aygo)—n < (a,o)—n)
peraéni

sémantika

sssmmiae @ Pravdivostni vyrazy Bexp

2. druhého typu

semanika 0P bo~b; <L (VteT VoeT: (byo) ot e (by,0)— 1)

Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

é tik: v

“Morsova ot @ Prikazy Com
Korektnost

Uplnost def
Semantika co~¢c & (Yo,0’e€X: {(cy0)y—0d & (c,0)—>0)

paralelnich
programu

=] = = = = jaro 2023 27107



Sémantiky

wamoacen  PFiKlIad ekvivaletnich programu

jazyka

fmenni@® Dokazeme, ze  whilebdoc ~ if b then (c; while b do ¢) else skip
Uvod
,é @ (whilebdoc,0) o = (if b then (c; while b do ¢) else skip,s) — ¢’

i Jsou dvé moznosti:

Syntaxe jazyka IMP

Operacni .
sémantika -
SOS sémantika IMP. (b, (T) — false

a Pak ale také _(b,0) > false _ (skip,0) > o
08 sémantea P (while b do ¢,0) >0 (it b then (c; while b do c) else skip, o) — o

2. druhého typu

Denotaéni

sémantika IMP c s cee

{CHOEERED b, o) — true c,0)— o’ while b do c,0”) — ¢’ ,
pod® a b,0) { .> { , ) . Pak ale také
(whilebdo c,0) —» ¢

Axiomaticka
sémantika
Hoareova logika
Korektnost c c

Upinost . (c,a) > d” (while bdo c,d”) — ¢’
Sémantika (b,5) — true (c;while bdo c,0) — ¢’

paralelnich - - -
programi (if b then (c; while b do c) else skip, o) — ¢’

@ Opacna implikace se ukaze podobné.



Sémantiky

maramoneen — OpEracni sémantika IMP druhého typu (,,small step®)

jazyka

Antonin Kucera

Uvod @ Cilem je definovat prechodovy systém, kde
Syntaxe a
P @ mnozina konfiguraci je Com x ¥,
systémy
S @ mnozina akei je {1},
Syntaxe jazyka IMP
v P 1z , Vi« P T
= @ prechodova relace odpovida ,kroku vypoctu“ programa, tj. (c,c) — (¢’,d’)
S0 semantha e pravé kdyz program c prejde ze stavu o vykonanim jedné instrukce do stavu ¢’
- typu P s gr
505 semamke e a z tohoto stavu se déle provadi program c’.
. druhého typu
e @ Definujeme odvozovaci systémy pro tfi relace:
Vélauo pevném . .
bods @ -4 C (Aexp X X) x (Aexp X X); prvky zapisujeme ve tvaru (a, o) 4 (a’,0’).

Axiomaticka
sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost B —c C(ComxXY)x(ComxY); prvky zapisujeme ve tvaru (c, o) ¢ (¢’,d’).
Sémantika

paralelnich Indexy A, B, C u — budou obvykle vynechany.

programu

@ —p C (Bexp xX) x (Bexp X X); prvky zapisujeme ve tvaru (b,o) =g (b’,d’).

@ Pak jiz Ize definovat: (c,0) = (¢’,0’) & (c,a) ¢ (c,0’)
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Uvod
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systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
$SO0S sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu

Aritmetické vyrazy Aexp

@ (n,0) konecna konfigurace
@ (X,0) = (0(X),0)
@ (ng+ny, 0y (m,o), kdem=ng+ ny

<a0/ 0> — <a(/)/ G>

® Gra, 0@ a0

<a1,0> = <aqla>
(n+ay,0)—>(n+aj,o)

@ podobné pro ,—“a ,*

Priklad:
@ Necht ¢(X)=1,0(Y)=2
Q@ (X+3)+Y,0)»{((14+3)+Y,0) » (4=*Y,0) > (4%2,0) — (8,0)



masmoscen  Pravdivostni vyrazy Bexp

jazyka

Antonin Kucera

Uvod

s @ (it,0) koneéna konfigurace @ (not tt,0) > (ff,0), (not ff, o) - (it, o)
indukce k visce @ (ff,0) koneéna konfigurace o (notul;’ gg : Eﬁot" >b’ o)
st ® (no=ny,0) = (tt,0), Jjelino=ni @ (t,andt, o) > (tt,0) jeli ti=tt a =tt

:ﬁsﬂ:m:n;:llm (* ) <nO:n1,0> = <ff/ U), je-li No#4 (* ) <t1 and Io, 0> g <ff/ O_> je_li t =ff nebo t2:ﬂ

Denotacni ’

sémantika IMP <aO/ G> g <a01 G> <b0/ G) g <b/,0>
Véla'opevném — ’r __

bocs (a0 = ay,0) = (a] = ay,0) ¢ (boand by, o) — (bjand by, o)
Axiomaticka

sémantika ’

Hoareova logika <a1,(7> (g <a1/0> <b110> g <b//a>

Korektnost ° !
(n=aj,0)> (n=a,, o) ® Fandb;,0) = (fand b, o)

Sémantika
paralelnich

e @ podobné pro ,<* @ podobné pro ,or¢

t e {tt, ff}



Sémantiky

programov.acich Pi‘ikazy Com

jazyka

Antonin Kucera

Uvod

T @ (skip,o) konecna konfigurace
e
Indukce k vysce

e @ (X = 1, 0) > (skip, o{n/X]) 2o

Operacni

sémantika

SEN o (skip:,0) > (6,0} (60,0) & (63,0
o skip; c,0) — (c,o

2. druhého typu » Ly s Co. C1,0) > C,;C o

—— (Co; C1,0) = (C; C1,07)

sémantika IMP

Véta o pevném . .

=) @ (if tt then ¢, else ¢y, 0) — (cy, 0) (if ff then ¢, else ¢y,0) — (c1,0)

Axiomaticka

sémantika

oo o (b,0) - (b',0)
Kot ® Wi bihenc else ¢,.0) - (if b’ then ¢, else 1, 0)
Sémantika

paralelnich
programi

@ (while b do c, o) + (if b then (c; while b do c) else skip, o)
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Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
$SO0S sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu

Sémanticka ekvivalence vyrazu a prikazu (ll)

@ Pro kazdé k € N, definujeme (induktivng) relaci " C (Com x ¥) x (Com x ¥):
=" = idcomxs
T = Sloes

@ Dale definujeme "= |, +*
@ Aritmetické vyrazy Aexp

aw~a & (YneZ YoeX: (aya) - (no) & (a0) - (n,0))
@ Pravdivostni vyrazy Bexp

def
—

by = by (VteT VYoeX: (by,0)—"(to) & (by,0)"(t0))

@ Ptikazy Com

Co =~ Cf PN (VYo,0" € £ : {cy,0) =" (sKip,0’) — (c1,0)—" (skip,d”))



Sémantiky

mamonien - EKVIV@lence SOS sémantik 1. a 2. typu

jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci

R Lema 13

Indukee k vysce
stromu

:p’e'ac"’“"" 1. Jestlize (a,0) —* (a’,0), pak (a ® ay,0) —»* (a’ © a1,0) a(no a,0) »¥ (no a’,0)
sémantika pro kazdé © € {+, —, *}.
SOS sémantika IMP
1. typu v
sl 2. Jestlize (a, o) —F (a’,0), pak (X := a,0) =K (X = a’,0)
2. druhého typu
- 'y k k
e 3. Jestlize (c,a) —" (¢, 0’), pak(c; c1,0) =" (C’;C1,0").
Véla'opevném

ber) 4. Jestlize (b, a) —* (b’, ), pak (if b then c; else c;, o) —* (if b’ then ¢; else ¢y, o).

Axiomaticka
sémantika o ,
Hoareova logika Dukaz. Indukci ke k.
Korektnost

Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
$SO0S sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu

Ekvivalence SOS sémantik 1. a 2. typu

Lema 14

1. Jestlize (ay ® a1, 0) —* (n,0) kde © € {+, —, +}, pak
(a9 0 ay,0) —' (ng® ai,0) =™ (Ny ® Ny, 0% — (n,a), kde n = ny © ny,
<a0/ 0> HI <n010> a <a110> Hm <n1,0>.
2. Jestlize (X := a, o) —* (skip,d’), pak
(X = a,0) =" (X := n,0) > (skip,a[n/X]), kde o’ = a[n/X] a(a,o) ="' (n,0).
3. Jestlize (co; c1,0) —K (skip,d’), pak
(Co; c1,0) ! (skip; c,0”) — (cy,0”) ™ (skip,o’), kde ,m < k a
(Co,0) ' (skip, a”).
4. Jestlize (if b then ¢, else ¢y, o) —F (skip, 0’), pak plati jedna z nasledujicich
moZnosti:
@ (if b then c; else c;,0) ' (if tt then ¢, else ¢y, 0) — (co, ) —™ (skip,d’), kde
I,m < k a(b,o) —'(tt, o).
@ (if b then ¢, else c;,c) ' (if ff then ¢, else ¢, 0) — (cy,0) " (skip,o’), kde
I,m<k a(b,o) ' (f o).

V




Sémantiky

mamonien - EKVIV@lence SOS sémantik 1. a 2. typu

jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika

Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP Véta 1 5

Operacni
émantik % sz P *
s:osaséma:likalMP o Pro kazdé a,c an platl.' (a,0) > n — (a,0) —"{(n,o)

iﬁs,.,'g,‘?::".';f,;'“’ @ Pro kazdé b a o plati:
Denotaéni (* ) <b, O> N true — <b, Cf> |_)>(- <tt, Cf>

sémantika IMP

:z;aéopevném [+ <b/ (7) — false — <b, g> = <ff, (7>
Axiomaticka © Prokazdéc ao,o plati: {(c,0) >0 < (c,o)—"(skip,d’)

sémantika

Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu



Sémantiky

mamoses  EKViValence SOS sémantik 1. a 2. typu

jazyka

Antonin Kucera

Gvod Dukaz.
Erniees) ad 1. Indukcf ke strukture a.
e @ a =n.Pak(n,0) = na(n,o)~°(n,o) dle definice.

e @ 2= X. Pak (X,0) — o(X) a(X,0) — (a(X), 0) dle definice.
™ @ a=ap + aj. Podle |P. plati
son ot B (a,0) >N < (a,0) " (n,0)

1. typu
S0S sémantika IMP @ {a;, o) —>m — (ai,0) o (n1,0)

2. druhého typu

Denotaéni Déle
sémantika IMP
Véta o pevném (ag + ay,0) > n < (ag,0) > Ngaia;,cy >nkden=ny+n

bodé

Axiomaticka (ap,0) m" {ng, o) a{ay, o) =" (ny,0) kde n =ny + ny (podle I.LP) —

sémantika

Hoareova logika (ag+ay, 0y =" {ng+ar) =" (ng+ny,0) —><{n,oykde n=ny+n; (lema13 (1))

Korektnost

G (ag + a1, 0) =" {(n,o) (podle lematu 14 (1))
Sémantika

paralelnich @ a= do — ai. POdObné
programu
@ a = a, * a;. Podobné.



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
$SO0S sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu

Ekvivalence SOS sémantik 1. a 2. typu

ad 2. Indukci ke struktufe b.

ad 3.
(=)

Indukci k vySce odvozeni (c,o) — ¢’. Uvazime mozné tvary c a pravidlo, které

mohlo byt k odvozeni (c, ) — ¢’ pouZito.

(=)

Indukci ke k pro které (c, o) —* (skip, d’).



Sémantiky
programovacich
jazyka
Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy
Indukce k vysce
stromu

smaciame @ A Aexp — (X — Z)
Operacni
sémantika

S0S sémantika IMP
;Zp:anmumu? [ JGEE BeXp - (Z e T)

2. druhého typu

boce. "o @C:Com— (X—1X)

Axiomaticka

sémantika

Hoareova logika

Ifnrekmost . ] .

o Argumenty funkci A, B, C se pisi do ,sémantickych” zavorek [ |
mant

paralelnich
programu

=} (=) = = = jaro 2023 39/107



Sémantiky
programovacich
jazyka
Antonin Kucera

Uvod

Syntaxe a

sémantika

Odvozovaci

e @ Alnjo —n
Indukce k vysce

stromu

Syntaxe jazyka IMP

ctmaniita @ A[X]o

SOS sémantika IMP
1. typu

SOS sémantika IMP
2. druhého typu

- @ Alap + ai]o = Alagllo + Alai]lo

Véta o pevném
bodé

a(X)

S ® Alap - ai]o = Alao]o - Alar]o
semantia @ Alag+ai]o = Alao]o *» Alai]o
paralelnicl
programu

=] = = = = jaro 2023 401107



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod

o @ B[tt]o = true
Odvozovaci

systémy
Indukce k vysce

:m:nlazykamp o Bl[ff]la = false
Operacni

sémantika

m-“amummp *) B|[a0 = aj ]]o‘ = ﬂl[ao]lo- — ﬂl[a1 ]IO-
2 aranena o

- @ Blag < ailo = Alag]o < Alaq]o

Véta o pevném
bodé

Axiomaticka *) Bl[ not b]]a = ﬂBl[b]IO‘

sémantika
e @ B[byand biJo = B[boJo A B[bi]o
Sémantika

paralelnich
programu

A

@ B[bporbi]lo = Blbollo vV B[bi]o

[m] = = = = jaro 2023 411107



Sémantiky
programovacich
jazyka
Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci

systémy *] Cl[Sklp]]G =0

Syntaxe jazyka IMP
Operaéni @ C[X :=a]o = o[Ala]o/X]
sémantika

SOS sémantika IMP
1. typu

Do @ Clco; cilo = Clc1](Clcolo) = (Cler] o Cleo])o

boce " Clcollo jestlize B[b]o = true
Axiomaticka o Cl[lf b then Co else Cq ]]U =

sémantika

e @ Clwhile b do clo _

paralelnich

programu

Clici]o  jestlize B[b]o = false

(=] 5 = = = jaro 2023 42/107



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu

Uplné éasteéné usporadani (CPO)

Definice 16
Uspofadana mnozina (D,C) je CPO, pokud kazdy nekonecny fetéz
GCdiCdCaz---

prvki z D ma v D suprémum.

Priklady:

@ Kazda koneéna usporadana mnozina je CPO.

@ Kazda mnozina M usporadana identitou je CPO (tzv. diskrétni CPO).
@ Je-li M mnozina, je (2M, <) CPO.

@ Kazdy Uplny svaz je CPO.

@ (X - X%,Q)jeCPO.

@ f C gje-li g ,vice definovana“ nez f.



Sémantiky

marmonir - NlONOtONNI @ spojité funkce

jazyka

Antonin Kucera

Definice 17

Uvod

i Necht (D,C), (E, <) jsou CPO, f: D — E totalni funkce. f je monoténni, jestlize pro
T kazdé a, b € D plati:

ach = f(a)<f(b).

e f je spojita, je-li monoténni a pro kazdy nekoneény fetéz

SOS sémantika IMP

1.typu 000
SOS sémantika IMP aO E a1 E a2 E 33
2. druhého typu

Denotacni Pr Vka V4 D plaﬁ

sémantika IMP

Véta o pevném

bodé

Axiomaticka \/ f(ai) = f ai
sémantika ieN ieN

Hoareova logika

Korektnost
Uplnost
Sémantika Pﬁ k| ad :
paralelnich
programu

@ Kazda funkce z diskrétniho CPO je spojita.
@ Funkce f: N — {0, 1}, kde f(i) = 0 a f(c0) = 1, je monotonni, ale neni spojita.



mamoncer  POStaCUjici podminka spojitosti

jazyka

Antonin Kucera

Uvod Véta 18
:igg::'f:ci Bud M mnozina, f : 2Y — 2M takovd, Ze pro kazdé A C M plati

f(A) = ) f(la)
Operaépi acA
“osummiane  Pak f je spojita funkce na CPO (2M,C).

1.typu

SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Diikaz.

Denotacni
sémantika IMP

vets opevnen @ Monotonie: Necht A C B. Pak
Axlomaticks f(A) = U flal) < U f(tat) = f(B).

Hoareova logika acA aeB
Korektnost

dpinost @ Spojitost: Bud' A; € A, € A3 C A4 --- nekonecny fetéz podmnozin M. Pak

Sémantika

roarami” Uf(Ai) — UUf({a}) = f[UA/’].

ieEN iEIN a€A; ieN



Sémantiky

programovacich Véta o pevném bodé

jazyka

Antonin Kucera

Uvod -

Véta 19

sémantika

Odvozovaci 7t N S Do 2 v
iy Bud' (D,E) CPO majici nejmensi prvek L a I spojita funkce na D. PoloZme
stromu

Syntaxe jazyka IMP H r = ri ( L)
Operacni .
sémantika i€Ng

SOS sémantika IMP

1. ypu Pak ul" je nejmensi pevny bod T

SOS sémantika IMP

2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP Duikaz.

Véta o pevném
bodé

Axiomatcks @ ul je pevny bod I': Pro kazdé i € Ny plati (L) £ I*'(L) (snadno indukci k i,
et pouZzije se monotonie ). Dale

— ren = rijrw| = [JrM'w = | |rw) = wr

programu . A A
i€eNg i€eNg i€eNg



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu

Véta o pevhém bodé (2)

@ .l je nejmensi pevny bod ': Bud' d pevny bod I' (tj. I'(d) = d). Staci ukazat, ze
d je horni zavora mnoziny {I''(L) | i € No}. Pak ul" £ d podle definice supréma.
Indukci k i dokdzeme, Ze (L) C d pro kazdé i € No. Zfejmé (L) = L C d;a
plati-li I''(L) C d, pak také I'*'(_L) C I'(d) = d nebot I je monoténni a d je pevny
bod.



Sémantiky

mmmensen V@@ O pevném bodé. Aplikace.

jazyka

Antonin Kucera

Uvod @ Uvazme nasledujici gramatiku s kofenem A:

R

:{Tg::'f:d A — aA|bAlc

L“.y:’:n“.ﬁ’y“"“ @ Uvazme jazyk generovany touto gramatikou. Tento jazyk zjevné splfiuje rovnici
ot L = al ubl U c

sémantika
sosmamia® @ Na tuto rovnici nelze nahliZet jako na rovnici definitorickou (definice kruhem).
S0S sémantika IMP

2 crneto ypu @ Prava strana rovnice urduje spojitou funkei I : 2/@b.¢" — 2lab.el "kierd pro dany
stmantha IMP jazyk L vracijazyk a.L U b.L U {c}. Jazyk uréeny uvedenou gramatikou nyni
boce " mizeme definovat jako uf.

semamiia @ Plati ul = |J;_o ['(0), kde

ronast @ o) =0

semnika ar') =r) =ic

paralelnici

programu [+ | r2(0)) — r(r1 (@)) — r({C}) - {C, aC/ bC}



Sémantiky

mmmeaier V€ta 0 pevném bodé. Aplikace.

jazyka
Antonin Kucera

@ Uvazme nasledujici gramatiku:

Uvod

3 A — aAlbB|c

i B — bBlaA

Indukce k vysce

srmemvawe @ Jazyky generované neterminaly A a B spliiuiji rovnice
stmantika La = a.la U b.lLg U {c}

T Lg = b.lpg U aly

SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

které uréuji funkci I : 21abcl” x plabel _; plabel x plabel ptedpisem
it M(La,Lg) = (alaUb.lguic), b.lgUa.ls)
Axiomaticka @ Dvojici jazykl ur€enou netermindly A, B Ize nyni definovat jako u[". Plati

sémantika

ul = Ui T'(0,0), kde
i @ ro@,0) = (0,0
perataimion @ r',0) =r,0) = ({c},0)
@ r2(0,0) =r1(r'(@,0)) = r(c},0) = (c ac}, {ac})
(0,0) =

programu
@ rio r(r2(e,0)) = r({c, ac}, {ac}) = ({c, ac, aac, bac}, {ac, bac, ac, aac})

7



Sémantiky

mmmensen V@@ O pevném bodé. Aplikace.

jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Siuzss @ Pomoci véty o pevném bodeé Ize dat pfesny smysl systému rekurzivnich rovnic
‘Odvozovaci
T:::T(Z‘eykvvéce X1 = 01 (X1 Joerey Xm)
stromu
Syntaxe jazyka IMP
Operacni °
émantik
s:osasé:na:likalMP Xm - gm(X1 IRy Xm)
1. typu
Zanmihoyp tak, Ze se z pravych stran (vyrazd g1, ..., gm) vytvori funkce
e MNCyx-+-XxCp—>Cyx--xCp
Véta o pevném . } ) . ) ) 5 )
- kde Cy, ..., Cp, jsou domény objekt(i zastoupenych pomoci proménnych X, ..., Xp,.
Axiomaticka
e @ Pokudjsou gi,...,gm vytvofeny bezpecnym* zpiisobem, je funkce I' vzdy spojita a
G uvedeny systém rovnic definuje m-tici objektd url.
Semantika @ Timto zplsobem Ize zejména dat jasny smysl systému rekurzivné definovanych
paralelnich

FETEIL funkci, tedy definovat denotacni sémantiku funkcionalnich programu.



Sémantiky

maamosen  D@NOtACNi sémantika while cyklu

jazyka

Antonin Kucera

Uvod

gl @ Oznaéme w = whilebdoec.
Odvozovaci

oW @ Plati w ~ if bthen c;w else skip.

Indukee k vysce
stromu

smaciien® @ Proto by mélo platit také C[w] = C[if b then c; w else skip]
Operacni
v @ Tedy

e CWl = 1(0,0') | Blblo = true A (0,0") € Clo; Wl
Denotaéni U { (O-I
(
(

sémantika IMP
Véta o pevném
bode = {(0,0") | Blblo =true A (0,0") € C[w] o C[cl}
T U {(g,0) | Blb]o = false}

Hoareova logika 4

Korektnost

Uplnost

peraiinich @ Tuto rovnost nelze chapat definitoricky, ale Ize na ni nahlizet jako na ,navod*, jak

programu v s

pro danou aproximaci C[w] spocitat ,lepsi“ aproximaci.



Sémantiky

maamosen  D@NOtAcNi sémantika while cyklu (2)

jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika

Odvozovaci @ Definujeme funkci I : (X — ¥) - (X — X) predpisem
e [¢) = {(6,0") | Blblo=true A (5,0") € ¢ o CLcl)
Operai;pki U {((7, (7) | B[b]]a = false}

2. druhého typu ?

S @ I je totalni a spojita funkce na CPO (X — %, <), nebot
sémantika IMP

s, re) = |J o

7
Axiomaticka (0,0")ep
sémantika

Hoareova logika a IZe tedy aplikovat VétU 18-

o @ C[w] by mélo byt pevnym bodem funkce T, tj. [(C[w]) = C[w].

paralelnich
programu



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu

Denotacni sémantika while cyklu (3)

@ [ mlze mit vice pevnych bod(; ma-li véak C[w] odpovidat intuitivnimu vyznamu
while cyklu, je tfeba definovat

Clw]l = ur
Nejmensi pevny bod I existuje podle véty 19 a vypada takto:

ul = Ur’((z))

i€Ng

@ Pozorovani: (o,0") € T'(0) pravé kdyz while b do ¢ aktivovany ve stavu ¢ skongi
po nejvySe i — 1 iteracich ve stavu o’.



Sémantiky

maemancn - D@NOtACNi sémantika while cyklu — priklady

jazyka

Antonin Kucera

ﬂsvy:im @ while X <1do X :=X+1

Indukce k vice e = {(o0)o(X)>

0) = '@ u{(o,olz/XDMX): K

sémantika 3(0 _ r2((z) U{(o,0[2/X]) | o(X) = 0}
0) = @) Ui(o,0[2/X]) | 0(X) = -1}

stromu
Syntaxe jazyka IMP

|

SOS sémantika IMP
1. typu

4

SOS sémantika IMP
2. druhého typu

—

~— — ~—~ ~—
Il

)
)
)

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Aiomatiokd Obecné () = I'(0) U {(0,0[2/X]) | 6(X) = 2~ i} pro kazdé i > 1.

sémantika

Hoareova logika @ while ttdo X := X +1

Korektnost
Uplnost

Sémantika rO ((D) - @
roarami” r'ey = 0
V tomto piipadé tedy ul = °(0) = 0.



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy
Indukce k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP @ while ffdo X := X + 1
Operacni

ssé::::t:umm ro(w) = (Z)

1. typu

Ls,&;s-q“m;k.mp F1 (@) = {(O', O') I o€ Z}
. mhstlul pu 2 -
s @) = {(oo)loex
V tomto pfipadé tedy ul = ' (0).
Axiomaticka
sémantika
Sémantika

paralelnich
programu

[m] = = = = jaro 2023 55/107



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu

Ekvivalence operacni a denotacni sémantiky

Véta 20

@ Pro kazdé a, o anplati: (a,c) > n < Ala]o =n
@ Prokazdéb,o at plati: (b,0) >t < B[bl]o =t
@ Pro kaZdé c ao,o’ plati: (c,o) - o < C[clo =0

Dlikaz. 1.a 2. indukci ke struktufe a a b.

ad 3., ,=" Indukci k vySce odvozeni (c,c) — ¢’. Uvazime mozné tvary c.

@ (skip, o) — o. Plati C[skip]o = o podle definice.

@ c = X := a. Pak kofen (X := a,0) — ¢’ ma naslednika (a, o) — n a plati
o’ = o[n/X]. Podle 1. A[a]lo = na C[X := aJo = a[n/X] dle definice.

@ c = ¢y, ¢1. Pak kofen (cg; ¢1,0) — ¢’ ma nasledniky (cq,0) — ¢” a{cy,0”) — o’.
Podle I.P. C[collo = ¢ a C[lci]o” = ¢’, proto (0,0”) € C[c1] o Clco] = Clco; ¢1]-



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera
Uvod
Syntaxe a
sémantika

systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu

Ekvivalence operacni a denotacni sémantiky (2)

@ c = if b then ¢ else cy. Pak kofen (if b then ¢, else ¢y,0) — ¢’ méa bud
nésledniky (b, o) — true a (cy, ) — ¢’, nebo (b, o) — false a (¢y,0) — ¢’. V prvém
ptipadé B[b]o = true a C[[cp]o = ¢’ (podle I.P. a 2.), tedy
(0,0”) € C[if b then ¢, else c1] podle definice. Druhy pfipad se dokaze podobné.

@ ¢ = while b do c. Pak kofen (while b do ¢,0) — ¢’ ma bud

@ jediného naslednika (b, o) — false a plati ¢’ = 0. Pak B[b]o = false podle 2.,
proto (0,0) € I'(0) C url;

@ nebo tfi nasledniky (b, ¢) — true, (c,c) — ¢” a (while b do c,¢”) — ¢’. Pak
B[b]o = true podle 2. a (g,¢”") € C[c], (¢”,0") € Cl[while b do c] podle I.P.
Podle definice ul existuje k € IN, takové, ze (c”,0") € I¥(0). Déle podle
definice I dostavame, ze (o,0’) € I*+1(0), tedy (o,0") € ur.



Sémantiky

mamoncer  EKViValence operacni a denotacni sémantiky (3)

jazyka

Antonin Kucera

Uvod “

<“ Indukci ke strukture c.

Syntaxe a »
sémantika

Odvozovaci

e viiee @ ¢ = skip. Plati C[skip]o = ¢ a (skip, o) — ¢ podle definice.
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni @ c = X := a. Plati C[X := aJo = d[n/X] kde A[aJo = n. Podle 1. (a,d) — n, proto
s:(;nsas::vl!::likalMP <X = a, G> - G[n/X]

1. typu

SOS sémantika IMP

2 drunéno yp @ c = cp; ¢1. Jestlize (0,0”) € C[[co; ¢1] = Clci] o Clcol, existuje o” takové, zZe

D ¢ni s

sémantika INP (0,0") € Cl[co] @ (0”,0") € C[cq]. Podle I.P. plati (co, o) — ¢” a{cy,0”) — o, tedy
:gd?mném <Co; C1,G> — o',

Axiomaticka
sémantika

— @ c = if b then ¢ else c;. Jestlize (0,0") € C[if b then ¢, else c¢], jsou dvé moznosti:

inost @ B[bJo = true a (0,0") € C[co]. Podle 2. a I.P. plati (b, ) — true a (co, o) — o,
el proto (if b then ¢, else ¢y,0) — ¢'.
programu

@ Druha moznost se overi podobné.



mamoncer  EKViValence operacni a denotacni sémantiky (4)

jazyka

Antonin Kucera

Uvod

o @ ¢ = while b do c. Jestlize (0,0") € C[while b do c] = ul, existuje k € N, takové,
indukce k visce Ze (0,0") € TK(0). Indukci ke k dokazeme, ze jestlize (0,0") € T¥(0), pak

Syntaxe jazyka IMP <Whi|e b dO C, O> — 0.

°"m k =0. Jelikoz (g,0") ¢ I°(0) = 0, dokazovana implikace plati.

%éér'}:éémh:nm.w Indukéni krok:  Necht tedy (o, ¢”) € T*(0). Podle definice I jsou dvé& moZnosti:
Denotatnl @ B[b]o = true a (0,0’) € IX(0) o C[c]. Podle 2. (b, o) — true. Navic existuje ¢”’
Vet apunam takové, Ze (0,0”) € C[c] a (¢”,0") € (D). Podle I.P. (c,0) — ¢ a

o (while b do c,¢”) — ¢’, tedy (while b do ¢,0) — ¢’.

sémantika

Hoarooms koghe @ B[b]o = false a ¢ = ¢’. Pak (b, o) — false podle 2., proto

Upinost (while b do ¢,0) — o.

Sémantika

paralelnich
programu



Sémantiky

moamocien  AXiOMaticka sémantika IMP

jazyka

Antonin Kucera

e @ Cilem je definovat odvozovaci systém pro trojice tvaru

Syntaxe a

sémantika { A } c { B}

cnvite kde c € Com a A, B jsou ,tvrzeni“. {A} c¢ (B} fika, ze pro kazdy stav o € *

stromu

Syntaxe jazyke WP plati nasleduijici: Jestlize o |= A, pak pokud ¢ spustény ve stavu o skonCi ve stavu
SRR o', plati o’ |= B.

SOS sémantika IMP . i . . ) l - l
R @ {A} c (B} jetedy tvrzeni o Castecné korektnosti programu c; nefika nic

2. drahého typu o tom, co plati, jestlize ¢ ve stavu ¢ neskonci.

Denotacni

semantika IMP @ Plati tedy napf. {true} while tt do skip {false}

Véta o pevném
bodé
Axiomaticka
sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu



Sémantiky

mgemoneen  AXiOMaticka sémantika IMP (2)

jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika

Odvozovaci
systémy

D @ Pro zjednoduseni notace zavedeme specialni ,stav” L:

stromu

Syntaxe jazyka IMP @ = > U {J_}

o'peraéfu' , .

Swwaw W Dale zavedeme funkciC, : Com — (X — I.):
1. typu

$OS sémantica P e C,[clo =C[c]o prokazdé c e Comao € ¥, kde C[c]o je definovano;

2. druhého typu

Denotacy o CicJlo=1L pro kazdé c € Com a ¢ € ¥, kde C[c]o je nedefinovano.

sémantika IMP

A""I"p“: @ Vyznam {A} c¢ {B} pak lze vyjadfit takto:
emeoe g A} ¢ {(B) — VoeXr: oA = CiclokB

Sémantika
paralelnich
programu



Sémantiky

momencer - SYNtaxe a sémantika tvrzeni o programech

jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
P @ Bud IntVar = {i,j, k, ...} spotetna mnozZina celociselnych proménnych.
systém:
Inydukceykvy'éce
stromu

@ Rozsirené aritmetické vyrazy Aexpv

Syntaxe jazyka IMP
Operacni
sémantika e . _
SOS sémantika IMP a == n| X | i]a+ai | a—ai | a*ay
1. typu

S0S sémantika IMP R

BT kde n € Num, X € Var a i € IntVar.

Denotacni

sémantika IMP

Véta o pevném @ Tvrzeni o programech (,assertions*) Assn

bodé

Axiomaticka

s:’mantikla - A = true | false | ap=aj | ap<aq | Ao/\A-] | AOVA1 | -A | Vi.A | i.A
loareova logika

Korektnost

Uplnost kde dap, a1 € Aexpv a i€ IntVar.

Sémantika

paralelnich

FEJE @ Interpretace je funkce I : IntVar — Z. Mnozinu vS§ech interpretaci znacime 7.



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu

Syntaxe a sémantika tvrzeni o programech (2)

@ Definujeme funkci & : Aexpv — (I — (X — Z))
@ &[n]lo =n
@ §[X]lo = o(X)
a g[iflo = I(i)
@ Elap + ai]lo = E[aplllc + E[ai]lo  (podobné pro ,—“ a )



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu

Syntaxe a sémantika tvrzeni o programech (3)

@ A je spInéno ve stavu o € ¥, za interpretace | € 7 (psano o =' A)

1E'A

o E! true
o' ay = a4
o= ap < a
o ' Ag A Ay
o' Ag v Ay
o=-A

o E='ViA
okE='3iA

pro kazdé A € Assn; je-lio # L, uplatnime néasledujici pravidla:

111y tnt

Ela]lo = E[as]lo
Elao]lo < Elailo

o= Ay A o = A

o= Ay vV o = A

gl A

cE=TTA prokazdé ne Z
o =M1 A pronéjaké ne Z

@ A < Assn je platné, psano |= A, pokud ¢ =/ A prokazdéce > ale T.



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy
Indukce k vysce
stromu
Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni
sémantika IMP

Véta o pevném
bodé

Syntaxe a sémantika tvrzeni o programech (4)

Lema 21

@ Pro kaZdé a € Aexp, o € X al € I plati Ala]o = &[a]lo.
@ Pro kazdé b € Bexp a o € X plati

@ B[bJo=true < oE'b

@ B[bJo=false < o}'b

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu

Dlkaz. Strukturaini indukci.



masmoscen  TVFZENI O Castecné korektnosti programu

jazyka

Antonin Kucera

Uvod

o0 @ Tvrzeni o Castecné korektnosti programu ¢ € Com je trojice tvaru
Odvozovaci

. (A} c {B}

stromu

Syntaxe jazyka IMP kde A, B € Assn.

Operacni

émantik:

S:OSaséma:likalMP ° 9 ':’ {A} C {B} — ((7 |:I A — CJ—HCHG |:I B)

1. typu

daminonm @ ={AJc{B)] = VoexX Vlel:olE'|A)c|(B)
Denotacni
sémantika IMP

Véta o pevném
bodé

@ Tvrzeni {A} c {B} pro které plati = {A} ¢ {B} nazyvame platné.

Axiomaticka @ Prikl ady .

sémantika

e BEX>1Y:=X+2{Y>3)

Uplnost

B— BE{i=XAj=Y}Z:=X+Y+5{(Z<i+j+100}

paralelnich

program @ & {X>7) while X>3do X := X — 1 {X>1)



Sémantiky

mgemancn  HOAretv odvozovaci systém

jazyka

Antonin Kucera

usvo? @ Axiom pro skip: {A} skip {A}

g;}::";;:c-' @ Axiom pro pfifazeni: {B[a/X]} X := a {B}
ammemane @ Pravidlo pro sekvenéni kompozici:
ctmantica {Alco {C}  {Clci{B}
‘SﬂjpsuémanlikalMP { A} Co; C {B}

swnmwe @ Pravidlo pro vétveni:

Denotaéni

s;éfnantikaélMP {A A b} CO {B} {A A _|b} C1 {B}
bods {A} if b then ¢, else ¢ {B}
:EE:EE-:&E:; @ Pravidlo pro cyklus:

o (Anb|clA)

semnika {A} while b do ¢ {A A —=b}

paralelnicl

programi @ Pravidlo disledku:

EA=A) {Alc{B]} E(B' = B)
{A} ¢ {B}




Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu

Hoarelv odvozovaci systém (2)

@ Tvrzeni {A} ¢ {B} je dokazatelné, psano + {A} c {B}, je-li dokazatelné v Hoarové
odvozovacim systému.

@ Tvrzeni A pro které plati = {A A b} ¢ {A} se nazyva invariant cyklu while b do c.

Priklad: + {X=5}if X =5then Y := X -2else X := Y + 5 {X=5)}

= (X=5AX=5)= X=5 (X=5] Y:=X-2 (X=5)

= X=5= X=5

° IX=BAX=5] Y =X-2 (X=5)
°
E(X=BA-X=5)=Y+5=5 (Y+5=5 X:=Y+5 [X=5 | X=5=X=5
(X=BA-X=5] X =Y+5 (X=5]
o _X=BAX=5) Y:=X-2 (X=5) (X=5A-X=5} X:=Y+5 {X=5}

{X=5}

if X=5thenY :=X-2else X =Y +5

{X=5}



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy

Indukce k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
$S0S sémantika IMP
1. typu
$SO0S sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni
sémantika IMP
Véta o pevném
bodé
Axiomaticka
sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost
Sémantika

paralelnich
programu

Hoareuv odvozovaci systém (3)

Priklad:
F{X+Y=iA Z=j} while X<0do (X := X+1;,Y :=Y-1),Z:=Z-(X+Y) {Z = j-i}

([Z-(XH1+Y-1) = =i} X:=X+1 (Z-(X+Y-1)=j-i} ([Z-(X+Y-1)=j-i} Y:=Y-1 (Z-(X+Y)=j-i}

a= NZ-(XH1+Y-1)=j-i} X:=X+1;,Y:=Y-1 {Z-(X+Y)=j-i}

E (Z-(X+Y) = j-i AX<0) = (Z~(X+1+Y-1) = j-I) a | (Z-(X+Y) = j-i) = (Z-(X+Y) = j-i)
[Z-(X1Y) = j5i AX<0) X:=X+1;Y := Y1 (Z-(X+Y) = j-i]

p= {Z-(X+Y)=j-i} while X<0do X :=X+1,Y :=Y-1 {Z-(X+Y) = j-iA-X<0}

E(X+Y=iAZ=))= Z-(X+Y) =j-i B | (Z=(X+Y) = j—i A =X<0) = Z~(X+Y) = j—i

y= {(X+Y=inZ=j} while X<0do X := X+1;Y :=Y-1 {Z-(X+Y)=j-i}

y Z=(X+Y) = j—i} Z:=Z-(X+Y) {Z=j-i)

{(X+Y=inZ=j} while X<0do (X :=X+1;Y :=Y-1),Z:=Z-(X+Y) {Z=]-I}



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod

Syntaxe a

'sémantika

Odvozovaci

systémy

Indukce k vysce

stromu

smaeiame  Dokazte nasledujici tvrzeni o Caste¢né korektnosti:
Operacni

sémantika @ {X=3} while X=3do Y := X+1 {2=3}
SOS sémantika IMP

1. typu

SO sémantika IMP o {X27} while X>3do X .= X -1 {X21}

2. druhého typu

Denotacni @ (X=4 A Y=2}while X>3do X :=X—-1;Y =Y +1{Y>0}
® {X=4 A Y=2} while X>3do X :=X—1;Y:=Y +1{Y>3)

Véta o pevném
bodé

Axiomaticka
sémantika

Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programi

o &5 = = = jaro 2023 701107



Sémantiky

mamonien  KOF@ktnost Hoareova odvozovaciho systému

jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika

Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP Lema 22
Operaépi
weummame  Necht | € T, X € Var, ap, a; € Aexpv, a € Aexp a B € Assn. Pak pro kazdé o € ¥ plati:

ssmmiawe @ S 2012, /X[l = E[ao]lo[E[as]lo/X]
wmmiame @ o=/ Bla/X] < o|Alalo/X]E' B

Véta o pevném

bodé

Axiomaticka Dikaz. Indukci ke struktufe ag, resp. B.

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera
Uvod
Syntaxe a
sémantika

systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu

Korektnost Hoareova odvozovaciho systému (2)

Véta 23 (o korektnosti)
Jestlize v {A} ¢ {B}, pak = {A} c {B}.

Dukaz. Indukci k vy$ce odvozovaciho stromu pro {A} ¢ {B}.
Uvazime, jaké pravidlo bylo pouzito pro odvozeni kofene:

@ Axiom pro skip. Pak je kofen tvaru {A} skip {A}. Toto tvrzeni je zjevné platné.

@ Axiom pro X := a. Pak je kofen tvaru {B[a/X]} X .= a {B}. Necht le T ac e X.
Podle lematu 22 plati o =/ Bla/X] <= o[A[a]o/X] ' B. Jelikoz
a[Ala]e/X] = C[X := a]o, dostavame

ocE'Bla/X] = C[X:=aJokE'B,
tedy = {Bla/X]} X := a {B}.



mamoncier - KOrektnost Hoareova odvozovaciho systému (3)

jazyka

Antonin Kucera
Uvod

Syntaxe a
sémantika

e vgace @ Pravidlo pro sekvencni kompozici. Pak je kofen tvaru {A} cy; ¢y {B} a ma

o P nasledniky {A} co {C} a {C} ¢y {B}, coz jsou podle I.P. platna tvrzeni. Necht / € I a
Operaéni o € Y. Pfedpokladejme, Ze ¢ |=' A. Plati C. [co]lo =' C (nebot |= {A} ¢y (C)) a
ssé(;nsas::::likalMP CJ_IIC1]](CJ_IICO]]G) ':I B, prOtOEe IZ {C} C1 {B} a CJ_IICO]]G ':I C. Tedy ': {A} Co; C1 {B}
ameeom @ Pravidlo pro vétveni. Pak kofen {A} if b then ¢, else ¢; {B} ma nasledniky

Dt P {A ADb}co{B}a{A A-b}c {B}, cozjsou podle I.P. platna tvrzeni. Necht | € T a
Véta o pevném o € ¥. Pfedpokladejme, 2e o =' A. Déle bud ¢ =/ b, nebo ¢ =/ =b. V prvém
Axiomaticka pfipadé o =/ A A b, tedy C.[[co]o ' B, nebot = {A A b} ¢ {B}. V druhém pFipadé
e o o =" A A =b, tedy C,[ci]o =' B. Celkem [= {A} if b then ¢, else c; {B} (uzitim
rr—— lematu 21).

Sémantika
paralelnich
programu



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera
Uvod
Syntaxe a
sémantika

systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu

Korektnost Hoareova odvozovaciho systému (4)

@ Pravidlo pro cyklus. Pak koten {A} while b do ¢ {A A —=b} m& naslednika

{A A b} c {A}, ktery je podle I.P. platnym tvrzenim. Necht e 7 ac € ¥.
Potfebujeme ukazat, ze

cE'A = C.[whilebdoc]o ' AA-b

Méjme tedy o a | takové, ze o =/ A. Oznatme o’ = C,[while b do c]o. Pokud
o’ = L, jsme hotovi. Jinak o’ = C[while b do c]o (podle definice C, ), proto
(0,0") € TJ(0) pro néjaké j € Ny (jelikoz C[while b do c] = [J;7, '(0)). K tomu, ze
o’ = A A —b, stadi ukdzat, Ze pro kazdé j € Ny plati
D(j) = Voo exrVlel: ((o,0)el@ArcEA) = odEAA-D

Indukci vzhledem k ;.



Sémantiky

~mmoner  KOrektnost Hoareova odvozovaciho systému (5)

jazyka
Antonin Kucera

Uvod

@j=0. Jelikoz °(0) = 0, neplati antecedent dokazované implikace.

Syntaxe a
sémantika

Sy @ Indukeni krok:  Predpokladejme, ze D(j) plati. Dokazeme, Ze plati D(j + 1).
o Necht tedy (0,0") € /*1(0) a o |=' A. Podle definice I jsou dv& moznosti:
Operaéni o B[blo = true a (0,0") € () o C[c]. Pak o =" b (uzitim lematu 21), tedy
208 séeartn P o =" A A b. Déle existuje o” takové, Ze (0,0”) € C[[c] a (0”,0") € [/(0).
gﬁsr::;:r;(y;lw Jelikoz E{AADb}c{A}, platl' a” ':’ A. Nyni pOdle D(]) dostavame

Denotacni G/ ':I A A _'ba tedy D(I + 1) plaﬁ

privi—y o Blblo - false a o’ 0. Plati o |=' ~b atedy o |=' A A ~b, co2 bylo
Axiomaticka dOkéZat

sémantika

o @ Pravidlo disledku.  Pak koten {A} ¢ {B} ma nasledniky |= (A = A’), {A’} ¢ {B'} a
N k= (B’ = B). Podle I.P. je {A’} ¢ {B’} platné tvrzeni. Necht | € 7 a ¢ € ¥. Jestlize

paralelnich o A, plati také o = A, proto C, [c]o ' B" atudiziC, [c]o ' B.

programu



Sémantiky

programovacich Nejslabél’ Vstu pnl’ pOdmin ka

jazyka

Antonin Kucera

@ Necht ¢ € Com, B € Assn a | € 7. Nejslabsi vstupni podminka pro B vzhledem k ¢

Uvod

symwes a I, oznatovana wp'[c, B], je definovana takto:

wpllc,B] = {oeX | C.lclo E' B}

Is'f'};.k:kmp @ Zavedeme znateni Al ={oeX | o ' A

chmantia @ Dané A e Assn vyjadiuje nejslabsi vstupni podminku pro B a c, pokud pro kazdé
A | € I plati A’ = wp'[c, B].

S0S sémantika IMP

2.druhet\D’lvPU @ Plati |:’ {Alc{B} < Al - Wp’I[C, B]]
Denotaéni

sémantika IMP

P — @ Predpokladejme, ze Ay € Assn vyjadfuje nejslabsi vstupni podminku pro B a c.
o Pak vy$e uvedenou ekvivalenci Ize prepsat na

Axiomaticka
sémantika

e HiAlciBl e A'cAl = E (A= A)

Uplnost

Sémantika coz plati pro libovolné I, tedy = {A} ¢ (B} < E (A = Ap) (odtud privlastek

paralelnich

programu ,,nejslabéll“).



Sémantiky

mrmeace - NEjSIALSI VStupni podminka (2)

jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

ammeiene @ Uplnost Hoareova odvozovaciho systému dokazeme ve dvou krocich:

stmantika @ Pro kazdé c € Com a B € Assn existuje A[c, B] € Assn, které vyjadfuje
SOS sémantika IMP

1. typu nejslabsi vstupni podminku pro B a c.

SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

@ Pro kazdé c € Com a B € Assn plati - {A[c, B]} ¢ {B}.
sémantika IMP

P — Pokud = {A} ¢ {B}, plati = (A = A[c, B]), a jelikoz + {A[c, B]} ¢ {B}, dostavame
- {A} ¢ (B} uzitim pravidla dusledku.

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu



Sémantiky

mrmencr - NEjSlab$i vstupni podminka. Priklady.

jazyka

Antonin Kucera

Uvod

Symazea @ wp'[skip, false] = 0. Vyjadtitelné jako false.
S

Indukce k vysce

o @ Obecné wp'[skip, B] = B

Operacni

sémantika . . s g s

wosummane @ Wp/[while true do skip, true] = X. Vyjadfitelné jako true.
D;nolaél?l'IMP @ wp'[while true do skip, false] = ¥. Vyjadfitelné jako true.
sémantika

Véta o pevném
bodé

Axiomaticka o WpIIIX = 2, Y = 4, X = 3]] = @

sémantika

o @ Wp'l[X =X+1;,Y:=Y-1,X=83AY=6] = {oeX|aX)=2A0a(Y)=7).
Sémantika

paralelnich Vyjadfitelné jako X =2 A Y =7.

programu

@ wpl[X:=Y,i=X] = {oeX | a(Y)=I(i)}. Vyjadfitelnéjako Y = I.



maemessn GOAellvV predikat

jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci

aystarny @ Definujeme 4-arni predikat g na nezapornych celych Cislech pfedpisem

:;:::eiazykalmp ‘B(a, b, i,X) — X=a mod (1 + b(1 + I))

Operaéni ) . , , , v, > .
i @ Bud S nekone&né posloupnost nezapornych celych &isel, a, b € N,. Rekneme, Ze
Tt S spliiuje B (pro dané a a b), jestlize pro kazdé i € Ny plati p(a, b, i, S(i)).

SOS sémantika IMP
2. druhého typu

S @ Pro kazdé a, b € INy existuje jedina posloupnost splfiujici ; tou je posloupnost S,
sémantika IMP dand predpisem S, (i) = a mod (14 b(1 +1)).

Véta o pevném
bodé

@ Predikat § je vyjadfitelny v Assn, nebot x = a mod b Ize napsat jako

Axiomaticka
sémantika

Hoareova logika a> 0 A\ b > 0 A

Korektnost

Sﬂplnosl dk: (k=0 A ksb<a A (k+1)xb>a A x=a- (kb))
émantika

paralelnich
programu



ooz GOAellvV predikat 8 (2)

jazyka

Antonin Kucera

Véta 24

Uvod . , , , v . .,
symarea Pro kaZdou konecnou posloupnost ny, - - -, nx nezapornych celych Cisel existuji
oovzouc n,m € INg takova, Ze nj = S, m(j) pro kazdé 0 < j < k. To znamena, Ze pro kaZzdé
Indukce k isoe 0 <j<k platip(n,m,j,x) & x =n,.
Syntaxe jazyka IMP
Bl Dukaz. (osnova)
SOS sémantika IMP ~ .,
Lo @ Necht m = (max{k, ng,---, ng})!. Cisla
S0S sémantika IMP
2. druhého typu . .
Denotaéni pi = 1 + m(1 + ’)’ O <I< k
sémantika IMP . L. . , . .
Vétao peunéim jsou navzajem nesoudelna a n; < p; pro kazdé 0 < i < k.
Axlomaticka @ Déle pro kazdé 0 < i < k definujeme c;=pg----- px/pi- Nyni pro kazdé 0 < i < k
Hoaoalegla existuje pfesné jedno d;, 0 < d; < p;, takové, ze (¢; - d;) mod p; =1
s @ Definujeme
Sémantika

lelnich
g n=Yk,cd-n

Pro kazdé 0 <i < k platin; = n mod pj, coz je tvrzeni véty.



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotaéni
sémantika IMP
Véta o pevném
bodé
Axiomaticka
sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost
Sémantika

paralelnich
programu

Rozsireny predikat g*

@ Cilem je vytvofit prostredek pro kédovani konecnych posloupnosti hodnot
proménnych jazyka IMP, tj. koneénych posloupnosti celych Cisel.

@ Cela Cisla Ize sefadit do posloupnosti 0,0,1,-1,2,-2,3,-3,---. Kazdé celé ¢islo je
pak ,kédovano“ pozici v této posloupnosti, coz je nezaporné celé Cislo (0 ma
dokonce dva kédy, 0 a 1).

@ Definujeme binarni predikat F(x, y) (,x je kddem y*“) na celych &islech prfedpisem
F(x,y) & x>0AVz: (x=2+z =2 y=2)A(x=2+z+1 = y=-2)

@ Nyni Ize definovat 4-arni predikat g na celych Cislech (vyjadfitelny v Assn)
predpisem

gE(n,m,jy) < 3IAx: Bn,mjx) A F(xy)

@ Analogicky jako pro f definujeme posloupnost spinujici f* a posloupnost S;; .,
ktera je jedinou posloupnosti spliujici 3* (pro dané n, m € INp).



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika

Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni
sémantika IMP
Véta o pevném
bodé
Axiomaticka
sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost
Sémantika

paralelnich
programu

Rozsireny predikat 5= (2)

Véta 25

Pro kazdou konec¢nou posloupnost ny, - - -, nk celych Cisel existuji n,m € Ny takova, Ze
nj = S8; (J) pro kazdé 0 < j < k. To znamena, Ze pro kaZzde 0 < | < k plati
p=(n,m,j,x) & x=n;.




Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika

Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni
sémantika IMP
Véta o pevném
bodé
Axiomaticka
sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost
Sémantika

paralelnich
programu

Priklad uziti predikatu p*

@ Lzev Assnvyjadiit X >0 A Y =XI7?

@ ,Zakodujeme” posloupnost 1,1,2,6,24,--- , X!

@ay=Xl!

@3S: S(O0)=1 A Y:1<l<X = (S()=S8(-1)+0)

@ 3S: S(0)=1

AV 1<0<X = (Yu,v:

A Y =8(X)

@ dndm: B=(n,m,0,1)
AN V1< X =
A BE(n,m, X,Y)

(Yu,v:p=(n,m, €, u) A p=(n,m,£-1,v)

A Y =8(X)

u=3S8{) AN v=S8({-1) = u=vx)

= U=Vx()



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika

Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni
sémantika IMP
Véta o pevném
bodé
Axiomaticka
sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost
Sémantika

paralelnich
programu

Vyjadritelnost nejslabsi vstupni podminky v Assn

Véta 26

Pro kazdé c € Com a B € Assh existuje A[c, B] € Assn takové, Ze pro kazdé | € T
plati A[c, B]' = wp'[c, B].

Dikaz. Je dobré si znovu uvédomit, ze
Alc,Bl' =wp'[c,B] & VYoex:(ck'Alc,B] = C.[cloE'B).

Dlkaz je veden indukci ke strukture c.
@ c = skip. Staci polozit A[skip, B] = B. Pro kazdé | € I a o € ¥ plati

o € wp'[skip, B]

> C.[skip]o='B

— oE'B

«— o A[skip, B].



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera
Uvod
Syntaxe a
sémantika

systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni
sémantika IMP
Véta o pevném
bodé
Axiomaticka
sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost
Sémantika

paralelnich
programu

Vyjadritelnost nejslabsi vstupni podminky v Assn (2)

@c=X:=a.
0EWp
—
—
—

@ C =0 Cy.

oEWp

11101

Definujeme A[X := a,B] = Bla/X]. Pak pro kazdé | € 7 a o € ¥ plati

X := a,B]
o[Alalo/X] =' B
o =/ Bla/X] (uzitim lematu 22)
o = A[X = a, B].

Definujeme A[co; ¢1, B] = Alco, Alct, B]]. Pro kazdé | € 7 a o € ¥ plati
’|[Co; c1,B]
C.lco;ci]lo ' B
Clcolo =" Aleq, B] (podle 1.P)
o = Alco, Alcy, Bl (podle I.P)
o = Alco; ¢1, B].



weermoseen VY jAdFitelnost nejslabsi vstupni podminky v Assn (3)

jazyka
Antonin Kucera
Uvod
Syntaxe a
sémantika
R @ c = if b then ¢; else ¢y. Definujeme

Indukee k vysce

Syomy A[if b then ¢, else ¢y, B] = (b A A[co, B]) V (=b A Alcy, B]). Pak pro kazdé | € 1 a

Syntaxe jazyka IMP

operacni o €% plati
s;%:s}:::nka e o€ WpIII c, B]]
?‘L?ﬁ.?&i".‘;ﬁ“u'"" CLI[C]] o IZI B
(B[b] = true A C,[collo ' B) v (B[b] = false A C_.[ci]o ' B)
(0 =' b Ao ' Alce, B]) V (0 E' =b Ao ! A[cy, B]) podie I.P.

o = (b A Alco, BI) V (=b A Afcy, B]) & o E' Alc, BI.

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

1111

Sémantika
paralelnich
programu



Sémantiky

ooz \VYjadFitelnost nejslabsi vstupni podminky v Assn (4)

jazyka

Anoninkucers @ ¢ = while b do ¢y. Plati o € wp'[while b do ¢, B] <
g};::k: Yk VGO,"',(FKEZ :
S (0=00 A Vi(0<i<k) :(oi= b A Clcoloi =0is1)) = ok ='bVB

Indukee k vysce

stromu ( -1 )

Syntaxe jazyka IMP

Operachi Staci tedy vySe uvedené tvrzeni ,prelozit“ do Assn. Necht Xy, ..., X;_1 jsou

sémantika

SOS sémantia IMP v8echny proménné, které se vyskytuji v b, co a B. Symbolem s oznacime (-tici

1.typu

SOS sémantia NP celoc¢iselnych proménnych s(0),...,s(¢ —1). Nyni Ize (1) pfepsat na

2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP vk Vgo, tty gk :

bods (G IZI )—( _ §O A

semantia

Vi(0 <i<k) : (H b[E/X] A E' (Alco, X = §iv1 A ~Alco, false])[8/X]))
Sémlar:ti!(ah = ':I (b \Y B)[gk/)_(]

paralelnicl
programu

Tuto formuli I1ze déle prepsat na vyraz Assn pomoci predikatu * nésledujicim
zpusobem:



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika

Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni
sémantika IMP
Véta o pevném
bodé
Axiomaticka
sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost
Sémantika

paralelnich
programu

Vyjadritelnost nejslabsi vstupni podminky v Assn (5)

@ Retéz Vs, -, 8 prepieme na Vn, m.

@ o ' X = & prepiseme na /\f;:) g=(n,m,j, X;).

@ ' b[8i/X] prepiseme na Vuo, ..., et : AL f*(n, m,j, u;) = b[ii/X].

@ =/ (Afco, X = G411 A —A[co, false])[8/X] prepiseme na
VUO, oo, Up—q, Vo, e, Vet (/\f;g) ﬁi(n, m, Cxi +j, Uj) A ﬁi(n, m, f*(H—1 ) “!‘j/ V])) =
(AIIC(),X = §,‘+1]][\_/)/§,'+1] A ﬁA[[Co,faIse]])[U/X].

@ = (b Vv B)[8c/X] pfepiseme na
YU, ..., Ur— : AjZg f=(n, m, (£xk) +j,u)) = (b v B)[d/X].



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera
Uvod
Syntaxe a
sémantika

systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni
sémantika IMP
Véta o pevném
bodé
Axiomaticka
sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost
Sémantika

paralelnich
programu

Uplnost Hoareova odvozovaciho systému

Véta 27
Necht c € Com a B € Assn. Pak + {A[c, B]} c{Bj}.

Dukaz. Indukci ke struktufe ¢ (vyuZzijeme poznatk( z dikazu véty 26).

@ c =skip. Pak A[skip, B] = B, tedy + {A[skip, B]} skip {B} uzitim axiomu pro
skip.

@ c=X:=a. PakA[X:=a,B] =B[a/X],tedy + {A[X := a,B]} X := a{B} uzitim
axiomu pro prifazeni.

@ c=cCy;ci. Pak Afco; ¢, B] = Allco, Allcq, B]]- Podle I.P. + {A[cy, B]} c1 {B} a

F {A[co, Allct, B} co {Allcq, B]}. Podle pravidla pro sekvenéni kompozici
+ {Allco, Allct, BIT} co; c1 {B}.



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera
Uvod
Syntaxe a
sémantika

systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni
sémantika IMP
Véta o pevném
bodé
Axiomaticka
sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost
Sémantika

paralelnich
programu

Uplnost Hoareova odvozovaciho systému (2)

@ c=if bthencyelse ci. Pak Afc,B] = (b A Alco, Bl) vV (=b A A[cy, B]). Podle I.P.
F {A[co, Bl} co {B} a+ {A[cy, Bl} 1 {B}. Jelikoz = (A[c, B] A b) = Alco, B, uzitim
pravidla disledku dostavame + {A[c, B] A b} ¢, {B}. Podobné
+ {A[c, B] A =b} ¢ {B}, mGzeme tedy pouzit pravidlo pro vétveni ¢imz obdrzime
+{A[c, B]} c{B}.



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera
Uvod
Syntaxe a
sémantika

systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni
sémantika IMP
Véta o pevném
bodé
Axiomaticka
sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost
Sémantika

paralelnich
programu

Uplnost Hoareova odvozovaciho systému (3)

@ c = while b do ¢,. Dokazeme, ze

a) = {Alc, Bl A bl co {Alc, B]},
b) = (Alc,B] A —-b) = B.
Podle I.P. + {A[co, Allc, BITl} co {Allc, B]}. Podle a) pak + {A[c, B] A b} co {Alc, B}
uzitim pravidla disledku. Dale podle pravidla pro while dostavame
+{Alc, B]} c{A[c, B] A =b} a pomoci b) koneéné + {A[c, B]} c {B}.
ada) NechtoeXale . Jestlizeo =" Alc,B] Ab, plati o =' A[c, Bl ac =/ b, .
C.[clo =' B ao = b. Denotaéni sémantika byla definovana tak, Ze plati:
C.l[c] = C.[if b then cy; c else skip]
To znamena, ze C . [co; c]o = B, tedy C . [c](C.[co]o) =' B. Proto
C.[colo ' Alc, B, tedy = {A[c, B] A b} co {Alc, BI}.
adb) Nechtoce X ale 7. Jestlize o =' Ac, B] A -b, pak o =/ A[c,B] ac =/ —b.
Jelikoz
C.[c] = C.[if bthen cy; c else skip],

dostavame C, [c]o = o, proto o = B. Tedy = (A[c, B] A =b) = B.



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera
Uvod
Syntaxe a
sémantika

systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni
sémantika IMP
Véta o pevném
bodé
Axiomaticka
sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost
Sémantika

paralelnich
programu

Uplnost Hoareova odvozovaciho systému (4)

Véta 28 (o uplnosti)
Jestlize = {A} ¢ {B}, pak + {A} c {B}.

Dukaz. Predpokladejme, Ze = {A} ¢ {B}. Podle véty 26 existuje A[c, B] € Assn,
které vyjadfuje nejslabsi vstupni podminku pro ¢ a B. Plati tedy = (A = A[c, B]).
Podle vety 27 plati + {A[lc, B]} ¢ {B} atedy + {A} ¢ {B} uZzitim pravidla dusledku.



Sémantiky

maemonen  EKVIVaAlence axiomatické a denotacni sémantiky

jazyka

Antonin Kucera

Ovod @ Axiomaticka sémantika pfirozenym zpusobem definuje sémantickou ekvivalenci ~
Syntaxe a

sémantia na pfikazech:

Pk vikce co~cy = VYA BeAssn: (E{Alc{Bl < E{A}ci{B})

Operaéni Véta 29

sémantika
SOS sémantika IMP

1. typu Pro kazdé cy, c1 € Com plati: Clco] =Cl[c1] < co=cy

ika IMP

S0S sé

2. druhého typu
Denotacni Dﬁ kaz_

sémantika IMP « s ;v | . v -
Vata o peunsm ,2=" BudteoeX ale I takové, ze o =' A. Jelikoz C [co]lo = C.[c1]o, plati

bodé

Axiomaticka | |
Semantie Cileolo E' B < Cilcilo = B
Hoareova logika

Korektnost

Uplnost

Sémantika
paralelnich

programi =" Ukazeme, ze pokud C[co] # Cl[c1], pak existuje 0 € = a A, B € Assn takové, ze

F{Alco (B} = [ {Alci{B}



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni
sémantika IMP
Véta o pevném
bodé
Axiomaticka
sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost
Sémantika

paralelnich
programu

Ekvivalence axiomatické a denotacni sémantiky (2)

Jestlize C[co] # C[c1]], existuje o € ¥ takové, ze C, [[co]lo # C.[ci]o. Necht X je
mnozina vS§ech proménnych, které se vyskytuji v ¢y a c¢y. Definujeme

kde ny je hodnota proménné Y ve stavu . Dale oznaéme oo = C,[co]o a
01 = C_[[c1]o. Rozli§ime tfi moznosti:

@ oo # L #01. Jelikoz og # 01, existuje X € X takové, ze go(X) # 01(X).
Definujeme B = X=m, kde m je hodnota proménné X ve stavu oy. Pak
= (A} co {B}, zatimco = [A} ¢q (B} (nebot o |~ {A} ¢q {B) pro libovolné | € T).

@ oo = L. Pakoy # L. Proto = {A} ¢ {false}, zatimco |~ {A} ¢4 {false}.
@ o4 = L. Podobné.



Sémantiky

mamoncer - Operacni sémantika paralelnich programu

jazyka

Antonin Kucera

Uvod

T @ Syntaxi jazyka IMP roz§ifime o paralelni operator ||; paralelni pfikazy PCom jsou
G definovany rovnici

Somtans gk P ¢ == skip| X:=a | cp;ci | if bthen cyelse ¢; | while bdoc | cllc
i’s{:;iﬁﬁiark @ SOS sémantiku II. typu rozsifime o pravidia

;Sééps:éman‘likaml’ <CO/ G> = <C(/)/ G,> <C1 ’ G> = <C1’/ J/>

I (Coller, o) = (cgller, o”) (Collct, 0) = (collc], 0”)

sémantika IMP

Vata o peuném @ Podle stavajicich pravidel napf.

VeI (X :=1]IX :=2); X :=3,0) ~ ((skip||X :=2); X :=3,0[1/X])

e ((skipliskip); X := 3,0[2/X])

;p:::,,ka Z konfigurace ((skip|skip); X := 3,2/ X]) neni mozné odvodit zadny pfechod,
i ackoliv piikaz X := 3 je v této konfiguraci proveditelny (podle intuitivniho chapani

vyznamu ,.;“ a ,/|“).



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera
Uvod
Syntaxe a
sémantika

systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika

paralelnich
programu

Operacni sémantika paralelnich programu (2)

@ Zavedeme predikat IsSkip predpisem

IsSkip(skip) = true

IsSkip(X :=a) = false
IsSkip(co;c1) = IsSkip(co) A IsSkip(cy)

IsSkip(if b then ¢; else ¢c;) = false

IsSkip(while bdo c) = false
IsSkip(collc1) = IsSkip(co) A IsSkip(ct)

@ Pravidlo (skip;c,o) — (c,o) nahradime pravidlem
IsSKip(¢co)

(Co; C1,0) = {C1,0)
@ Nyni je jiz odvoditelny pfechod ((skipl|skip); X := 3,0[2/X]) — (X := 3,0[2/X])

@ Paralelni programy mohou byt nedeterministické.



memonien  V@Fifikace paralelnich a neukoncéenych programu

jazyka

Antonin Kucera

Uvod @ Ovéreni sémantické ekvivalence.

Syntaxe a ] . 3 e
ol @ Specifikace i skute€na implementace se popiSe ve vhodném ,vy$§im*“ jazyce
it CCS, Petriho sité, apod.) s dobfe definovanou operacni sémantikou.
Indukce k vysce

stromu

Rl olE @ Dokaze se, Ze specifikace a implementace jsou ekvivalentni.

Operacni

e o @ V tomto kontextu je formalizace pojmu sémantické ekvivalence netrivialni
. problém (bisimulaéni ekvivalence apod.)

2. druhého typu

Denotacni @ Ovéreni platnosti formule vhodné logiky.

sémantika IMP

RO @ ,Vhodnou“ logikou je v tomto pfipadé obvykle néjaky typ modalni (temporalni)
Axiomaticka |Og|ky

sémantika

poareota lodk @ temporalni logiky Ize klasifikovat z mnoha hledisek, napf.

Upinost “ . W

il o ,state-based” x ,action-based

paralelnich . . « . . “

program o inear-time® x ,branching-time

@ Z praktického hlediska je hlavni omezujici faktor velikost mnoziny konfiguraci.



Sémantiky

mamonien — LOQIKa LTL Syntaxe

jazyka
Antonin Kucera

@ Bud At ={p,q,r,...} spoetnd mnozina atomickych vyroku.

Uvod

o p u= true | p| —p | pr1A@2 | Xo | o1 U2

e Dale definujeme F¢ = truet¢p a Gp = ~F-¢

ommepmane @ Bud ¢ LTL formule.

Operacni. @ At(p) oznauje mnozinu vSech atomickych vyrok, které se vyskytuji ve ¢;
it @ charakteristickd abeceda formule ¢ je mnozina &, = 2A1();

byei i @ ¥ oznatuje mnozinu vech nekonecnych slov nad abecedou ¥;

comantica IMP @ necht w € ¥%. Symbol w(i) oznatuje i-ty znak slova w; symbol w; oznacuje i-ty
voss T sufix slova w pro kazdé i € No.

Momates | PFik|ad;

st @ = (pV ) U(pAQ)

Sém:ar;tl!u:1 ° At((f)) = {p/ q}

paralelnicl

program® o z(() — {(Z)/ {p}/ {q}/ {pr q}}

@ je-liw = 0{p}0{qt{qgtip,q} ---, plati w(2) =0, w(3) = {q}, wo = 0{qg}{q}{p,q} -



Sémantiky

msemoneen L OQIKA LTL Sémantika

jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci

syemy @ Platnost ¢ pro dané w € X% je definovéna indukci ke strukture ¢:

Indukce k vysce ]
stromu
Syntaxe jazyka IMP

Operacni w 'Z tl‘ue

sémantika

SOS sémantika IMP w |: p
1.typu
SOS sémantika IMP w IZ -Qp
2. druhého typu

o WIE @1 A @2
Denotaéni
sémantika IMP = X(P
:z:’aéopevném W |: (P1 ﬂ(pz
Axiomaticka

sémantika

D @ Charakteristicky jazyk LTL formule ¢ je mnozina nekonecnych slov
Korektnost Lq) — {W e Zgj | W |: (p}

Uplnost
Sémantika
paralelnich
programu

p € w(0)

W= @

WE@ A W@

wi =@

dj: wike2 A Vi<j: Wil @i

[RRAN



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika

paralelnich
programu

LTL jako jazyk vlastnosti neukoncenych programu

@ Uvéazime ,instanci® LTL logiky, kde At = Assn, ;.

p = true | A | —p | prAp2 | Xo | o1 Ue2
kde A € Assn.
@ Nechtf c e PCom a ¢ € X. Béh programu c ze stavu o je nekone¢na posloupnost
konfiguraci

a = (Co,00){C1,01)(C2,02)(C3,03) * ",
kde ¢y = ¢, 00 = g a{cj,gj) — (Ci+1,0i+1) pro kazdé i € INj.
@ Bud ¢ LTL formule,  interpretace a « béh. Charakteristické slovo béhu a vzhledem
k formuli ¢ a interpretaci / je slovo oy, € T3, kde ay,(i) = {A € Assn(p) | o; =" A}.
@ Béh a splnuje LTL formuli ¢ pfi interpretaci I, psano « =/ ¢, jestlize % E .
@ Konfigurace (c, o) splfiuje LTL formuli ¢ pfi interpretaci /, psano (c, o) = ¢, jestlize
pro kazdy béh « zaginajici v (c, o) plati a =/ ¢.



mamonier LTL jako jazyk vlastnosti neukoncenych programt (2)

jazyka

Antonin Kucera

Uvod

e Ptiklady:

i @ c = whilettdo X :=X+1. Pak{(c,o) = (X >5) pro kazdé oal.

owmn | ®@C = X =2 Pak(co) G(X = 3)prokazdé o al, nebot neexistuje zédny
505 simantia e béh zaginajici v (c, o).

S:‘if,:.?;:":;;:"‘" @ c = X:=2| whilettdoskip. Pak(c, o)~ G(X = 3) prokazdé ¢ a I. Napf.
Denolaél?i'IMP ale plati <C, G> IZI (X = 2) = g(X = 2)

sémantika

vote @c = X:=2| X:=3| whilettdo skip. Uvazme stav o kde o(X) = 2. Pak
e (c,0) I F(X =38) a(c,0) It G(X # 3) pro kazdé /.

Sémantika Problém: Jak efektivné ovéfit, zda (c,o) =/ ¢ ?

paralelnich
programu



Sémantiky

mamoacen — 0=-F@@UlAarni jazyky a Buchiho automaty

jazyka

Antonin Kucera

i @ Biichiho automat je pétice A = (Q, %, 6, qo, F), kde

Syntaxe a ) . .. .

semantia @ Q je kone¢nd mnoZzina stavu;

systémy

Indukoo kvisce @ > je koneCnd abeceda;

Syntaxe jazyka IMP

Operacni @ 6 C Qx¥xQ je prechodova relace (misto (p, a, q) € 6 budeme psat p = q);

sémantika

SOs sa B qo € Q je poCatecni stav;

S0S sémantika IMP

PO @ F C Q je mnozina koncovych stavu.

Denotaéni

sémantika IMP ¢ X P w ANA °)

Vet pounim @ Vypocet automatu A na slové w € X je nekonecna posloupnost stavd po p1 p2 - -
B Ly w(i v iz v .
Axlomatické takova, Ze pp = qo @ p; "0 pi+1 pro kazdé i € INyp. Vypocet je akceptujici, jestlize se
iomai L ¥ O ! , )

omaa ke v ném nektery koncovy stav vyskytuje co-krat.

Korektnost . . “ , P . .

Upinost @ Automat A akceptuje jazyk L(A) C X slozeny ze slov, pro kterd existuje
Eemanilia akceptujici vypocet.

paralelnich

programu

@ Bud X koneénd abeceda. L C Y¢ je w-regularni, pokud existuje Blichiho automat
A takovy, ze L(A) = L.



Sémantiky

mamoncn — 0=-F@@Ularni jazyky a Buchiho automaty (2)

jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy
Indukce k vysce

stroma Priklad: Uvazme nasledujici Biichiho automat A:

Syntaxe jazyka IMP

Operacni 1
sémantika
SOS sémantika IMP Start >
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu
0,1 1

Denotacni
sémantika IMP

Véta o pevném
bodé

Adiomatické Pak L(A) obsahuje pravé ta nekonetné slova nad abecedou 0, 1, ve kterych se 0
sémantika VySkthje koneéné—kré.t.

Hoareova logika
Korektnost

Uplnost
Sémantika

paralelnich
programu



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotaéni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika
paralelnich
programu

Vlastnosti Blichiho automatui a w-regularnich jazyku

Véta 30

Necht' L1, Ly jsou w-regularni jazyky nad abecedou ¥. Pak L1 U L, a L1 N Ly jsou také
w-regularni jazyky.

Véta 31

Necht A je Blichiho automat. Problém, zda L (A) = 0 je rozhodnutelny v
polynomialnim Case).

Dikaz. Necht A= (Q,%, 0, qo, F). Staci si uvédomit, Zze L(A) # 0 pravé kdyz
existuje f € F takovy, ze f je v (grafu) automatu A dosazitelny z qo a existuje cesta z f
do f délky alespori 1. Oba tyto (grafové) problémy jsou snadno rozhodnutelné v
polynomialnim Case (dokonce v nedeterministickém logaritmickém prostoru).



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika

Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika

paralelnich
programu

Ovérovani platnosti LTL formuli

@ Bud c € PCom a ¢ € ¥ takové, Ze prechodovy systém (S, {7}, —), kde
S ={{c’,d’)|{c, o)y =" {c’,a’)}, ma koneCné mnoho konfiguraci.

@ Necht ¢ je LTL formule a [ interpretace. Definujeme Blichiho automat

A=(S,%,6/c0),S), kde(c’, o) M (c”,0"”) praveé kdyz (c¢’,0’) — (c”,0") a
M = {A € Assn(p) | o’ ! ).

@ Plati (c,0) ' ¢ pravé kdyz L(A) N L(A.,) = 0.



Sémantiky

roamoncen  QVEFOVaNi platnosti LTL formuli (2)

jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika

odvozoac Priklad:
lsr::::'ﬁef“’ﬁ“ @ Necht ¢ = while tt do (X = 1,X = 2)s P = g(X:1 = T(X:z))v lefTaceX
Syntaxe jazyka IMP kde G(X) = 2

Operacni

émantik ) &4 H — H I . I e
e eme @ OznaCime-liw = while tt do (X := 1; X := 2), plati
1. typu

SOS sémantika IMP < > —
2. druhého typu w,o

Denotaéni (if tt then (X :=1; X := 2; w) else skip, o) +—
sémantika IMP <X = 1,X — 2; W, O_> —

s (skip: X 1= 2w, a[1/X]) >
sémantika <X = 2; W, 0[1 /X]> [

Hoareova logika

Koroktnost (skip;w, 0)
Upinost <W/ (7)

Sémantika

paralelnich

programu



Sémantiky
programovacich
jazyka

Antonin Kucera

Uvod
Syntaxe a
sémantika
Odvozovaci
systémy

Indukee k vysce
stromu

Syntaxe jazyka IMP

Operacni
sémantika
SOS sémantika IMP
1. typu
SOS sémantika IMP
2. druhého typu

Denotacni

sémantika IMP
Véta o pevném
bodé

Axiomaticka

sémantika
Hoareova logika
Korektnost
Uplnost

Sémantika

paralelnich
programu

Ovérovani platnosti LTL formuli (3)

Automat A tedy vypada nasledovné:

start —>®{X_2 L=

@ Dale ¢ = F(X=1AG(~(X

@
.
@,

{X=2}

=2)), jako A, Ize tedy pouzit (mirné modifikovany)
automat z pfedchoziho ptikladu.
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