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Funkce FIRST a FOLLOW

Opakovani a motivace

1.1 Je déna nésledujici gramatika G. Navrhnéte PDA (zasobnikovy automat), ktery analyzuje slova
nad abecedou a, b, ¢ metodou shora dolt.
G = ({S,A}{a,b,c},P,S), kde
P={S — aSa | bSc | aA,
A — bbAb | ¢}

Operace k:w a Ly @& Lo

Necht k € N je pfirozené &slo, w je slovo a Ly, Ly jsou jazyky. Operace k:w a L; @ Lo definujeme
nasledovné:

ey — w pokud |w| < k
= u, kde |u| = k a w = w.v pro ngjaké v pokud |w| > k
Li®r Ly = {kw ‘ w e Ll.LQ}

Tedy k:w je prvnich k pismen slova w (piipadné celé slovo w, je-li jeho délka kratsi nez k) a Ly @y Lo je
jazyk v8ech slov z Ly.Ly zkrdceny stejnym zpusobem na prvnich k pismen.

FIRST a FOLLOW

Nechf G = (N, %, P, S) je bezkontextové gramatika. Pro kazdé k € N jsou funkce FIRSTS a FOLLOW ¢
definovany nésledovné:

FIRSTS : (BUN)* — 2%
FIRSTS (o) = {k:w | a =* w, w € X*}

FOLLOWS : N — 2%
FOLLOW(A) = {w | S =* yAa, w € FIRSTS () ; v,a € (ZUN)*}

Pozor na typ argumentu u jednotlivych funkci. Argumentem funkce FIRS T,?(oz) je Tetézec termindla a
netermindla (a € (X U N)*), na rozdil od funkce FOLLOWE(A), jejiz argumentem je vzdy pravé jeden
neterminal (A € N).

Definice funkei FIRS ch,; a F OLLOWkG lze pfirozené rozsitit také na mnoziny odpovidajicich argu-
ment1, coz je uzitecné zejména pro funkci FIRSTkG,
FIRSTS : 2ZUN)" 9> FOLLOW : 2N — 2%
FIRSTY (M) = U,eps FIRSTS (cv) FOLLOW (M) = 4 FOLLOW (A)

Déle budeme pouzivat zkracené zapisy funkei, FI() pro FIRSTS (a) a FOR(A) pro FOLLOW S (A)
(G je zFejmé z kontextu a typicky se neuvadi).



Algoritmus pro vypocet funkce FIRST

Je ddna gramatika G = (N, X, P, S) a fetézec o = Y1Ys ...V}, kde kazdé Y; € NUX.
1) FIp(x) ={a} proz € X
2) Vypocet FIi(x) pro x € N:

Necht N = {Xi,Xs,...,X,}. Budeme pocitat hodnotu FIy(X;) soucasné pro vsechny neter-
minaly (i = 1,...,n). Nejprve sestavime pro kaZzdy netermindl X; p¥islusnou rovnici. Necht viechna
pravidla pro neterminal X; jsou tato:

XY YV LYY Y
Potom

FIi(X;) =  (FI(Y{) &, FI(Y3) @&k ... & FI(Y,,)) U
U (FI(YY) @k FI(YS) @ ... & FI(YL)) U

U (FI(Y]) @ FI.(Y]) & ... @& FI(Y]))

Hodnoty FI(X;) jsou nejmensim pevnym bodem uvedené soustavy rekurzivnich rovnic. Nejmens{
pevny bod spocitdme tak, ze nejprve nastavime vsechna FIj(X;) na hodnotu FIx(X;) = 0. V
prvni iteraci dosadime tyto hodnoty do pravych stran rovnic. Vyhodnocenim rovnic ziskdme nové
hodnoty pro vsechna FI;(X;). Tyto nové hodnoty v dalsi iteraci opét dosadime do pravych stran
rovnic. Tento postup opakujeme tak dlouho, dokud ndm ve dvou po sobé jdoucich iteracich nevyjdou
stejné hodnoty pro véechna FIj(X;). Takto ziskané hodnoty jsou nejmensim pevnym bodem a tedy
i hledanymi mnozinami FI;(X;). Chceme-li vypocet nejmensiho pevného bodu urychlit, muzeme v
pfi dosazovani do pravych stran rovnic pouzit namisto hodnot z pfedchozi iterace jiz znamé hodnoty
z aktualni iterace.

3) FIi(a) = FI;,(Y1) @k FIL(Y2) @ - - - O FI(Y))

Algoritmus pro vypocet funkce FOLLOW

Je ddna gramatika G = (N, X, P, S). Funkce FOy je definovdna pouze pro netermindly. Opét budeme
pocitat hodnotu FOg(X;) pro véechny netermindly X; soucasné. Nejprve opét sestavime piislusné rovnice.
Pro kazdy neterminal A, ktery neni kofenovy, klademe:

FOu(A) = |J  FL(B) & FOL(B)
(B—aAB)eP

Pro kofenovy neterminal S klademe:

FOu(S)={c} U |J FI.(B) @ FOK(B)

(B—aSp)eP

Hodnoty tvaru FIg(8) spocitdme dle predchoziho algoritmu a dosadime do rovnic. Nésledné spoc¢itdme
vSechny hodnoty FOg(X;) jako nejmensi pevny bod rovmnic (pouzijeme stejny postup vypoctu jako
u predchoziho algoritmu).

Hodnoty vyrazu FIj(«) i FOg(A) lze asto urcit intuitivné, bud’ pifmo z definice funkef nebo s vyuzitim
piislusnych rovnic (zejména pokud nejsou rekurivn{). Uvedené rovnice se ¢asto daji zjednodusit s vyuzitim
nasledujiciho pozorovani. Pokud vime, ze délka nejkratsiho fetézce v jazyku L; je alespon n, pak plati:

Ly ®p FIk_n(Lg) pokud n < k

Li®rLy=< {kw|wel} pokud n >k a Ly # ()
1] pokudn >k a Ly =0



S vyuzitim tohoto principu snadno muzeme napiiklad nahradit vyraz FIs(aBcD) @3 FO3(E) ekviva-
lentnim vyrazem F'Is(aBeD)@®s FO1(E). Z podobnych duvodu lze napiiklad vyraz FI;(aBcDeF') nahra-
dit ekvivalentnim vyrazem FIs(aBc), oviem pouze za predpokladu, ze netermindly D, F' jsou normované
(tj. 1ze z nich odvodit néjaky fetézec termindl).

1.2 Podle algoritmu feste FIo(A) a FI3(Ae) pro gramatiku
G=({A,B,C,D}{c,a,d,e},P, A), kde
P={A — Bc | a,
B - A | C | d,
¢ - B | d,
D — e}

1.3 Podle algoritmu feste F'[5(A) a FI5(A) pro gramatiku

G = ({A},{a,b},P, A), kde
P={A — Aa,
A= b}

1.4 Vypocitejte FI;(BBb), FI2(BBb), FO1(A), FO1(S), FO1(B), FO.(C), FO3(A), FO3(S), FO3(C),
FI,(SAcB), FI4(SAcB) pro nésledujici gramatiku:

G= ({5 A, B,C}{a,cb,ed},PS), kde

P={S — dadAc | B,
A — aA | bSCe | e,
B — aC | e,
C -d |e}
1.5 Podle algoritmu feste FOp(X), kde k& = 1,2,3,4 a X € {S, A, B,C,D} pro néasledujici gra-
matiku:

G=({S,A,B,C,D}{a,b,d,c,z,y,z}P,>S), kde
P={S — aABbCD | ¢,

A — ASd | e,
B — SAc | zC | e,
C — Sy | Cz | ¢,
D — aBD | e}

1.6 Vypocitejte FOx(X),kde k =1,2,3,4a X € {S, A, B, C, D} pro nasledujici gramatiku:

G=({S,B,A,D,C}{a,c,b,d},P,S), kde
P={S — aBcB,

A — adA | Aa,
B — DAc | bA,
C — c¢Be | aaB,
D — d | dC}
1.7 Zamyslete se, v jakych pripadech plati nasledujici vztahy:
a) FI(A) =0 e) FOr(A) =0
b) e¢€ FI;(A) f) e€ FOg(A)
C) FIk(A) Q FIk+1(A) g) FOk(A) Q F0k+1(A)
d) Flp41(A) C FI(A) h) FOp41(A) C FOR(A)



SLL(k) gramatiky a analyzatory

Intuitivné feceno, gramatika G je SLL(k), pravé kdyz se odpovidajici nedeterministicky syntakticky
analyzator pro analyzu shora dolt dokéze vzdy jednoznacné rozhodnout pouze na zdkladé neterminélu
na vrcholu zdsobniku a prvnich k pismen z dosud nepfec¢teného vstupu. Formélné, gramatika G je SLL(k),
pravé kdyz pro vSechny netermindly A € N a pro kazdd dvé ruznd pravidla A — 3, A — v plati:

FIu(B) &k FOR(A) N FIi(7) &r FOR(A) =0

2.1 Ovéite, zda ndsledujici gramatika je SLL(2):
G=({SX,Y}{ba},P,95), kde
P={S - X,
X —-Y | bYaq,
Y - a | e}

2.2 Oveéite, zda gramatika je SLL(3):

G = ({5, 4, B}.{a, b},P, ), kde
P={S — aAaB | bALB,
A — a | ab,
B — aB | a }

2.3 Navrhnéte SLL(2) analyzdtor pro ndsledujici gramatiku a analyzujte slovo acaac a slovo abaac.

G=({S,A,B,D}{a,cb},PS), kde
P={S — addA,

S — aBaB,

A — dA,

A — ¢

B — bD,

D — bD,

D — ¢ }

2.4 Navrhnéte SLL(3) analyzator pro gramatiku a analyzujte slovo bababab.
G = ({S,A,B},{b,a},P,S), kde
P={S5s baAa,

baBb,

aA,

aB,

bA,

e}

Dm0
A



LL(k) gramatiky a analyzatory

Gramatika je LL(k) , prdvé kdyz pro dvé libovolnd ruznd pravidla gramatiky A — 5,4 — + a pro
vechny nejlevéjsi vétné formy tvaru wAa plati: FIx(8-a) N Fli(vy-a) =0

Gramatika je LL(1) préveé kdyz je SLL(1). Je-li gramatika G SLL(k), pak je také LL(k).

3.1 Oveite, zda je ndsledujici gramatika LL(2):
G=({SX,Y}{b,a},P,S), kde
P={S - X,
X - Y | bYa,
Y - a | ¢}

3.2 Ovéite, zda je ndsledujici gramatika LL(3):

G = ({S, A, B},{a,b},P,S), kde
P={S — aAaB | bALB,
A = a | ab,
B — aB | a }

3.3 Ukazte, ze gramatika neni LL(k) pro zadné k:
G=({S,A,B}{a,b,0,1},P,S), kde
P={S - A | B,
A — adb | 0,
B — aBbb | 1}

3.4 Ukazte, ze gramatika je LL(k):
G=({S,T, A, B},{a,b,c},P,S), kde

P={S—al
T—-SA |A
A—=bB |c
B bld | e

3.5 Zkonstruujte LL(2) analyzator pro gramatiku G:

G = ({S, A} {a,b},P,S), kde
P={S = ¢

S — abA,

A — Saa,

A — b}

3.6 Zkonstruujte LL(3) analyzator pro gramatiku G:

G = ({S,4, B} {a,b},P,S), kde
P={S aAaB,

bALB,

a,

ba,

aB,

a }

Dm0
Ll 4Ll



3.7 Najdéte LL(1) analyzétor pro jazyk generovany nasledujici gramatikou:

G = ({STAT,VAR,IDLIST},{if,id,then,else, fi,while,do,od, (,),:=}, P,STAT)
P={STAT —if idthen STAT else STAT fi

STAT  — while id do STAT od

STAT — VAR:=VAR

STAT — id | (IDLIST)

VAR  —id|id (IDLIST)

IDLIST - id | id (IDLIST)

3.8 Navrhnéte gramatiku, kterd je LL(2) a neni SLL(2).

3.9 Navrhnéte gramatiku, kterd neni LL(k) pro zadné k.



Transformace LL(k) gramatik

Motivace:
e Gramatika je LL(1), pravé kdyz je SLL(1).
e Pro gramatiky, které jsou SLL(1), se snadno konstruuje analyzdtor.
Plati:
e Pro danou bezkontextovou gramatiku G je nerozhodnutelné, zda je LL(k) pro n&jaké k > 0.

e Je-li ddna bezkontextova gramatika G a pevné k takové, ze G neni LL(k), pak je nerozhodnutelné
urcit, zda G mé ekvivaletni gramatiku, ktera je LL(k).

Navzdory vyse uvedenym faktim existuje nékolik transformaci, které zachovavaji jazykovou ekvivalenci
a které nekdy vedou k LL(1) gramatice.

Gramatika neni LL(1) principielné ze dvou diavodu. Témi jsou konflikt ,first-first“ a konflikt first-follow*.
Spravny postup FeSeni piikladu ,prevod na LL(1) gramatiku®“ obsahuje tyto tii kroky: nalezeni konfliktu
v transformované gramatice (pomoci ovéfeni na LL(1)), odstranéni konflikti nize uvedenymi postupy,
ovéteni vysledné gramatiky na LL(1) (pfi nalezeni konflikti opakovani pfedchoziho kroku).

V jednoduché LL(1) gramatice za¢inaji vSechny pravé strany pravidel termindlem, pravidla se stejnou
levou stranou zac¢inaji ruznym terminalem.

Odstranéni levé rekurze

4.1 Odstrante levou rekurzi v nasledujici gramatice:

G =({S,A,B}{b,a,c},P,S), kde

P={S — SAb | SBa | Scc | AaB | be,
A — ada | e,
B = BbB | b}

Rohova substituce

Necht G = (N, %, P, S) je bezkontextova gramatika s pravidlem A — Ba, a necht vSechny B—pravidla
jsou B—= g | ag|...| am.

Necht Gy = (N,X, P',S) je gramatika, kterd vznikla z G vylouéenim pravidla A — Ba a pfiddnfm
pravidel A —» a1 | asa | ... | appar.

Tato transformace nese ndzev rohova substituce. Je zvlastni tim, ze jeji opakovanou alpikaci je mozné
z gramatiky, kterd je LL(1) a nem4 e-pravidla udélat jednoduchou LL(1) gramatiku.

4.2 Aplikujte rohovou substituci na nasledujici gramatiku:

G = ({S,4,B}{a,b,c,d},P,S), kde
P={S — AB,

A — ab | Ba,

B — ¢ | dB}



4.3 Aplikujte rohovou substituci na nasledujici gramatiku:
G = ({S, A, B},{a,b},P,S), kde
P={S — AB,
A — ad | g
B —- bA | e}

Leva faktorizace

Pro LL(1) gramatiku mus{ platit:
A= a,A— B= FIRST\(a) N FIRST\(B) =0
nesplnéni této podminky se oznacuje jako konflikt FIRST — FIRST.

Kolizi muze zpusobit pfitomnost pravidel tvaru A — aaq | aas | ... | @, kde a # €. Kolizi odtsranime
jestlize uvedend pravidla nahradime pravidly tvaru A = aA’, A’ > a1 |ag | ... | ap.

Této transformaci se tika leva faktorizace. Vétsinou je nutné pred touto transformaci aplikovat na gra-
matiku rohovou substituci, aby konflikty uvedeného typu byly v pozadované formeé.

4.4 Aplikujte levou faktorizaci na gramatiku:
G=({A,B,C}{a,b,c,d,—, >} P A), kde
P={A — abB | acC | acdB | bBbB— >bbaB | bbadC | ¢BC,
C - aA | b}
4.5 Aplikujte levou faktorizaci na gramatiku:
G= ({A,B,C},{a7_');‘7y,z},P7 A), kde
P={A — aBzz | aCyy | zy | 2z,
B — aBzxr | z,
C —yCy | =z}
4.6 Odstrante konflikt first-first v nasledujici gramatice.
G = ({S, A, B},{c,a,b},P,S), kde
P={S - A | B,
A — cA | a,
B — ¢B | b}
4.7 Odstrante konflikt first-first v nasledujici gramatice.
G=({A,B,C}{a,b,c,d},P, A), kde
P={A — aB | CB,
C — aC | bB,
B — ¢B | d}
4.8 Odstrante konflikt first-first v nasledujici gramatice.
G = ({A,B,D},{C, d7 b#&@/a Z}7P7 A)7 kde
P={A — Bc | Dd,
B — br | v,
D — Bz}

4.9 Odstrante konflikt first-first v ndsledujici gramatice.
G=({S,A,B}{b,c,a,d}P>S), kde
P={S — A | AbcB | be,
A — a,
B - A | dd}
4.10 Odstrante konflikt first-first v nésledujici gramatice.
G =({S, A, B}{a,b,c},P,S), kde
P={S - A | B,
A — adb | e,
B — aBc | ¢}



Pohlceni terminalniho symbolu
Pro LL(1) gramatiku musi platit:
A — a,A— &= FIRST,(a) N FOLLOW,(A) = {

nesplnéni této podminky se oznacuje jako konflikt FIRST — FOLLOW .

Necht {a} C FIRSTi(vi) " FOLLOW;(A). MuzZe to byt zpusobeno tim, Ze v gramatice je pravidlo
ndsledujiciho tvaru: X — «Aaf a pritom A—pravidla jsou tyto: A — 71 | ... | v». Konflikt se muzeme
pokusit odstranit tak, ze pravidlo X — aAaf nahradime pravidlem X — «[Aa]f a pro novy netermindl
[Aa] pfiddme pravidla [Aa] = y1a | ... | yna. Tim jsme z mnoziny FOLLOW;(A) vylouéili symbol a (za
predpokladu, ze tam neni z jiného duvodu).

4.11 Reste kolizi FIRST-FOLLOW v nésledujici gramatice:
G = ({A,B,C}{a,c,b},P,A), kde
P={A — BaC,
B — ¢ | aaC,
C — ¢ | oC }

4.12 Reste kolizi FIRST-FOLLOW v nésledujici gramatice:

G =({A,B,C}{a,c},P, A), kde
P={A — BaC,

B — aB | e

C — ¢}

Extrakce pravého kontextu

Pohlceni termindlntho symbolu je mozné udélat pouze tehdy, vyskytuje-li se pfimo za problematickym
netermindlem. Situce ale muze vypadat napiiklad takto: X — aAY B3 a Y3 =T avy. V tomto piipadé
nelze piimo pouzit transformaci pohlceni termindlniho symbolu, muzeme se vsak pokusit (opakované)
substituovat za neterminal bezprostiedné vpravo od netermindlu A a obdrzet tak konflikt v pozadované
formé. Této transformaci fikdme extrakce pravého kontextu.

4.13 Pokuste se provést extrakei pravého kontextu a zamyslete se:
G = ({S,A,B},{d,a,b,c},P,S), kde
P={S — Ad,
A — aAB | b | bbe | e,
B - A}

4.14 Reste kolizi FIRST-FOLLOW v nésledujici gramatice:

G = ({S,B,A,C}{a,b,d,c},P,S), kde
P={S — aBAa | bABb,

A = oe | «C | BCd,
B — bB | CdC,
C — cC | d }

4.15 Transformujte na LL(1) nasledujici gramatiku:
G=({E,T,F,S}{o,n,a,(,)},PE), kde
P={E — Eol | T,

T — ToF | F,
F - nS |5
S = a | (E)}

4.16 Ovéite, zda je nasledujici gramatika LL(1) gramatika. Pokud neni, pouzijte standardni trans-
formace na tpravu gramatiky na LL(1) a o vysledné gramatice dokazte, ze je LL(1) gramatikou.



7{b’ C7 a}7P’ S)7 kde
bcAa | b,
€ | acAb }
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LR(0) a SLR(k) analyzatory

LR(0) analyzator

5.1 Zkonstruujte LR(0) analyzator

G=({S,A}{a,b,c},P,S), kde
P={S — aAa,

S — aAb,

A — abA,

A — bA,

A — ac}

a analyzujte slovo aabbacb

5.2 Dokaite, nebo vyvratte, Ze ndsledujici gramatika je LR(0).

G=({S,A4,B,C}{a,b,c,d},PS), kde
P={S aAa,

bBb,

cCe,

dCd,

a | aA,

bA | Ce,

cA}

Ak ®nnn
A

5.3 Zkonstruujte LR(0) analyzétor a analyzujte libovolné slovo

G=({SAC,B,D}{a,b,c,d},P,S), kde
P={S aAa,

bAb,

cCe,

dCd,

B
ba
D7
d

)

Qe Lnnn
A A

}
SLR(k) analyzator

5.4 Zkonstruujte SLR(1) a SLR(2) analyzator

G = ({S, A, B},{a,b},P,5), kde
P={S — AB,

— aAb,

— €,

— bB,

— b}

a analyzujte slovo aabbbb a aaabbb

SuJIvOS

5.5 Najdéte vsechny SLR(2) konflikty
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G = ({S,P,R}{a,b,c,d},P,S), kde
pP={S — PP,

P — Ra,

P — bRc,

P — dc,

P — bda,

R — d}

5.6 Dokazte, ze gramatika z piikladu 5.5 neni SLR(k) pro zadné k.

5.7 Rozhodnéte, zda nasledujici gramatika je SLR(k)
G=({X,S L,R}{=,i,d,*},P, X), kde
P={X = &5

L=R,

R7

id,

xR,

L}

5.8 Zkonstruujte SLR(1) analyzator:
G=({X,S A} {+,(,),a},P, X), kde

S B RVR
Lil il

P={X — 5
S = S+A,
S = A,
A = (9),
A — a(9),
A = a }

LR(0) a SLR(k) gramatiky

5.9 Zkonstruujte LR(0) gramatiky
Li={1"a0"|n>0}U{1"b0%" |n > 0}
Ly={a1"0"|n>0}U{b1"0%" |n > 0}
Ly ={1"0™|m >n >0}

Ly = {w#w? | w € {0,1}*}

5.10 Dokaizte, ze nasledujici gramatika neni LR(0) ale je SLR(1)
G = ({X7 S7 A}’{+7 (’ )7 a’}7P7 X)) kde
P={X — 5
S = S+A,
S — A,
A = (9),
A —
A = a }
5.11 Naleznéte co mozna nejjednodusi gramatiku takovou, ze
a) neni LR(0).
b) neni SLR(1) protoze ma konflikt ¢teni-redukce.
¢) neni SLR(1) protoze m4 konflikt redukce-redukce.

5.12 Ovérte, zda je ndsledujici gramatika SLR(1) ¢i SLR(2) gramatika.
G = ({X,S,B}{a,b},P,X), kde
P={X — 5
S — aB,
S = a,
B — bSb}
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LR (k) a LALR(k) analyzatory

6.1 Rozhodnéte, zda je gramatika LR(0), SLR(1), LALR(1), LR(1)

G=({X,S, A, B}{a,db,e,c}P X), kde
P={X — S,
aAd,
bBd,
aBe,
bAe,
C)
¢ }
6.2 Rozhodnéte, zda je gramatika LR(0), SLR(1), LALR(1), LR(1)
G=({X,SAB,C,D,E}{a,b},P, X), kde
P={X S,
AB,
a/)
CD,
ol
ab,
bb,
bba }

e nhnh®n
L4444l

)

HoQTWI™=®
A A

6.3 Zkonstruujte LALR(1) analyzétor
G=({X,S,A,B}{a,b,c},P,X), kde

P={X — S,
S = aAb,
S — ¢
S — ¢B,
A — bS,
A — Be,
B — ¢}

6.4 Zkonstruujte inicidlni stav LR(2) automatu

G = ({S,R},{+,a},P,S), kde
P={S — R,

R — RR,

R — R+R,

R = a }

6.5 Provedte LR(1) analyzu
G=({X,8S,A}{a,b},P, X), kde
— S,
— aAS,
— £,
— b}

13



6.6 Zkonstruujte analyzator a analyzujte slova
G=({S,A,B}{0,1},P,S), kde

P={S — AB,
A — 0A1,
A — g,
B — 1B,
B -1}

14



Bisimulace

7.1 Pro dany piechodovy systém najdéte vSechny dvojice bisimula¢né ekvivalentnich stavi metodou
hry. Pomoci bisimula¢niho kolapsu k nému zkonstruujte ekvivalentni pfechodovy systém.

D@D

7.2 Pro dany pfechodovy systém najdéte maximalni bisimulaci metodou postupnych aproximaci.

7.3 Je dén prechodovy systém P; (nekonecné stavovy). Zkonstruujte prechodovy systém P takovy,
aby platilo:

(i) P> mé stav I takovy, ze I ~ 1

(ii) P» je konecné stavovy

Jaka je maximalni bisimulace pro P;?

Pli
/g\ /fl\

C C c C

7.4 Najdéte konecéné automaty A;, As bez e-prechodu takové, aby spliiovaly vSechny tfi nédsledujici
podminky:

(i) £(A1) = L(A2)
(if) £(A;1) je nekoneény

(iii) Pocdtecni stavy automatu A;, Ay nejsou bisimula¢né ekvivalentni

15



7.5 Dokazte nebo vyvrafte: 2 ~ 8.
Najdéte maximalni bisimulaci.

Cf%"@“@
O

7.6 Najdéte nejmensi n, takové aby platilo 3 ¢, 4, ale 3 ~,_; 4. Najdéte maximalni bisimulaci.
Faktorizujte podle relace bisimulace.

C

7.7 Najdéte nejmensi n, takové aby platilo 3 ¢, 4, ale 3 ~,_; 4. Najdéte maximalni bisimulaci.
Faktorizujte podle relace bisimulace.

®

a
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Prechodové systémy BPA a BPP

8.1 Otazky:
e Je dany proces popsany deterministickym koneé¢nym automatem. Jak zjistim, které stavy jsou
bisimula¢né ekvivalentni?

e Najdéte postacujici podminku na to, aby pro normovany prechodovy systém, byla jazykova
ekvivalence shodna s bisimulaci.

e Pro normované BPA ovéite: ABC' ~ DBC' = A~ D
e Najdéte nutnou podminku, aby pro BPA platilo AA ~ A.

8.2 Najdéte prechodovy systém, ktery je urcéen nésledujici BPA algebrou.

X% XBB
XSe
B % BBB
Bgs

8.3 Jaky jazyk generuje ndsledujici BPA (z proménné X)?

X5 XA
X% XxB
XS e
AL ¢
B—b>5

8.4 Nakreslete prechodovy systém uréeny BPP algebrou

X % X|B
X 5 X|D
B—b>€
Diﬂs
(X S¢)

8.5 Vyjadiete dany prechodovy systém BPA i BPP syntaxi:

- o>
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8.6 Vyjadiete dany prechodovy systém BPA syntaxi:

a
—
b
(&
d

8.7 Vyjadiete dany pfechodovy systém BPP syntaxi:

a
—
b
c
b

8.8 Vyjadiete dany prechodovy systém BPA syntaxi:




Konstrukce tabel pro BPA

Tablo pro v = J se sklada z podtabel. Kazdé podtablo je strom. Podtablo s kofenem X« = Y 8 vytvoiime
nésledovné. Necht k& = min{|| X |, ||Y||}. Na uzel Xa = Y /3 aplikujeme k-krét trojici pravidel (REC, SUM,
PREFIX). Po k-aplikacich jsou nékteré uzly rezidudly, jeden z nich oznacime jako vytéeny a podle ngj
aplikujeme na ostatn{ uzly v aktudlnim patie pravidlo SUB (respektive SUBL, nebo SUBR). Rezidudlem
je uzel ve tvaru a = v (pouzijeme pravdilo SUBL) nebo va = 8 (pouzijeme pravdilo SUBR), piipadné
a = B (pouzijeme pravdilo SUB (tj. SUBL, nebo SUBR, na strané nezdlezi)). Po aplikaci odpovidajiciho
pravidla SUB (a jen tehdy) obdrzime listy podtabla. Po dokon¢eni podtabla, zkontrolujeme vsechny jeho
listy. U kazdého listu nastdava jeden z nésledujicich piipadu:

e List je uspésny. (Netfeba pro néj budovat podtablo.)
e List je neuspésny. Pak je celé tablo netispésné.
e List nenf ani Uspé$ny ani netispésny, stava se korenem nového podtabla.

Jestlize v prubéhu tvorby kteréhokoliv podtabla se néktery uzel (nemusi to byt nutné list) ukdze byt
netspésnym podle nize uvedenych kritérii, je neispésné celé tablo.

Kazdé podtablo je témér vyvazeny strom. VSechny cesty v ném jsou stejné dlouhé, 1isi se maximalné o
jedna (po aplikaci pravidla SUB,SUBL nebo SUBR se pod vytéenym rezidudlem cesta neprodlouzi, sdm
rezidual slouzi jako list, a tedy pfipadné i jako kofen dalstho podtabla, zatimco pod ostatnimi uzly na
stejném patie se cesta prodlouzi o jedna (diky aplikaci odpovidajiciho pravidla SUB) , a teprve tyto uzly
(o patro niz nez je rezidudl) tvoif listy daného podtabla).

Kritéria uspésnosti:
1. a=«

2. a = (B a na cesté od tohoto listu do kofene celého tabla se vyskytuje uzel se stejnym oznacenim
« = f a mezi nimi je alespon jednou pouzito pravidlo PREFIX (uzel 8 = « se nepocitd!)

Kritéria neispésnosti :
1. a.a =b.5 kde a je ruzné od b
2. a = f kde || je ruznd od |3|
Poznamka:
1. Vyse uvedend metoda funguje pouze pro NORMOVANE BPA !I!
2. Poznamka o zapisu: XY = X.Y

Pravidla

Xa=Yp

def def
Ea:FﬁR C de a

ap
B

a PREFIX
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(it aii)a = (327_, b;85)8
{aicia = by By BYiti{ag() gy = 0,858,
kde f:{1,...,m}—{1,...,n}
g:{1,....,n} = {1,...,m}

SUM

m,n > 1
MSUBL kde oo = [ je vytceny residudl
a;y =B
LZBM SUBR  kde ya = f3 je vytéeny residudl
Qi = D7y

9.1 Zkonstruujte dikaz PQQ = SU

P =aPQQ+bRQQ + ¢

Q=c

R =1bP

S =aSU+bT +c
T =bSU
U=cV

V=c

9.2 Zkonstruujte ditkaz FX = A, XCB = BCX, FBX = AB, CXB = XBB

A =aBCX +aB

B =aC

C =aD
D=bD+c
F=a+aXC
X =aY

Y =aD

9.3 Dokazte DH ~ DFG, AH ~ AGF, EF # D, BA 4 DG

A =aBC+aD +aEF

B=b
C=c¢

D =bH +bC
E =1G
F=c

G =bA
H=c¢BA

9.4 Zkonstruujte dukaz Y = C

X=aYX+5b
Y =bX
A=aC+b
C =bAA

9.5 Zkonstruujte dukaz X = A
X=aXX+b+cY

Y=aYX+b+ cX
A=aAA +b+ cA
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9.6 Zkonstruujte dukaz A = FE

A =aBC+aH
B=b
C=d+aDFE
D =bF
F=c
E=aC+aGH
G=1b
H=d+al

I =bK
K=cA

9.7 Zkonstruujte dukaz A = X

X=d +aXX+bY +cZ
Y=0X+aYY +cZ +d

Z =bX
A=d 4+ aAA +bA + cB
B =0bA

9.8 Zkonstruujte dukaz AB = XY B

A =aB + aC
X=a +aZ
B=aB + a
Y =aY 4+ a
Z =bZ +bX
C =0bC + bA

9.9 Zkonstruujte dukaz FBI = AB

A =aBCI +aB

B =aC
C =aD
D=bD+c
F=a+alC
I =aK

K=aD



Biuchiho automaty

10.1 Navrhnéte nedeterministicky BA pro jazyk vSech w-slov nad abecedou ¥ = {a, b, ¢}, ktera obsahuji
nekonecny pocet symboli a.

10.2 Navrhnéte nedeterministicky BA pro jazyk vsech w-slov nad abecedou ¥ = {a, b, ¢}, ktera obsahuji
nekoneény pocet symbolu b a c.

10.3 Navrhnéte nedeterministicky BA pro jazyk vSech w-slov nad abecedou ¥ = {a, b, ¢}, kterd obsahuji
nekoneény pocet symbolu b a ¢ a pro kterd plati, ze pokud libovolny konecny prefix slova obsahuje
lichy pocet symbolu b pak obsahuje také sudy pocet symbolu c.

10.4 Navrhnéte nedeterministicky BA pro jazyk
L ={w=wiwws...|w; €{a,b} proi>1, 3 nekoneéné mnoho j € N takovych, ze w; = w14}

10.5 Necht ¥ = {0,1,#}. Pro slovo w = agajaz ... € X% a dvé éislai,j € N, 0 < i < j oznaéme wli, j]
podslovo a; . ..a;. Pro pevné zvolené n € N definjme jazyk:

L, ={w | w € ((0+1)""1#)¥, a pro nekoneéné mnoho i > 0 plati:
w[2in, (2i + 1)n — 1] # w[(2i + 1)n, (2 + 2)n — 1]}.

Popiste dva nedeterministické BA Aj, Ay velikosti O(n) takové, aby L, = L(A1) N L(Az).

10.6 Dokazte, nebo vyvrafte: Ke kazdému NBA A lze zkonstruovat NBA A’ s jedingm poé¢ateénim
stavem.

10.7 Necht jazyk L = {w € {0,1}* | bud 0 € inf(w), nebo 1 & inf(w)}.

a) zkonstruujte nedeterministicky BA
b) diskutujte, zda je mozné sestrojit pro dany jazyk NBA s jednim koncovym stavem

¢) dokazte, ze pro dany jazyk nelze sestrojit NBA s jednim koncovym stavem

10.8 Konstruujte NBA pro ndsledujici jazyky L nad abecedou {a,b, ¢, d}.

a) L=A{w|inf(w)={a}}

b) L ={w|inf(w)={a,b}}

¢) L={w]ac€inf(w)}

d) L=Aw]acinf(w)Acginf(w)}

e) L=Aw]{a,b} Cinf(w)Ad & inf(w)}

f) L ={w[{a,b} Cinf(w)}

10.9 Bud A koneény automat. Ozna¢me L(A) mnozinu slov, kterou akceptuje koneény automat A.
Oznaéme L, (A) mnozinu w-slov, kterou akceptuje Biichiho automat A. Najdéte automat A tak,
aby platilo

a) (L(A))~
b) (L(A))~ #

10.10 Pro jazyk L = {w € {a,b}* | inf(w) = {a,b}} navrhnéte deterministicky Mulleruv automat,

deterministicky zobecnény Biichiho automat a deterministicky Biichiho automat.

(4)

Ly,
L.(4)
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Logika MSO

11.1 Definujte zakladni syntax logiky MSO.

11.2 Bud ¥ abeceda a w € ¥* koneéné slovo, bud’ ¢ sentence (formule bez volnych proménnych) logiky
MSO. Definujte, kdy w [ ¢.

11.3 Definujte nésledujici syntaktické zkratky:

er=<y T2y T=Y
eVzxecX:op
e dJxeX:p

First(x) — z je prvni pozice v neprazdném slove.

Last(x) — x je posledni pozice v neprdzdném slové.

o Succ(x,y) — x < y a pozice x a y bezprosttedné sousedi (téz znaceno jako x <; y).
11.4 Uved'te jak je sentenci MSO definovén jazyk.

11.5 Necht ¥ = {a,b}. Uved'te sentence logiky MSO, které definuji ndsledujici regulérni jazyky:
) 0
) {e}
) {a}
)
)

a

o

o

d) {a}~.{b}
e) {we X | |wl=3kAEk>0}
11.6 Popiste jazyky nad abecedou {a,b}, které jsou ddny nédsledujicimi sentencemi logiky MSO:

a) Iz : (z<zAz<yA(z<y= x=2)AP,(y))

b) IX :Ve,y: (e <1y= (r € X = y & X)]
AVz iz € X = (P,(x) A ~First(z)))

11.7 Jaka tiida jazyku je popsatelnd logikou MSO?

11.8 Jaka tfida jazyku je popsatelnd logikou prvniho fadu?
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Reseni nékterych piiklad

1.2

1.3
1.4

1.5

1.6
2.1

Vypocet FIs(A) provedeme z pedagogickych duvodu zcela algoritmicky.Nejprve sestavime ptislusné
rovnice:

FIy(A) = FIy(B)®{c} U {a}
FIy(B) = FIy(A) U FIy(C) U {d}
FI,(C) = FL(B) U {d}

Nyni spocitdme pevny bod rovnic tak,ze v kazdé iteraci pouzivame striktné hodnoty z predchozi
iterace. Posledni sloupec obsahuje vysledné hodnoty.

joj1| 2 | 3 | 4 | 5 | 6
Al 0 |{a} | {de,a} | {dc,ac,a} | {dec,ac,a} {dec,ac,a} {de,ac,a}
B 0 | {d}| {ad} | {dc,a,d} | {dc,ac,a,d} | {dc,ac,a,d} | {dc,ac,a,d}
C| 0 |{d}]| {d} {a,d} {dc,a,d} | {dc,ac,a,d} | {dc,ac,a,d}

Pro zajimavost ukazeme, ze pokud pouzijeme v kazdé iteraci nejnovéjsi zname hodnoty, vypocet
se muze vyrazné urychlit. Vysledek je vSak shodny.
|1 2 | 3

| 0
Al 0| {a} | {ac,dec,a} | {ac,dc,a}
B 0 |{a,d} | {ac,dc,a,d} | {ac,dc,a,d}
C| 0 |{ad}|{ac,dc,a,d} | {ac,dec,a,d}

FOQ(A) {ac,dc, a}
FO3(Ae) = {ae, dce, ace, dcc, acc}

FI,(A) = {b,ba}, FI3(A) = {b,ba,baa}
FI,(BBb) = {a,b}

FI5(BBb) = {a,b,ad, ab,aa}

FOl(A = {C}

)
FOl(S) = FOl(B) = FOl(C) = {e,d,s}
FO3(A) = {cde, cec, c}

FO3(S) = FO3(C) = {ecd, ece, dec, e}
FI,(SAcB) ={a,b,c}

FI4(SACB):
FOI(S): ( )—{e,d,c,a,y}
F'Ol(A) ={a,c,d,z}
(B):{eabcdy}
01(C) ={e,a,b,¢,d,y, 2}
FOQ(S) = {e,da,dd, dx,dc, cb, ca, cd, cy, cc, ¢, aa, ab, ad, ac, ya, yb, yc, yd, yy, yz, y}

Pozor, gramatika neni normovana a tudiz generuje prazdny jazyk.

Nen{ SLL(2), konflikt nastdvd na pravidlech Y — a | .
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2.2 Neni SLL(3), konflikt nastdva na pravidlech A — a | ab.

2.3 Nejprve pro kazdé pravidlo tvaru A — « spocitdme mnozinu FIo(

1 S —adaA | Flz(aAaA) &y FO2(S) =
2 S —aBaB | FIy(aBaB) &2 FO5(S) =
3 A—aA FIQ((I )@2 FOQ(A) =
4 A—c F[Q(C)@QFOQ( ) =
5 B-—bD FI;(bD) &2 FO2(B) =
6 D—bD FI(bD) @9 FO2(D) =
7 D —e¢ FIQ(E:‘)EBQFOQ( ) =

a) o FOo(A):

{aa, ac}
{ab}
{aa, ac}
{ca, c}
{bb, ba, b}
{bb, ba, b}
{ab,e}

Nyni snadno zkonstruujeme tabulku prechodové funkce analyzatoru. Prazdna policka znamenaji,
ze analyzator v odpovidajici situaci vrati chybu, protoze analyzované slovo neni generovano gra-

matikou G.
aa ab ac ba bb bc | ca | ¢b | ce a b c €
S ||laAaA,1|aBaB,2|aAaA, 1
All aA,3 aA,3 c, 4 c,4
B bD,5|bD, 5 bD, 5
D e, 7 bD,6|bD,6 bD,6 e, 7
al|l CTI CTI CTI CTI
b CTI | CTI |CTI CTI
c CTI|CTI|CTI CTI
$ AKC.

Zpravidla se uvdd{ pouze ,zajimavad® ¢dst tabulky, t.j. bez fddku pro termindly a pro $ a bez

sloupct, které by nésledné zustaly prazdné:

aa ab ac ba bb | ca b c | €
S || adaA,1| aBaB,2 | aAaA,1l
A aA,3 a/A73 074 074
B bD.5 | bD.,5 bD,5
D €7 bD.,6 | bD,6 bD,6 €7
Analyza slova acaac:
(acaac, S$,¢€) I (acaac,aAaA$,1) F- (caac, AaA$,1) |
F (caac,caA$,14) = (aac,aA$,14) F- (ac, A$,14) |
F (ac,aA$,143) = (c, A$,143) F (c,c$,1434) =
F= (e, $,1434) = akceptuje

Analyza slova abaac:

(abaac, S$, ¢)

I (abaac,aBaB$,2) - (baac, BaB$,2)

E (baac,bDaB$,25) - (aac, DaB$,25) = zamita
2.4 Zajimava ¢ast tabulky SLL(3) analyzdroru vypada takto:
baa bab aaa | aab | aba aa ab a | b
S || baAa,1 | baBb,2
A aA,3|aA,3|aB,4|aB,4|aB,4
B bA,5 bA, b5 €,6|¢,6
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3.6 Nejprve zkonstruujeme pomocné LL(3) tabulky:

4.6

4.10

4.12

6.3

To = (S, {e}) S — aAaB aaa, aba {aa,aaa},{c}
S — bAbB bab, bba {ba,baa}, {e}

Ty = (A, {aa, aaa}) A—a aaa -
A —ba baa -

Ty = (B, {c}) B —aB aa, aaa {e}
B—=a a —

T5 = (4, {ba, baa}) A—a aba -
A—ba bab -

Nyni zapiseme tabulku prechodové funkce analyzatoru. Uvadime pouze zajimavou ¢ast tabulky,
tj. fadky popisujici situaci, kdy je na vrchovu zasobniku néjaké T;, a sloupce, které jsou v téchto
fadcich tabulky neprazdné. Zbytek tabulky obsahuje pokyn CTI, je-li na vrcholu zasobniku ter-
minal shodny s termindlem na vstupu, a AKCEPTUJ, je-li na vrcholu zdsobniku jeho dno $ a cely
vstup je piecteny (na vstupu je €). Ve vSech ostatnich ptipadech (véetné préazdnych bunék uvedené
¢asti tabulky) analyzdtor vrati chybu, protoze analyzované slovo neni generovéno gramatikou G.

aaq aba bab bba baa aa a
TO G,Tl aTQ, 1 U,Tl (J,TQ, 1 bT3 bTQ, 2 ng ijg7 2
Ty a,3 ba,4
T2 aT2,5 G,TQ,E) a,6
T3 a,3 ba, 4

Levé faktorizace na tomto piikladu ,cykli“. Jazykové ekvivalentni jednoduchd LL(1) gramatika je
napiiklad ({S},{a,b,c},{S — a|b|cS}S).

V této gramatice nelze pozadovanou transformaci odtranit konflikt. Samoziejmé existuje jind gra-
matika, kterd je s touto jazykové ekvivalentn{ a je LL(1).

A — [Ba|C, [Ba] — a[Ba] | a, C — ¢

LR(1):
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X — .S

0 e S 1 7 B-—ec ¢ r(B—¢)
S— .aAb ¢ a 2 8 S—cB. € 1(S—cB)
S — .c e ¢ 3 9 B-—ec e r(B—¢)
S—.cB ¢ ¢ 3 10 S— aAb. e 1(S— aAb)
1 — XS e Accept 11 A—DbS. b r(A—bS)
2 S—aAb ¢ A 4 12 S—aAb b A 15
A—DbS b b 5 A—DbS b b 5
A— Bc b B 6 A— Bc b B 6
B— .c c ¢ 7 B— ¢ c ¢ 7
3 S—ec e 1(S—c¢) 13 S—c b r(S—c)
S—cB ¢ B 8 S—c¢B b B 16
B— .c e ¢ 9 B— ¢ b ¢ 17
4 S—aAb e b 10 14 A—Bc. b r(A— Bo)
5 A—bS b S 11 15 S—aAb b b 18
S— .aAb b a 12 16 A—cB. b 1r(S— cB)
S— .c b ¢ 13 17 B —ec. b r(B—c)
S—.B b ¢ 13 18 S—aAb. b r(S — aAb)
6 A—Bc b ¢ 14
LALR(1):
2,12 S—aAb b A 15
A— DbS b b 5
A— Bc b B 6
B— . c c 7
3,13 S —c. eg,b r(S — ¢)
S eB b B 16 + Stavy 0,1,5,6,11 a 14 z LR(1) analyzatoru
B— .c b c 17
4,15 S—aAb ¢b b 18
7,917 B —c. g,bec r(B— ¢)
816 A —cB. b 1r(S— cB)
10,18 S — aAb. ¢b r(S— aAb)

11.5 a) 3z : P,(z) A Py(z); b) VYo : =First(x); ¢) Vo : First(z) A Py(x) A Jy : First(y); d) 3z :
Py(x) A Last(x) A (V2 : 2 < x = Po(z)); ) 3X : (Vo : First(z) =z € X) A Ve e X :
Jy,z¢ X:x<3y<iz A (Last(z) VIve X : z <y v)

11.6 a) {a,b}.{a}.{a,b}*, tj. na druhé pozici je a; b) {w € £* | w mé na kazdé sudé pozici pismeno a}
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