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1 Převody do normálńıch forem

Př́ıklad 1.1: Vyjádřete následuj́ıćı formule v DNF pomoćı pravdivostńı tab-
ulky a pomoćı převodu logických spojek.

a) (A⇒ B) ⇒ C

b) (A⇔ B) ∨ ¬C

c) (A⇔ B) ⇒ (C ∨D)

Formule je v disjunktivńı normálńı formě (DNF), pokud má tvar α1 ∨ . . . ∨ αn,
kde αi = Ai1 ∧ . . . ∧Aiji

a každé Aij je výroková proměnná nebo jej́ı negace.

Př́ıklad 1.2: Vyjádřete následuj́ıćı formule v CNF, a to pomoćı pravdivostńı
tabulky a pomoćı převodu logických spojek.

a) (A⇔ B) ⇒ (¬A ∧ C)

b) (A⇒ B) ⇔ (A⇒ C)

Formule je v konjunktivńı normálńı formě (CNF), pokud má tvar α1 ∧ . . .∧αn,
kde αi = Ai1 ∨ . . . ∨Aiji

a Aij je výroková proměnná nebo jej́ı negace.

Př́ıklad 1.3: Vı́me, že můžeme provádět následuj́ıćı chemické reakce:

MgO + H2 → Mg + H2O

C + O2 → CO2

CO2 + H2O → H2CO3

K dispozici máme dále sloučeniny C, H2, O2 a MgO. Rezolućı dokažte, že H2CO3

logicky vyplývá ze zadaných reakćı.

Př́ıklad 1.4: Převed’te na prenexovou normálńı formu formule:

a) ∀y(∃xP (x, y) ⇒ Q(y, z)) ∧ ∃y(∀xR(x, y) ∨Q(x, y))

b) ∃xR(x, y) ⇔ ∀yP (x, y)

c) (∀x∃yQ(x, y) ∨ ∃x∀yP (x, y)) ∧ ¬∃x∃yP (x, y)

d) ¬(∀x∃yP (x, y) ⇒ ∃x∃yR(x, y)) ∧ ∀x(¬∃yQ(x, y))

Formule je v prenexové normáńı formě (PNF), pokud jsou všechny kvatifikátory
na začátku formule, tj. formule má tvar Q1x1Q2x2 . . . Qnxnϕ, kde Q1, . . . , Qn ∈
{∀,∃} a ϕ je formule bez kvantifikátor̊u (tzv. otevřená formule).

2 Skolemizace a unifikace

Začneme připomenut́ım následuj́ıćıch definic.

• Formle bez volných proměnných se nazývá sentence.
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• Necht’ ϕ(x1, . . . , xn) je formule s volnými proměnnými x1, . . . , xn, kde n ≥
0. Jej́ım univerzálńım uzávěrem rozumı́me formuli ∀x1 . . . ∀xnϕ(x1, . . . , xn).

• Formule ϕ(x1, . . . , xn) je pravdivá v interpretaci I právě tehdy, když je v
této interpretaci pravdivý jej́ı univerzálńı uzávěr, tj. pokud ϕ(x1, . . . , xn)
je pravdivá v interpretaci I pro všechny valuace.

• Podobně, formule ϕ(x1, . . . , xn) je splnitelná, je-li splnitelný jej́ı univerzálńı
uzávěr, tj. pokud existuje interpretace I taková, že ϕ(x1, . . . , xn) je prav-
divá pro všechny valuace.

• Formule ϕ,ψ jsou equisatisfiable (ekvivalentńı vzhledem ke splnitelnosti),
pokud jsou obě splnitelné nebo obě nesplnitelné.

• Necht’ T je množina formuĺı. Formule ϕ je logickým d̊usledkem T (nebo
ϕ logicky vyplývá z T , ṕı̌seme T |= ϕ, ), pokud je ϕ pravdivá v každé
interpretaci I, ve které jsou pravdivé všechny formule z T .

Nyńı si ukážeme, jak lze převést úlohu Dokažte, že ϕ je logickým d̊usledkem T do
klauzulárńı formy (tj. konjunktivńı normálńı formy), kde již může být dořešena
rezolučńı metodou.

a) Nejprve nahrad́ıme všechny formule s volnými proměnnými v T jejich uni-
verzálńımi uzávěry. Vzniklou množinu sentenćı označ́ıme T ′. Má-li formule
ϕ volné proměnné x1, . . . , xn, nahrad́ıme ji jej́ım univerzálńım uzávěrem
∀x1 . . . ∀xnϕ(x1, . . . , xn). Z výše uvedených definic plyne, že T |= ϕ právě
tehdy, když T ′ |= ∀x1 . . . ∀xnϕ(x1, . . . , xn).

b) T ′ |= ∀x1 . . . ∀xnϕ(x1, . . . , xn) právě tehdy, když je množina sentenćı T ′ ∪
{¬∀x1 . . . ∀xnϕ(x1, . . . , xn)} = T ′∪{∃x1 . . . ∃xn¬ϕ(x1, . . . , xn)} nesplnitelná.

c) Všechny formule z množiny T ′∪{∃x1 . . . ∃xn¬ϕ(x1, . . . , xn)} převedeme do
prenexńıho normálńı formy (PNF) a skolemizujeme (skolemizace vytvoř́ı
formuli, která je equisatisfiable p̊uvodńı formuli). Źıskanou množinu sen-
tenćı v PNF a bez existenčńıch kvantifikátor̊u označ́ıme T ′′.

d) Nyńı z každé formule z T ′′ odstrańıme část s kvantifikátory (korektnost
tohoto kroku opět vyplývá z výše uvedených definic) a zbylou část for-
mule převedeme do konjunktivńı normálńı formy. Konjunkci všech takto
źıskaných formuĺı nazveme ψ. Plat́ı T |= ϕ právě tehdy, když ψ je ne-
splnitelná. Formuli ψ přeṕı̌seme na množinu klauzuĺı a každou klauzuli
nahrad́ıme množinou jej́ıch literál̊u. K d̊ukazu nesplnitelnosti takto vytvořené
množiny klauzuĺı můžeme použ́ıt rezolučńı metodu.

Pořad́ı některých část́ı výše uvedeného postupu lze zaměnit, např. převod do
konjunktivńı normálńı formy lze provést zaráz s převodem do PNF.

Př́ıklad 2.1: Proved’te skolemizaci následuj́ıćıch formuĺı v PNF:

a) ∀y1∀x1∃y2∀x2[(¬P (x1, y1) ∨Q(y1, a)) ∧ (R(x2, y2) ∨Q(x1, y2))]

b) ∀x1∀y1∃y2∃x2[(¬R(x1, y2) ∨ P (b, y1)) ∧ (¬P (x1, y2) ∨R(x2, b))]

c) ∃x1∀y1∃x2(S(y1) ∨R(x1, x2))
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Př́ıklad 2.2: Najděte nejobecněǰśı unifikátory (angl. most general unifiers,
mgu) následuj́ıćıch množin literál̊u:

a) S = {P (x, f(y), z), P (g(a), f(w), u), P (v, f(b), c)}

b) T = {Q(h(x, y), w), Q(h(g(v), a), f(v)), Q(h(g(v), a), f(b))}

Př́ıklad 2.3: Najděte všechny rezolventy následuj́ıćıch dvojic klauzuĺı:

a) C1 = {P (x, y), P (y, z)}, C2 = {¬P (u, f(u))}

b) C1 = {P (x, x),¬R(x, f(x))}, C2 = {R(x, y), Q(y, z)}

c) C1 = {P (x, y),¬P (x, x), Q(x, f(x), z)}, C2 = {¬Q(f(x), x, z), P (x, z)}

3 Rezoluce

Př́ıklad 3.1: Dokažte, že plat́ı následuj́ıćı vyplýváńı:

a) {∀xP (x, x),∀x∀y∀z((P (x, y) ∧ P (y, z)) ⇒ P (z, x))} |= ∀x∀y(P (x, y) ⇒
P (y, x))

b) {∀x∀y∀z((P (x, y) ∧ P (y, z)) ⇒ P (x, z)),∀x∀y(P (x, y) ⇒ P (y, x))} |=
∀x∀y∀z((P (x, y) ∧ P (z, y)) ⇒ P (x, z))

Př́ıklad 3.2: Převed’te následuj́ıćı tvrzeńı v přirozeném jazyce na formule
predikátové logiky a dokažte jejich platnost.

a) Předpokládejte, že plat́ı následuj́ıćı tři tvrzeńı:

• Existuje drak (označme D/1).

• Draci sṕı (S/1) nebo lov́ı (L/1).

• Když jsou draci hladov́ı (H/1), tak nesṕı.

Důsledek: Když jsou draci hladov́ı, tak lov́ı.

b) Předpokládejte, že plat́ı následuj́ıćı dvě tvrzeńı:

• Všichni holiči (B/1) hoĺı (S/2) každého, kdo se nehoĺı sám.

• Žádný holič nehoĺı někoho, kdo se hoĺı sám.

Důsledek: Holiči neexistuj́ı.

Př́ıklad 3.3: Vyvrat’te následuj́ıćı množinu klauzuĺı

S = {{P (x),¬Q(x, f(y)),¬R(a)}, {R(x),¬Q(x, y)}, {¬P (x),¬Q(y, z)},

{P (x),¬R(x)}, {R(f(b))}, {Q(x, y),¬P (y)}}

pomoćı obecné rezoluce, lineárńı rezoluce, LI rezoluce, LD rezoluce a SLD re-
zoluce1.

1Viz materiály k předmětu IB101 Úvod do logiky a logického programováńı (sedmá
přednáška).
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4 SLD-stromy a rezoluce v Prologu

Př́ıklad 4.1: Nalezněte rezolučńı vyvraceńı množiny klauzuĺı zadaných jako
program a dotaz v Prologu.

1. r :- p, q. 5. t.

2. s :- p, q. 6. q.

3. v :- t, u. 7. u.

4. w :- v, s. 8. p.

?- w.

Př́ıklad 4.2: Vytvořte SLD-strom pro následuj́ıćı program (Program 1.) a
dotaz v Prologu a zjistěte, jak se projev́ı změna pořad́ı klauzuĺı (Program 2.)
v definici programu na výsledné podobě SLD-stromu.

Program 1: Program 2:

1. p :- q,r. 4. r :- q. 1. p :- r. 4. r.

2. p :- r. 5. r. 2. p :- q,r. 5. r :- q.

3. q :- p. 3. q :- p.

?- p,q.

Př́ıklad 4.3: Sestrojte SLD-stromy pro následuj́ıćı programy a dotazy v jazyce
Prolog:

Program 1: Program 2:

1. p :- a,r. 5. r :- t,a. 1. p :- s,t. 5. r :- w.

2. a :- b. 6. r :- s. 2. p :- q. 6. r.

3. a. 7. s. 3. q. 7. s.

4. b :- a. 4. q :- r. 8. t :- w.

?- p. ?- p.

Př́ıklad 4.4: Napǐste SLD-strom pro následuj́ıćı program a dotaz.

1. p(f,g). 3. p(Z,X) :- p(X,Y), p(Y,Z).

2. p(X,X).

?- p(Y,f).

Př́ıklad 4.5: Vytvořte SLD-strom všech možných řešeńı k následuj́ıćımu pro-
gramu a dotazu:

1. p(X,Y) :- q(X,Z), r(Z,Y). 7. s(X) :- t(X,a).

2. p(X,X) :- s(X). 8. s(X) :- t(X,b).

3. q(X,b). 9. s(X) :- t(X,X).

4. q(b,a). 10. t(a,b).

5. q(X,a) :- r(a,X). 11. t(b,a).

6. r(b,a).

?- p(X,X).
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Př́ıklad 4.6: Zkonstruujte SLD vyvráceńı ćıle ?- reverse([a,b,c],X). za
předpokladu, že máme nadefinován predikát reverse/2 následovně:

reverse(L1,L2) :- rev(L1,[],L2).

rev([H|T],A,L) :- rev(T,[H|A],L).

rev([],L,L).

5 Tabla ve výrokové logice

Př́ıklad 5.1: Sestrojte ukončené tablo s kořenem

F (((C ∨ d) ∧ (D ∨ ¬d)) ⇔ (C ∨D)),

kde C,D, d jsou výrokové symboly.

Př́ıklad 5.2: Pomoćı tabel dokažte, že následuj́ıćı formule jsou tautologické:

a) ¬(p⇒ q) ⇒ (q ⇒ p)

b) ((p ∨ q) ⇒ (p ∨ r)) ⇒ (p ∨ (q ⇒ r))

Př́ıklad 5.3: Dokažte, že plat́ı následuj́ıćı logické vyplýváńı:

{q ⇒ r, r ⇒ (p ∧ q), p⇒ (q ∨ r)} |= (p⇔ q).

6 Tabla v predikátové logice

Př́ıklad 6.1: Pomoćı tabel dokažte, že následuj́ıćı formule jsou tautologie.

a) Φ1 ≡ ∀xϕ(x) ⇒ ∃xϕ(x)

b) Φ2 ≡ ∀x(P (x) ⇒ Q(x)) ⇒ (∀xP (x) ⇒ ∀xQ(x))

c) Φ3 ≡ ∀x(ϕ(x) ∧ ψ(x)) ⇔ (∀xϕ(x) ∧ ∀xψ(x))

d) Φ4 ≡ ∃y∀x(P (x, y) ⇔ P (x, x)) ⇒ ¬∀x∃y∀z(P (z, y) ⇔ ¬P (z, x))

Př́ıklad 6.2: Dokažte, že formule ∀xP (x) logicky vyplývá z předpoklad̊u:

∀x((Q(x) ∨R(x)) ⇒ ¬S(x))

∀x((R(x) ⇒ ¬P (x)) ⇒ (Q(x) ∧ S(x)))

Př́ıklad 6.3: Pomoćı tabel dokažte platnost následuj́ıćıch tvrzeńı.

a) Předpokládejte, že plat́ı následuj́ıćı tři tvrzeńı:

• Existuje drak (označme D/1).

• Draci sṕı (S/1) nebo lov́ı (L/1).

• Když jsou draci hladov́ı (H/1), tak nesṕı.

Důsledek: Když jsou draci hladov́ı, tak lov́ı.
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b) Předpokládejte, že plat́ı následuj́ıćı dvě tvrzeńı:

• Všichni holiči (B/1) hoĺı (S/2) každého, kdo se nehoĺı sám.

• Žádný holič nehoĺı někoho, kdo se hoĺı sám.

Důsledek: Holiči neexistuj́ı.

7 Tabla v modálńı logice

Při konstrukci ukončeného kontradiktorického tabla v modálńı logice postupu-
jeme podobně jako v př́ıpadě logiky prvńıho řádu. Máme-li dokázat, že formule
ϕ je tautologíı (tj. plat́ı ve všech světech všech Kripkeho rámc̊u nad použitým
jazykem modálńı logiky), stač́ı zkonstruovat kontradiktorické tablo s kořenem
Fw  ϕ. Každý uzel vytvářeného binárńıho stromu pak obsahuje výraz Fv  ϕ
nebo Tv  ϕ. Narozd́ıl od logiky prvńıho řádu je tedy nutné brát v úvahu také
svět, ve kterém danou položku redukujeme.

Cesta v tablu je sporná (kontradiktorická), pokud se na ńı vyskytuje položka
Tv  ϕ a zároveň Fv  ϕ pro nějaký svět v a formuli ϕ.

Kv̊uli technickému zjednodušeńı přij́ımáme konvenci, že jazyk modálńı logiky
neobsahuje funkčńı symboly. Při expanzi položek Tv  (∀x)ϕ(x) a Fv  (∃x)ϕ(x)
proto mı́sto ground termů použ́ıváme pouze konstanty. Muśıme však volit takové
konstanty, o kterých v́ıme, že se vyskytuj́ı ve světě v. Taková konstanta je bud’

součást́ı jazyka modálńı logiky, nebo se na expandované cestě již vyskytuje v
nějaké položce týkaj́ıćı se světa v nebo nějakého jeho předch̊udce (tj. světa w,
pro který se na cestě vyskytuje wSv). Daľśı možnost́ı je naopak volit konstantu,
která se nevyskytuje nikde v celém tablu. Při expanzi položek Tv  (∃x)ϕ(x)
a Fv  (∀x)ϕ(x) dosad́ıme namı́sto x libovolnou konstantu, která se dosud
nevyskytuje v žádné položce tabla.

Položky s operátory 2 a 3 redukujeme následovně. Při redukci položky
Tv  3ϕ nebo Fv  2ϕ na cestu nejdř́ıve přidáme výraz vSw, kde w je nějaký
nový svět, který ještě v tablu nebyl použit. Poté přidáme nový uzel Tw  ϕ
resp. Fw  ϕ. Položky typu Tv  2ϕ a Fv  3ϕ expandujeme na Tw  ϕ a
Fw  ϕ, kde w je libovolný svět, pro který je na expandované cestě položka vSw.
Pokud žádný takový svět neexistuje, můžeme položky považovat za redukované.

Kořeny atomických tabel pro položky Tv  (∀x)ϕ(x), Fv  (∃x)ϕ(x), Tv 

2ϕ a Fv  3ϕ bychom neměli při redukci vynechávat.

Př́ıklad 7.1: Pomoćı tabel dokažte, že následuj́ıćı formule jsou tautologie.

a) Φ1 ≡ (2∀xϕ(x)) ⇒ (∀x2ϕ(x))

b) Φ2 ≡ (2(ϕ⇒ ψ)) ⇒ ((2ϕ⇒ 2ψ))

c) Φ3 ≡ ¬3(¬(ϕ ∧ ∃xψ(x)) ∧ ∃x(ϕ ∧ ψ(x))), x neńı volné ve formuli ϕ

d) Φ4 ≡ 3∃x(ϕ(x) ⇒ 2ψ) ⇒ 3(∀xϕ(x) ⇒ 2ψ), x neńı volné ve formuli ψ

Př́ıklad 7.2: Mějme modálńı tablo s kořenem Fw  ∀x2ϕ(x) ⇒ 2∀xϕ(x)
definované v obrázku 1. Rozhodněte o korektnosti uvedeného d̊ukazu a své
tvrzeńı zd̊uvodněte.
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Fw  ∀x2ϕ(x) ⇒ 2∀xϕ(x)

Tw  ∀x2ϕ(x)

Fw  2∀xϕ(x)

wSv

Fv  ∀xϕ(x)

Fv  ϕ(c)

Tw  ∀x2ϕ(x)∗

Tw  2ϕ(c)

Tw  2ϕ(c)

Tv  ϕ(c)

⊗

Obrázek 1:

Př́ıklad 7.3: Dokažte platnost úsudk̊u:

a) {ϕ} |= 2ϕ

b) {∀xϕ(x)} |= 2∀xϕ(x)

c) {∀xϕ(x)} |= ∀x2ϕ(x)

d) {ϕ⇒ 2ϕ} |= 2ϕ⇒ 22ϕ

8 Induktivńı logické programováńı

Př́ıklad 8.1: Jsou dány výrokové symboly a, b, c, d, e a tabulka

a b c d e tř́ıda
1 1 1 0 1 +
1 1 0 1 1 +
1 1 0 1 0 −

+ = pozitivńı př́ıklady
− = negativńı př́ıklad
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Najděte všechny specializace výrokové formule b. Vyznačte, které z nich pokrývaj́ı
negativńı př́ıklad.

Př́ıklad 8.2: Napǐste část specializačńıho grafu s kořenem neteř(X,Y), která
bude obsahovat klauzuli:

neteř(X,Y) :- žena(X), sourozenec(Y,Z), rodič(Z,X).
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